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La Geometría Analítica fue creada 
por Descartes para ser un ‘-método" 
que permitiera resolver problemas geo¬ 
métricos. Pero pronto se vio que, ade¬ 
más, era un instrumento indispensable 
para penetrar en la esencia de dichos 
problemas e interpretar los conceptos 
del análisis. 

Como método, la Geometría Analítica 
permite hallar y estudiar los lugares 
geométricos de manera sistemática y 
general. Como instrumento de análi¬ 
sis, dio la clasificación de las curvas 
en algebraicas y trascendentes, permi¬ 
tió demostrar la imposibilidad de so¬ 
lución de ciertos problemas clásicos 
(duplicación, del cubo, trisección del 
ángulo...) y abrió las puertas al estu¬ 
dio general de las transformaciones 
geométricas. Ambos efectos han sido 
de tanto interés para la matemática 
pura como para las aplicaciones: la 
Geometría Analítica ha penetrado tan 
profundamente en cualquiera de las ra¬ 
mas de aquélla, que se ha* hecho con¬ 
substancial; el ser sostén del cálculo 
infinitesimal, es base de todo estudio 
cuantitativo de la técnica. 

En la Geometría Analítica que pre¬ 
sentamos resaltan bien ambas fina¬ 
lidades. 

Se ha dado máxima importancia a la 
geometría “métrica”. Creemos que 
la Geometría Proyectiva tiene sus mé¬ 
todos sintéticos propios, instructivos y 
elegantes: los más ventajosos. Por esto 
limitamos el estudio analítico de las 
propiedades proyectivas al mínimo que 
permita ver cómo la Geometría Analíti¬ 
ca sirve también para ello. 
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PRESENTACIÓN 


Aunque el plan de colaboración propuesto por la Editorial 
Kapelusz fué análogo al que condujo a la obra de Análisis Ma¬ 
temático a punto de conclusión, no disponían mis colaborado¬ 
res de más base aprovechable entre mis anteriores publicacio¬ 
nes que de un viejo curso autografiado de Geometría analítica 
y de algún capítulo del Curso cíclico; habiendo tenido por tanto 
que redactar y elaborar como nueva la mayor parte del libro, 
agregándole por nuestra parte un par de capítulos. 

Lejos de la pretensión enciclopédica con que fué trazado el 
Análisis Matemático hemos puesto el acento en la utilidad di¬ 
dáctica, sacrificando capítulos interesantes como la Geometría 
vectorial, que ya tienen cabida en el volumen II de aquella 
obra, para desarrollar en cambio minuciosamente la parte más 
clásica de la Geometría analítica, ahorrando toda dificultad al 
lector autodidacto y cuidando mucho por su trascendencia me¬ 
todológica, la separación entre la Geometría afine desarrollada 
en coordenadas oblicuas, y la Geometría métrica referida a ejes 
ortogonales. 

Los encariñados con la • Geometría proyectiva por haberse 
acostumbrado a la lectura de libros italianos, habrían deseado 
más amplio desarrollo de esta bella disciplina que ya dispone 
de excelentes tratados y que interesa al ingeniero muchísimo 
menos que la Teoría de las transformaciones, ampliamente ex¬ 
puestas en Cap. VI, y que la Nomografía cuya redacción debe¬ 
mos al Ing. José Babini, especializado en la Matemática prác¬ 
tica. 

Finalmente, a modo de complementos no esenciales, hemos 
agregado un capítido de interés histórico y didáctico sobre las 
clásicas construcciones con regla y compás, sistematizadas en 
teoría moderna y otro capítulo sobre Geometría reglada y Geo¬ 
metría de círculos, con ventanas abiertas al paisaje de la Geo¬ 
metría moderna, a través de las cuales podrá el principiante 
vislumbrar desde el comienzo de sus estudios ese nuevo mundo 
que los tratados relegan con su silencio más allá del ámbito 
universitario, sin que el futuro ingeniero llegue nunca a tener 
más coyiocimiento que la vaga noticia negativa de que siempre 
fue para su gremio y siempre será para él, térra incógnita. 


J. Rey Pastor. 
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La Geometría Analítica empezó con Descartes como un 
apéndice de su “método” para conducir bien la razón y buscar 
la verdad en las ciencias. Pronto se vió que, además, era un 
instrumento indispensable para comprender la esencia de los 
problemas geométricos y para interpretar los conceptos del 
análisis. Como método, la Geometría Analítica■ permite hallar 
y estudiar los lugares geométricos de manera sistemática y ge¬ 
neral. Como instrumento de análisis, clió la clasificación de las 
curvas en algebraicas y trascendentes, permitió demostrar la 
imposibilidad de solución de ciertos problemas clásicos (dupli¬ 
cación del cubo, trisección del ángulo, ...) y abrió las puertas 
al estudio general de las transformaciones geométricas. Ambos 
frutos han resultado de igual interés para la matemática pura 
como para las aplicaciones. Para la primera, la Geometría Ana¬ 
lítica ha penetrado tan profundamente en cualquiera de sus 
ramas que puede decirse que es consubstancial con la misma. 
Paralas aplicaciones, la Geometría Analítica, sostén del cálculo 
infinitesimal, es base de todo estudio cuantitativo de la técnica. 

En la Geometría Analítica que presentamos se intenta hacer 
resaltar bien ambas finalidades. Vamos a indicar el plan segui¬ 
do y las directrices generales que lo presiden. 

Se ha dado máxima importancia a la geometría “métrica”. 
Creemos que la Geometría Proyectiva tiene sus métodos sinté¬ 
ticos propios, instructivos y elegantes, que tienen para ella to¬ 
das las ventajas. Por esto hemos reducido el estudio analítico 
de las propiedades proyectivas a un mínimo indispensable para 
hacer ver cómo la Geometría Analítica sirve también para ello, 
pero sin dedicarle más que una extensión secundaria. 

Se divide la obra en tres partes: l? Geometría de los espa¬ 
cios unidimensionales o geometría de la recta; ID Geometría de 
los espacios bidimensionáles o geometría del plano; IID Geome¬ 
tría de los espacios tridimensionales o geometría del espacio. 
Como apéndice se incluye un capítulo sobre la geometría de rec¬ 
tas y círculos, la primera como ejemplo de geometría de un es¬ 
pacio cuadrimensional, y otro sobre Nomografía, este último 
como ejemplo de aplicación de la Geometría Analítica. 

La geometría sobre la recta sirve para introducir el concep¬ 
to de abscisa, el de razón simple entre tres puntos y el de razón 
doble entre cuatro; este último es un concepto proyectivo que 
se introduce por su definición métrica. En particular se estu¬ 


dian las cuaternas armónicas. Se observa cómo la geometría 
sobre la recta equivale a la de los haces de rectas o de planos, 
por sección de los mismos por una recta normal a un elemento, 
figuras que, con la recta, forman los espacios unidimensionales 
(llamadas también “formas de primera especie”; en ellas cada 
elemento queda determinado por un solo parámetro: su abs¬ 
cisa) . 

Paro, la Geometría Analítica del plano se introducen las coor¬ 
denadas cartesianas. Conviene no limitarse a las ortogonales, a 
pesar de que van a ser éstas las comúnmente usadas, pues para 
ciertos problemas las coordenadas oblicuas residían más venta¬ 
josas. La demostración analítica, por ejemplo, de que las tres 
medianas de un triángulo concurren en un punto, es inmediata 
en coordenadas oblicuas (se toman por ejes dos lados del trián¬ 
gulo) y menos simple en coordenadas rectangulares. Lo que in¬ 
teresa hacer notar es que el “grado" de una curva, en particu¬ 
lar de la recta y de las cónicas, es independiente de si las coor¬ 
denadas son oblicuas o rectangulares y que las fórmulas son las 
mismas siempre que se trate de problemas “afines” (recta de¬ 
terminada por dos puntos, intersecciones, paralelismo, razones 
simples, . ..). En cambio, para los problemas “métricos” (dis¬ 
tancia, perpendicularidad, propiedades de la circunferencia, ...) 
las coordenadas rectangulares conducen a fórmulas más simples. 

En cada caso hay que utilizar las coordenadas más conve¬ 
nientes; pretender, prescindir de las coordenadas oblicuas lleva 
a una simplificación engañosa, así como el uso sistemático de 
las mismas motiva una complicación innecesaria. 

La introducción de las fórmulas de cambios de ejes ortogo¬ 
nales y de las coordenadas polares, se aprovecha para deducir, 
como repaso para el lector, las fórmulas fundamentales de la 
trigonometría plana. 

Después de estudiar la ecuación de la recta en sus diversas 
formas y los problemas de ángulos y distancias, se entra en el 
estudio de las cónicas o curvas de segundo grado. Primero, la 
circunferencia y haces de circunferencias; después, las tres có¬ 
nicas por separado y por sus ecuaciones reducidas. Finalmente, 
la ecuación general de las cónicas. 

Se pasa luego al estudio de las curvas en general, empezan¬ 
do con unos ejemplos simples de cúbicas y cuánticas. El con¬ 
cepto de lugar geométrico permite introducir varias curvas clá¬ 
sicas (concoide, cisoide. lemniscata, cicloide, ...) que sirven de 
ejemplo para aplicar los métodos de la Geometría Analítica a 
la constmicción de curvas, sean éstas dadas por su ecuación ex¬ 
plícita, implícita o por sus ecuaciones paramétricas. 

Se entra luego en el capítulo de las “transformaciones geo¬ 
métricas”. La geometría clásica, siguiendo la pauta de los grie¬ 
gos, es esencialmente “estática”: considera a las figuras como 
entes rígidos, cuyas propiedades estudia. La geometría moder- 
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na, en cambio, presta mayor atención a las “transformaciones” 
de las figuras en otras y al estudio de las propiedades que se 
conservan por estas transformaciones. De aquí que hayamos 
dado una amplitud mayor que la acostumbrada, a este capítulo. 
Se estudian principalmente las transformaciones lineales: mo¬ 
vimientos, simetrías, homotecias, semejanzas, afinidades. Se 
dan, en cada caso, las condiciones que deben cumplir los coefi¬ 
cientes de una substitución lineal para que la transformación 
sea una u otra de las mencionadas. Como transformación cua¬ 
drática se estudia con detalle la inversión, mencionando breve¬ 
mente las transformaciones cuadráticas en general y la manera 
de obtenerlas. 

Termina la parte de geometría plana con una nota acerca 
de la solución de problemas con regla y compás, demostrando 
la imposibilidad de resolver los problemas clásicos de la dupli¬ 
cación del cubo y trisección del ángulo y haciendo ver cómo la 
trascendencia de x imposibilita la cuadratura del círculo. Estos 
problemas, incluidos por costumbre en los libros de álgebra más 
que en los de Geometría Analítica, creemos útil tratarlos aquí, 
pues fue precisamente la Geometría Analítica la que permitió 
demostrar su imposibilidad. 

La geometría del espacio sigue paralelamente el plan ex¬ 
puesto para la del plano. Sistemas de coordenadas, repaso de 
las fórmulas fundamentales de la trigonometría esférica al es¬ 
tudiar el cambio de ejes ortogonales, cuádricas (primero en su 
ecuación reducida y luego por su ecuación general), curvas y 
superficies. Sin entrar en las transformaciones correlativas a 
las estudiadas en el plano, lo que sería prácticamente una re¬ 
petición, se incluye, en cambio, un capítulo de geometría regla¬ 
da y otro de geometría de círculos, tópicos éstos destinados ai 
lector que desee introducirse en la comúnmente llamada “geo¬ 
metría superior”. 

Termina la obra con un capítulo sobre Nomografía (nomo¬ 
gramas usuales, construcción de nomogramas y teoría de los 
mismos) redactado íntegramente por el Ing. José Babini, espe¬ 
cialista en la materia, a quien deseamos expresar desde aquí 
nuestro agradecimiento por su valiosa y amable colaboración. 

Los Autores. 


Capítulo I 

ESPACIOS UNIDIMENSIONALES. SERIES Y HACES 


§ 1. Geometría métrica de la serie rectilínea 

1. La geometría métrica. — Después de estudiar Euclides 
las formas y relaciones de las figuras planas y espaciales en 
los libros I - IV de los Elementos, consideró necesario abordar 
la geometría métrica, estudiando en los libros V y VI las re¬ 
laciones numéricas entre las medidas de los segmentos y án¬ 
gulos de cada figura geométrica; de modo tal, que conocidas 
algunas medidas (datos) se logra deducir por cálculo arit¬ 
mético las restantes distancias y ángulos, así como las áreas y 
volúmenes. La semejanza de triángulos y el teorema de Pitá- 
goras eran sus instrumentos más eficaces; y el maravilloso 
cálculo así logrado del octógono, pentágono y decágono regu¬ 
lar, no fueron ni podían ser superados en más de dos mil 
años, hasta que el adolescente Gauss hizo el magno descubri¬ 
miento de calcular el lado del heptadecágono y construirlo con 
regla y compás, gracias al instrumento algebraico ya perfec¬ 
cionado 1 . 

Pero no menos maravillosa es la geometría métrica de 
Eudoxio y Euclides, construida sin ayuda del álgebra, enton¬ 
ces inexistente, con el sólo recurso de la semejanza de trián¬ 
gulos, es decir, del teorema de Thales de Mileto. 

Ahora veremos el fundamento de esta geometría métrica, 
que responde al programa inicial (Geometría = medición de 
la Tierra) y es la base de todas las técnicas. 

EJEMPLO: Para comprender el valor práctico de la geometría métri¬ 
ca, bastan ejemplos muy vulgares. ¿De qué serviría, al encargar un vidrio 
de ventana, dar su descripción geométrica, aun en el caso más sencillo 
de forma rectangular? Bastan en cambio un par de números, sus medidas, 
para determinar el vidrio adecuado. Varias medidas permiten al mecánico 
hacer fundir la pieza que necesita para armar una máquina; y lo mismo 
proceden con diverso grado de exactitud todos los ingenieros y artesanos 
de variados oficios, desde el sastre hasta el relojero. 


2. Medida absoluta de un segmento. — Sabe el lector, des¬ 
de la enseñanza primaria, cuál es el método de medición de un 
segmento o distancia entre dos puntos A, B, con una unidad 


1 Ver la demostración muy elemental en Rey Pastor: Lecciones de Álfjebra. 
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U, llevando reiteradamente ésta sobre el segmento, a partir 
de uno de sus extremos, hasta que el segmento queda descom¬ 
puesto en un cierto múltiplo de U, más un resto menor que U, 
es decir: mU < AB < (m 1)U. 

En la práctica de las mediciones se logra, por subdivisión 
de U en número suficiente n de partes, la coincidencia de 

}}7 

AB con un cierto número de estas partes, es decir AB = —- U, 

n 

y el número racional m/n es la medida del segmento, cual¬ 
quiera que sea el extremo inicial, es decir: AB y BA tienen 
la misma medida m/n. Inversamente, si deseamos encargar 
la construcción de un segmento (varilla, caño, ...) igual a 
AB, basta dar la unidad U y el número m/n, para obtener otro 
segmento igual a él. 

Adoptado un segmento como unidad , cada segmento AB = 
= BA tiene una medida; y recíprocamente cada número de¬ 
termina un segmento , que tiene esa medida . 

Algunos ejemplos nos indicarán la insuficiencia de la geo¬ 
metría métrica fundada sobre este principio inexacto. 

a) Aunque en las mediciones físicas se llega a un número exacto, 
fraccionando suficientemente la unidad, es decir, todos los segmentos son 
prácticamente conmensurables, se llega a contradicciones al admitir que 
todo segmento contiene un número exacto de veces alguna parte alícuota 
de la unidad. Ya los pitagóricos demostraron que la diagonal del cuadra¬ 
do es inconmensurable con el lado; y después se vió que también lo es la 
longitud de la circunferencia con el diámetro. Para conservar la validez 
del principio anterior se crearon en el siglo XIX los números irracionales 1 . 

b) Se comprende la ventaja de señalar en los caminos las distancias 
más importantes, pero ¿será suficiente al viajero leer en una cartelera 
“A Santa Fe 52 Km.”? Si no lo sabe ya, o el cartel carece de flecha indi¬ 
cadora del sentido, forzoso le será averiguarlo. Y también será descono¬ 
cimiento, más bien que conocimiento de la posición de un lugar geográfico 
o celeste, el basado en su latitud y longitud, calculadas con gran exactitud, 
pero sin dar sus sentidos, boreal o austral, oriental u occidental. 

Conclusión: no basta expresar los segmentos por sus medidas: es pre¬ 
ciso considerar además sus sentidos, es decir, no bastan los números posi¬ 
tivos para medir segmentos de una recta, o arcos de una curva; es preciso 
usar además números negativos. 

c) Los números relativos (esto es, números de signo ±) fueron intro¬ 
ducidos en la Aritmética por los indos para la medición de magnitudes 
con dos sentidos (débitos y haberes, trayectos sobre una curva, etc.) pues 
cada cantidad está representada por un número absoluto, que expresa el 
valor absoluto (pesos en el primer ejemplo, centímetros en el segundo) y 
un signo ± siempre convencional, que representa el sentido. Así, es indi- 


Los griegos, desde Eudoxio. zanjaban Ja dificultad sustituyendo la inexistente medi¬ 
da por una sucesión de razones entre segmentos: artificio que equivale a la sucesión de 
números racionales hoy usados para definir el numero irracional. Véase: J. Rey Pastor, 
p* 11 Lallejja y C. A. Trejo: Análisis Matemático, vol. I. nág. S7. Editorial Kapelusz, 
ouenos Aires, 1952. 
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xerente adoptar sobre la curva uno u otro sentido como positivo; y en la 
c/c del banco B con el cliente C las cifras son las mismas que en la lle¬ 
vada por C al banco B, con signos opuestos. 

Son precisamente los trayectos o segmentos sobre una recta las mag¬ 
nitudes de dos sentidos que interesan para la geometría analítica, logran¬ 
do así la ubicación de cada punto de la recta sin ambigüedad, gracias al 
signo de su distancia a 0, que así se llama abscisa. 

3. Fundamentos de la geometría analítica. — Los números 
racionales, con los irracionales, tanto positivos como negativos, 
constituyen el campo de los números reales. Con todos ellos al¬ 
canza su plenitud, como ahora veremos, la geometría analítica, 
que se funda en dos teoremas. 

Def. 1. Dada una recta r y en ella un punto O llamado 
origen, y otro U llamado punto unidad en una de las dos se¬ 
mirrectas en que O divide a r, la que contiene el punto U se 
llama semirrecta positiva y la que no lo contiene se llama 
semirrecta negativa. 

Puesto que todo segmento OX tiene una medida (racional 
o irracional) con la unidad OU, como veremos rigurosamente 
(§ 4-3), a cada punto X de la recta se le puede hacer co¬ 
rresponder el número real x que mide su distancia al punto 
origen O, medida con una unidad igual al segmento OU, con 
signo -f si X está en la semirrecta positiva y con signo — si 
está en la semirrecta negativa. Al punto U, por ejemplo, co¬ 
rresponde el número 1 y al punto O se ie hace corresponder el 
número 0. 

Def. 2. Cuando sobre una recta se han fijado los puntos 
O y U se dice que se tiene sobre la misma un sistema de abs¬ 
cisas. Se dice también, a veces, que la recta es entonces un eje 
de abscisas: a la parte positiva se le llama semieje positivo y 
a la negativa semieje negativo. 

Def. 3. El número real x, medida de OX con su signo co¬ 
rrespondiente, se llama abscisa del punto X. 

Recíprocamente, por el postulado de la continuidad (§ 4-4), 
a todo número real x se le puede hacer corresponder un pun¬ 
to sobre la recta, aquel cuya distancia al O. medida con la uni¬ 
dad OU, sea igual a y esté situado en la semirrecta posi¬ 
tiva o negativa según que x sea positivo o negativo. Resulta 
en definitiva el fundamental: 

Teor. 1. Existe una correspondencia biunívoca entre los 
puntos de la recta y los números reales que son sus abscisas. 

La trascendencia (que ya reconoció Descartes) de esta corresponden¬ 
cia, no reside tanto en ser biunívoca , como en ser ordenada; es decir: si 
es X anterior a Y, es x < y (§ 4-5) ; por tanto, al segmento AB (es decir, 
A ant. X ant. B) corresponde el intervalo (a < x < b ). Elegido arbitra¬ 
riamente pequeño el segmento AB, que se llama entorno de X, existe un 
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entorno del número x, que es el intervalo (a, b) al que corresponden 
los puntos de AB y recíprocamente, la correspondencia es pues continua, 
y también su inversa, es decir, a puntos suficientemente próximos a X 
corresponden abscisas arbitrariamente próximas al número x; tales co¬ 
rrespondencias se llaman bicontinuas. 

Esta correspondencia ordenada permite identificar, como se hace mo¬ 
dernamente, las palabras punto y número, segmento e intervalo, y derecha 
e izquierda con mayor y menor; etc. La fusión de las matemáticas (arit¬ 
mética y geometría) en una sola matemática, es obra de Descartes. 

Si llamamos distancia desde P hasta Q a la medida de PQ 
con el signo que corresponda a su sentido, y suponemos ente¬ 
ras las abscisas positivas p < q, el segmento OQ contiene q 
unidades y solamente p unidades el OP; luego la medida de 
PQ es q — p > 0, mientras la de QP es p — q < 0. Es claro 
que esta fórmula subsiste si las abscisas son fraccionarias, pues 
medir no es sino contar las unidades OU'e=OTJ/íi; y sola¬ 
mente faltan considerar las diversas posiciones posibles de P 
y Q (§ 4-3) y la generalización para abscisas irracionales. 
Llamando brevemente vector a todo segmento ordenado, pode¬ 
mos, pues, formular el 2? teorema fundamental: 

Teor. 2. La medida de un vector de la recia es la abscisa 
del extremo, menos la abscisa del origen. Es decir, a la rela¬ 
ción geométrica PQ = OQ — OP corresponde la relación arit¬ 
mética : med. PQ = q — v. 

De ella deduciremos (§ 4-5) la correspondencia entre las cuatro opera¬ 
ciones aritméticas y geométricas (suma, resta, producto, cociente), que 
recibe el nombre de isomorfismo. 

Notación: Puesto que son dirigidos y ordenados los segmentos que 
habremos de considerar en este curso, es decir, vectores, es innecesario 
todo distintivo especial. Es corriente, sin embargo, en muchos libros, 

agregar una flecha, escribiendo por ejemplo V = AB. Una letra mayús¬ 
cula P representará, pues, en esta obra, indistintamente el punto P o el 
vector OP. De la misma manera, siempre que se escriba AB se entende¬ 
rá el segmento orientado (vector) de origen A y extremo B. 

Cuando excepcionalmente queramos indicar segmentos absolutos, sin 
asignación de orden, escribiremos | AB ¡; notación que a veces indica 
también su medida absoluta 

Corolario. Si M es el punto mecho del segmento AB cu¬ 
yos extremos tienen las abscisas a y b, debe ser b — m = 
= m — a de donde m=$(a+b). Es decir: la abscisa del 
punto medio de un segmento es la media aritmética de las abs¬ 
cisas de sus extremos. 

4. Transformación de abscisas. — Hemos visto que fijados 
el punto origen O y el punto unidad U, para cada punto de la 
recta quedaba bien determinada su abscisa; y, recíprocamente, 
que cada número real es abscisa de un punto único de la recta. 
Los dos puntos O, U que permiten establecer esta correspon- 
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üencia biunívoca entre puntos y abscisas se dice que constitu¬ 
yen un sistema de abscisas (o de coordenadas) sobre la recta, 
ndicaremos este sistema, abreviadamente, por (O, U). 

Se plantea de manera natural el problema: si se sustituyen 
los puntos O, U por otros O', U\ ¿cómo se transformarán las 
abscisas de los puntos de la recta? Es decir, si un punto gene¬ 
ral X tiene la abscisa x en el sistema (O, U), ¿cuál será su 
abscisa x ' en el sistema (O', U') ? 

a) El caso más importante en las aplicaciones es aquel en 
que la unidad de medida no se cambia, ni se cambia la orien¬ 
tación de la recta, lo cual equivale a suponer que se cumple la 
condición OU = Ó'U'. 

La solución resulta inmediatamente del Teor. 2, pues al 
cambiar el origen O por el O' de abscisa a, la nueva abscisa 
x’ del punto X de abscisa x, es 

[1] x' = med. O'X = x — a o bien x — x' + a. 

Ésta es la fórmula del cambio de coordenadas sobre la rec¬ 
ta para el caso de conservarse la orientación y la unidad de 
medida. Es decir: la abscisa de un punto en el nuevo sistema 
es igual a la correspondiente en el sistema primitivo, menos la 
abscisa del nuevo origen respecto del sistema primitivo. 

Por ejemplo, si la abscisa del punto X es x = — 3 y tras¬ 
ladamos el origen de coordenadas al punto O' de abscisa a = 
= — 4, la nueva abscisa de X será x' = — 3—(—4)=1. 

b) Caso general. Consideremos ahora el caso en que se cambia tam¬ 
bién la unidad de medida, o sea, se pasa del sistema (0,U) a otro gene¬ 
ral ÍO'.U'). , 

La nueva unidad de medida será U' IJ . o sea, si b es la abscisa de 
U' y a la de O' (ambas en el sistema (0,U)), será O' U' = b — a. La 
nueva abscisa x de X será, por definición (1), la distancia O X medida 
con la unidad O' U' y con signo -1- o — según que X se encuentre o 
no en la misma semirrecta que U', de las dos en que divide la recta 
el nuevo origen O'. Observando que en el primer caso O' X y O' U' tie¬ 
nen el mismo signo y en el segundo caso tienen signos opuestos, resulta 
que, inclusive en signo será 

r _. , O'X _ r —a 

“ O'U' b — a‘ 

Ésta es la fórmula general del cambio de coordenadas. Si la unidad 
de medida no cambia ni tampoco la orientación, es b — a = 1 y esta 
fórmula coincide con la [1] de antes. 

De la fórmula PQ = q — p (Teor. 2), es fácil obtener otras relacio¬ 
nes importantes entre segmentos orientados de una misma recta. Las 
más importantes son: 

1») Relación de Chasles. Dados tres puntos A, B, C, sobre una rec¬ 
ta, se verifica siempre que 

[3‘J AB + BC 4 CA = U 

En efecto, basta poner AB — b — a, BC = c — b, CA — a — c, y 
comprobar que la relación se satisface. 
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2^) Esta relación se generaliza al caso de n puntos Ai, A», ....A», 
tomando la forma 

[4] Ai A; + As Ai + As Ai -f- ... -i- A„-i A„ + A a A t = 0 

como resulta inmediatamente al sustituir cada segmento por la diferencia 
entre las abscisas de sus extremos. 

3^) Relación de Eulcr. Dados 4 puntos A, B, C, D, sobre una recta, 
existe la relación 

[5] AB . CD + AC . DB + AD . BC =0 

Para demostrarlo basta, igual que antes, sustituir cada segmento por 
la diferencia entre las abscisas de sus extremos y verificar las operaciones 
indicadas. 

4?) Relación de Stewart. 

AB . CW + BC . AM ! + CA . BM S + AB . BC . CA = 0 
que se demuestra de igual manera. 

§ 2. Haces de rectas 

1. Haces de rectas: medidas angulares. — Se llama haz de 
rectas, al conjunto de todas las rectas de un plano que pasan 
por un punto fijo O, llamado centro o vértice del haz. 

Para determinar cada recta del haz hay que definir en él 
un sistema de abscisas angulares. Para ello conviene recordar 
algunas nociones elementales. 

Suponemos conocidos los conceptos de ángulo de dos rectas 
y las operaciones de suma y diferencia. La medición directa 
de ángulos suele hacerse adoptando como unidad el ángulo rec¬ 
to, o bien el grado (sexagesimal o centesimal, menos usado) 
que es una parte alícuota. La medida se expresa indicando la 
unidad con las abreviaturas R (ángulo recto), ° (grado sexa¬ 
gesimal), g (grado centesimal). Así, por ejemplo: 

iR = 45° = 50 g. 

La medición usual en Análisis, que usaremos frecuentemen¬ 
te en este libro, es indirecta y se llama radial ; adopta como 
medida a de cada ángulo la longitud de cualquier arco cen¬ 
tral subtendido por el ángulo, medida con su propio radio, es 
decir 

[1] medida radial a = 

longitud del radio 

Así, pues, la medida radial del ángulo llano es ;r, porque 
ésta es la longitud de la semicircunferencia medida con el ra¬ 
dio; y el ángulo recto tiene la medida radial .-r/2. Son éstas 
las medidas que usaremos casi exclusivamente en este curso, 
insistiendo siempre en que estos números son abstractos, como 
razones de longitudes, lo mismo que los senos, cosenos, ere. 
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Nota 1. Salta a la vista aue esta medida es un nihuero abstracto, 
independiente del radio adoptado, por ser proporcionales los ángulos cen¬ 
trales a sus respectivos radios. És, pues, una medida análoga a las me¬ 
didas goniométrieas, pues también el seno, coseno, etc., es una razón de 
dos longitudes y por tanto un número abstracto. La diferencia estriba en 
que la medida radial cumple la condición de ser proporcional al ángulo, y 
las goniométrieas no. Unas y otras pueden adoptarse como abscisas en el 
haz, pero solamente las anteriores son ynedidas, en sentido estricto. 

2. Suele decirse frecuentemente, que en la medida radial, la unidad 
de medida es el ángulo llamado radiante (incorrectamente suele usarse la 
palabra radian del inglés radiant) , cuya longitud es igual a su radio y 
cuya medida es algo inferior a 60°, puesto que éste tiene la cnerda igual 
al'radio. Exactamente, puesto que la longitud de la semicircunferencia 
es .-tr, o sea su medida radial es a, resulta como amplitud del radiante, 
en grados sexagesimales 

[2] —— = 57° 17' 44" ... 

Es muy cierto que la medida radial de este ángulo es 1: pero no que 
se utilice como unidad de medida para los ángulos, y toda la Geometría 
y sus aplicaciones pueden desarrollarse sin usar ni mencionar este ángulo, 
que además de innecesario es peligroso por inducir a error. Así por ej. 
en la expresión importante: sen x ~ x, si el lector supone a* expresado 
en radiantes, resulta el absurdo de ser un número abstracto igual a un 
ángulo. 

La única razón que indujo a introducir ese ángulo innecesario, fue 
la de tener un modelo de unidad de ángulos; pero lo mismo acontece en 
todas las magnitudes cuya medida no es directa; por eso carecemos de 
patrones para los momentos, velocidades, energías, ... El caso del ángu¬ 
lo es singular, para él disponemos de unidad natural (el ángulo recto) 
pero su medición más útil, que es la radial, por estar inseparablemente 
unida de la circunferencia, es indirecta y por tanto no interesa cuál sea 
el ángulo cuya medida es 1, de igual modo que en las pesadas con una 
báscula, no interesa cuál sea el peso que corresponde a cada centímetro 
de escala. 4 

2. Abscisas en el haz. — Alrededor de un punto fijo O (fig. 
1) del plano hay dos sentidos de rotación: el sentido directo o 
positivo, que es el contrario al de las agujas de un reloj, y el 
sentido inverso o negativo, que es el de las agujas de un reloj. 

Sea o una recta del haz, de centro O, que tomamos como 
recta origen. Toda recta a del 
haz puede determinarse por ei 
ángulo a que forma con o, me¬ 
dido en sentido directo desde o 
hasta «. Este ángulo se llama 
abscisa angular de la recta a. 

La abscisa angular de una 
recta queda determinada salvo 
un múltiplo de .-r. Es decir, a la 
recta a corresponden todas las 
abscisas a, a-f-n, a-j-2T, ... 

Si convenimos en tomar los 



Kiir. -.. 
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ángulos negativos en sentido inverso a partir de o, a la mis¬ 
ma recta corresponden también las abscisas a — .-t, a — 2rc, ... 
De una manera general, si una recta a forma con la recta ori¬ 
gen o un ángulo positivo a < jt, medido en sentido directo de 
o basta a, todas las abscisas angulares de la forma 

[3] (og) = a -f nx, 

donde n indica un múltiplo positivo o negativo de -r, corres¬ 
ponden a la misma recta. 

En general, de todas estas abscisas se tomará siempre aque¬ 
lla comprendida en 0 y n, o sea la que cumpla la condición 
0 < a < x 

Dadas dos rectas a, b del mismo haz de centro O, repre¬ 
sentaremos por ( ab ) al ángulo que debe girar la primera a, 
en sentido directo, para superponerla con la segunda b. Na¬ 
turalmente este ángulo queda sólo determinado salvo un múl¬ 
tiplo de x Si se consideran tres rectas a, b, c del haz, al gi¬ 
rar en sentido directo, primero de a a ó, después de b a c 
y luego de c a a, habremos girado un múltiplo de x Vale 
por tanto, la siguiente relación (análoga a la llamada relación 
de Chaslesj 

(ab) + (be) -f ( ca) = nx 

Por la misma razón, si dadas dos rectas b, c se gira pri¬ 
mero de b a c y luego de c a h. se habrá girado todo un 
múltiplo de jt, o sea, 

(be) -f ( cb) = mx 

es decir 

[5] (cb) = mn — (be). 

Apliquemos [4] al caso de ser c la recta origen o. Será 
t 6 ] (ab) + ( bo) + ( oa ) = wx 

Según [5] es (bo) = ma — ( ob ) y por tanto de [6] se de- 

duiA; 

t 7 -! (ab) = (ob) — (oa) + k :c 

siendo k el número entero, positivo o negativo, n — m. Esta 
fórmula nos da el ángulo de dos rectas en función de sus abs¬ 
cisas angulares. 

Ejercicio. Dadas las abscisas angulares (oa), (ob) de dos rectas 
a, b y hallar las abscisas de las rectas bisectrices del par a, b. 

según°[7]^ n: ^ C eS Una recta bisectriz, debe ser (ac) = (cb) o sea, 

, , , ( oc ) — (oa) = (ob) — (oc) -f kn 

ele donde 

(oc) = h [(oa) 4 (ob) 4 kn] 
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Al dividir por 2 un múltiplo de .-r. el cociente puede ser, o bien otro 
múltiplo de rr. o bien n/2 más un múltiplo de rt, de manera que resul¬ 
tan dos bisectrices cuyas abscisas angulares respectivas son 

(oc) = h [(oa) 4 (ob) ] 4 kx , (oc) = i [(oa) 4 (ob)] 4*^-4 k si 

que corresponden a las llamadas bisectrices interior y exterior del ángulo 
de las dos rectas a. b. 

3. Haces de rayos o de rectas orientadas. — Se llama haz 
de rayos, al conjunto de las semirrectas del plano que tienen 
un mismo origen fijo O, llamado centro del haz. Cada semi¬ 
rrecta se llama también un rayo del haz. 

Las abscisas angulares de los rayos de un haz se definen 
exactamente igual que en el caso de los haces de rectas, con 
sólo tener en cuenta que las abscisas a y a -j- n que antes co¬ 
rrespondían a la misma recta, ahora corresponden a dos ra¬ 
yos distintos, llamados rayos opuestos. Para que correspondan 
a un mismo rayo, las abscisas deben diferir en un múltiplo, 
positivo o negativo, de 2x 

Las relaciones [5], [6] y [7] del número anterior valen 
igualmente con sólo sustituir los múltiplos de % por múltiplos 
de 2x Es decir, se tiene ahora 

(cb) = 2/c.t — (be) 

[ 8 ] 

(ab) = ( ob) — (oa) 4- 2/fic 

donde k es un entero positivo o negativo. 

En vez de habiar de semirrectas de origen O, es equivalente 
hablar de recias orientadas que pasan por O. En efecto, a cada 
semirrecta o rayo corresponde la recta orientada que lo con¬ 
tiene con la orientac ón definida por ser la semirrecta la parte 
positiva de la recta. Recíprocamente, a toda recta orientada, 
corresponde su semirrecta positiva. Por consiguiente: existe 
correspondencia biunívoca entre haces de rayos y haces de 
rectas orientadas. 


§ 3. Razones simples y cuaternas armónicas 

1. Abscisas homogéneas y punto impropio. — La matemá¬ 
tica propende a la sencillez mediante la ampliación de sus con¬ 
ceptos, que permite incluir casos diversos en un enunciado ge¬ 
neral exento de excepciones. La relación perspectiva entre un 
haz de rectas y su sección por una recta r tiene una excep¬ 
ción: al rayo paralelo no corresponde ningún punto en r y 
para evitar esta excepción se ideó el punto impropio o punto 
del infinito de la recta. 
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Parecería natural, considerando la recta como ampliación 
de un segmento por ambos extremos, admitir dos puntos im- 
pi opios, uno de abscisa oc, y otro — cc ; pero en la geo¬ 
metría euclidiana hay una sola recta del haz que es paralela a 
r; y para conservar la correspondencia biunívoca entre serie 
y haz, es preciso completar la serie de puntos propios con un 
solo punto impropio, al cual le hacemos corresponder la única 
recta no secante, es decir, paralela a r. 

El punto impropio es, pues, común a todas las rectas para¬ 
lelas y se prefiere esta frase “punto común” en lugar de “di¬ 
rección común” para poder enunciar sin excepciones: Dos rec¬ 
tas cualesquiera del plano tienen un punto común y sólo uno. 

El lector que haya leído alguna geometría proyectiva sin¬ 
tética, es decir, desarrollada sin auxilio del álgebra, ha podido 
admirar la sencillez y generalidad de sus teoremas, gracias a 
la introducción de elementos impropios; pero ésta viene a rom¬ 
per el isomorfismo que en (§ 1 ) habíamos introducido entre la 
serie de puntos y el campo de los números reales. ¿Qué abs¬ 
cisa atribuir al punto impropio? Se pensará que el símbolo co. 
pero co no es un número, ni obedece a las leyes de los núme¬ 
ros ; y si bien se usa frecuentemente como símbolo para desig¬ 
nar un punto que carece de abscisa (por ej., en el número [3] 
de este § 3) no es abscisa propiamente tal, pues la única ope- 
í ación aritmética que admite es el paso al límite. 

Cabría evitar el infinito, como se hace en Análisis, adop¬ 
tando como abscisa í/x en lugar de x (coordenada plücke- 
riana), pero entonces aparece el infinito en el origen. Se re¬ 
solvió el problema introduciendo para representar cada punto 
un par de números (x, t) o cualquier otro par proporcional 
a el (no nulos los dos) considerándolos equivalentes, y cu va 
razón x/t es la abscisa ordinaria o absoluta. Así, por ejem¬ 
plo, el punto de abscisa —2 estará representado por cual¬ 
quier par (—2 t.,t) con la condición t=£ 0; y el par (1 0) 
o cualquier otro proporcional (a,0) siendo a 0, representa 
el punto impropio. 

Se establece así la siguiente definición: 

Se llaman abscisas homogéneas de un punto propio cuya 
aoscisa ordinaria sea x, a cualquier par de números cima ra- 
zon sea x. Las abscisas homogéneas del punto impropio son 
U, U) siendo a cualquier número distinto de cero. 

Recíprocamente, dos números cualesquiera (a, b) dados en 
in cierto orden, pueden considerarse como abscisas homogé¬ 
neas de un punto cuya abscisa ordinaria sea a/b si b^O. Si 

J ^ °- el vunto correspondiente es el impropio de la 
CiCi. Al par a = 0, b = 0, no corresponde ningún punto. 

nnrt^t abSC1S i aS . homo £ éneas de un Punto de abscisa x serán, 

P tanto, cualquier par de la torma (xt, t) ; en general se toma 
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t — 1 de manera que basta poner (z, 1) para tener las absci¬ 
sas homogéneas del punto x, si éste es propio. 

Ejercicios: 1. Hallar las abscisas homogéneas de los puntos A(0), 
B(— 1 ), C(2). Solución: A(0,1), B(—1,1), C(2,l). 

2. Hallar las abscisas ordinarias de los puntos cuyas abscisas homo¬ 
géneas son A(—3,2), B(l,— 4), C (2, 0). Solución: A(—3/2), B(—1/4), 
C no tiene abscisa ordinaria, pues es el punto impropio o del infinito de 
la recta. 

3. Hallar la distancia entre los puntos cuyas abscisas homogéneas 
son A(—2,1), B(3,2). Solución: hay que pasar a abscisas ordinarias y 
luego restar, o sea, AB = 3/2 — (—2)= 7/2. 


Kazon simple de tres puntos, 


uw. i. uaaos tres pun¬ 


tos A, B, C sobre una recta, se llama razón simple de la terna 
A, B, C y se representa por (ABC), al cociente de vectores: 


[ 1 ] 


(ABC) = . 


La razón simple depende del orden en que se consideren 
los tres puntos; así, se tiene 


[ 2 ] 


(BCA)= 


BA 
CA * 


ÍCAB) = 


CB 

AB 


En función de las abscisas a, b, c de los tres puntos A, B, 
C, la razón simple se expresa según § 1, Teor. 2: 


[3] 


(ABC*) = 


6 * 


Consideremos dos puntos fijos y distintos A, B y un punto 
variable X. Supongamos que A sea anterior a B, o sea, a < b. 
En la razón simple 


[4] 


o = (ABX) 


AX 

BX 


se observa que si X es interior al segmento AB, el numera¬ 
dor x — a es positivo y el denominador BX = x — b es nega¬ 
tivo, con lo cual o resulta negativo. En cambio, si X es exterior 
al segmento AB, numerador y denominador son del mismo sig¬ 
no y por tanto o es positivo. En consecuencia: la razón simple 
(ABX) entre dos puntos fijos A, B y un punto variable X es 
positiva si X es exterior al segmento AB y es negativa si es 
interior. 

El interés geométrico de la razón simple radica en que se 
conserva en toda semejanza, como salta a la vista, en las figu- 
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ras que representan una proyección central sobre rectas para¬ 
lelas y una proyección paralela sobre rectas oblicuas. 


Fie. 2 . 




3. Las razones simples como abscisas. — Analicemos un 
poco más la variación de la razón simple [4]. Ella tiene un 
valor bien determinado para todo punto X distinto de B. Re¬ 
cíprocamente, dado un valor o de la razón simple (ABX), 
queda determinada la abscisa x del punto X, siempre que sea 
Q^=l, puesto que de [4] se deduce. 



gb — a _ a — gb 

Q — 1 ~ ‘ 1 — Ó ‘ 


Vemos pues que entre los valores de q y los puntos X hay 
una correspondencia biunívoca si se exceptúan el punto B por 
un lado y el valor q == 1 por el otro. Al punto B(x = b) no 
corresponde ningún número, pero le asignaremos el símbolo 
oo, porque o tiende a + oo o bien a — co según que X tienda 
a B por el exterior del segmento AB o por el interior del 
mismo (puesto que ya hemos visto que en el primer caso q 
es positivo y en el segundo negativo). Análogamente al valor 
o = 1 no corresponde ningún punto, pero al tender q -» 1 re¬ 
sulta para las abscisas a;-»—oo, o bien x -i- oo según las 
dos maneras, creciendo o decreciendo, con que puede tender q 
al número 1. Esta doble falta de biunivocidad se salva con la 


introducción del punto impropio, o sea admitiendo que las abs¬ 
cisas =fc co corresponden a un mismo punto Q de la recta 
(punto del infinito de la misma) y que el símbolo o = oo re¬ 
presenta un número real, que es la razón simple para el 
punto B. 


Q A M B q 

H-!-4--f--- 

1 > o > -i -®l® > —- ] 

Fig 3. 


Lograda con este doble convenio la correspondencia biuní¬ 
voca entre puntos y razones o, salta a la vista (fig. 3) que es 
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ordenada decreciente, escribiendo las expresiones [5] o bien 
[4] de la siguiente manera: 



La continuidad tiene el punto excepcional B y el valor ex¬ 
cepcional 1, pero ambas se salvan con esta definición: 


Entorno del punto impropio es todo par de semirrectas : 
X ant P, X post Q. Entorno del número oo es el conjunto 
x < p, x > q. Así resulta que se corresponden los entornos 
de B y de co y los entornos del punto Z„ y del número 1. 


Con estos convenios resulta: la correspondencia entre los 
puntos y sus abscisas o es biunívoca y bicontinua sin excepción. 


Estas propiedades justifican el nombre de abscisa que he¬ 
mos dado al número o correspondiente a cada punto X, pues 
obedece a la propiedad esencial de las abscisas de distancias, 
o sea: correspondencia biunívoca y ordenada con los puntos y 
por consecuencia la continuidad directa e inversa. 


Construcciones geométricas. — La formula [5] resuelve analítica¬ 
mente el problema de hallar el punto X cuya razón de distancia AX/BX 
a dos puntos fijos A, B, tiene el valor dado o. 

El mismo problema se resuelve geométricamente de manera simple 
(fig. 4). Basta trazar por los puntos A y B nos rectas paralelas cuales¬ 
quiera y tomar sobre ellas los segmentos AH = q, BE=1, en el mismo 



F¡ z . 4. 



sentido si o es positivo y en sentido contrario si es negativo. Pin ambos 
casos la recta HE cortará a la dada en el punto X buscado. 

En efecto, por semejanza de triángulos se tiene, en valor absoluto, 
en los dos casos AX/BX = AH/BE = c>. En cuanto al signo, la construc¬ 
ción está de acuerdo con lo dicho, de que si X es exterior al segmento 
AB, o es positivo, y si X es interior a! segmento AB, o es negativo. 

Observemos que si q= 1, la recta HE resulta paralela a la recta 
AB y por tanto X es ei punto del infinito o punto impropio de la recta. 
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Representando las abscisas de cada punto con la misma le¬ 
tra minúscula, debe ser, según Def. 2. 


[ 8 ] 

de donde se deduce 
[9] s 


x — a _ c — a 
x — b c — b 

(c —- bH +_(c-~ a)_b 
(c — a) +(c — b)~- 


Esta expresión se puede escribir en la forma 



y si se toma C como origen de coordenadas, o sea c = 0, re¬ 
sulta 



que nos dice que, en este caso, x es la media armónica entre a 
y b\ 


5. Propiedades de las cuaternas armónicas. — a) El pro¬ 
ducto de las distancias del punto medio de un segmento a dos 
puntos conjugados armónicos respecto de los extremos del mis¬ 
mo, es igual al cuadraao ae la mitad del segmento. 

En efecto, tomando el punto medio del segmento como ori¬ 
gen de coordenadas, las abscisas de sus extremos serán, por 
ejemplo, a y —a. Si c, d son dos puntos conjugados armóni¬ 
cos respecto de estos extremos, .según [9] donde se haga a = a, 
b = — a > c = c, x = d, resulta d = a-/c, de donde 

[1TI a- = cd 

como se quería demostrar. 

Recíprocamente, si se cumple [11], los pares de puntos 
a, —a y c,d forman una cuaterna armónica. Basta, en efec¬ 
to, comprobar que se cumple la relación [8] con x = — a. 

Puesto que a 2 es siempre positivo, de [11] se deduce que 
oye deben ser del mismo signo; por tanto: 

b) Los puntos de un par de conjugados armónicos res¬ 
pecto de los extremos de un segmento, están los dos de un mis¬ 
mo lado respecto del punto medio del segmento. 

Otra consecuencia de [11] es 

c) Dos pares de pinitos conjugados armónicos de un mismo par no 
se separan entre sí. 

En efecto, si c : , cf, son el segundo par, deberá ser cd = cidi. 

c y Cl son de distinto signo, y por tanto d, d l también, los pares 

otros &^ C a ér h e ^lJZ la a . ritméfic 5- un número * se llama la media armónica entre 

dos a. b precisamente cuando se cumple la relación [1GJ. 


16 


ESPACIOS UNIDIMENSIONALES. SERIES Y HACES 


§ 3 -6 


S"SSSt «SJSffVí pír a dado dÍ S Í " f0 , Ia<1 ° “ 

no (supongamos positivo) P y es poí ejemplo c 2 e J°d í? i n,, ? mo 
cd — c¡ d, se deduce c < cd/d, < d v < •' 5 d Ia maldad 

por tanto d, es también^inteidor' al IgZntTcT'^ * <**>«* 
, d ) Dados dos pares de puntos ahur,} 

si, existe siempre un par de puntos’ coniuaados *® ** separan entre 
ambos (fig. 5). ' os conjugados armónicos respecto de 


X-Á 


x (2=0 c X+Á 


Fie. 6. 


coordenadas coincidante < eon < eí puSto a cSn^lo¿ t T emo . s el 01! 8 en ™ 
es el punto medio del par de «untos Cu f l sera ° = °- Si a: 

tos serán de la forma x + ) P x ~) hfiSrifn ' n n a ?K ,Sas de estos pun ‘ 
igualdades l s = xa.xb = xc . xd } 0 sea, deben veriflcarse la s 


[ 12 ] 

de donde 


>. 3 _ x(x — b) = (x~c)(x — d) 


[13] 


X = 


_ c d 

d 4 c — b 


Con este valor *, la primera igualdad | 1 Z 1 na 


á e ( h — c) (6 — ,/) 


;. 8 = - 


(d + c — b) 


positivo y por tanto^resulta 1 ^-eaf “¿on f I e ® run , d ° ™ ie . mbro es siempre 

.V el valor de a- dado por [13] se tiene el nlr / de \ así encontlad ° 

que, por cumplirse [ 11 ] v setún el recinrL^ ^ 6 ? Untos x + X ‘ x ~ X 
mente a los dos pares a, b y c, d. reu P roco de a ), separa armónica- 

¡“F 55 * "í Í“ — 

S.TS 1 r Ias bisect " ¡ces inter¡ °" y 

pu«„ s conjUKa , ios arminicos rMP e^ io d e Xs“ rtLi, ad dVS°. m dos 


a» ¡rétíiSSr 5 -—- 


[14] ^ 


A* . B* ... L L 


M“. N*... p 


r (a+P + = n + v -f ... + ^ 


como se indica en los Ejercicios. 

cas ^1° a ,/ ? S^-TF C ° mPáS “ constru >' ei ' ™cdias geométri- 

’ A B ’ y median te el teorema de Pitágoras 
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esta expresión y la V A ' + B-. Por reiteración se construyen 
los segmentos 

\/A-±:~B- -~ .V± L- ó bien y A'A" ± B'B"± ... ± L'L". 

Para el primero basta aplicar la construcción pitagórica; 
y para el segundo basta ir calculando b media proporcional 
de cada dos factores A'A", B'B", .... lo que equivale a trans¬ 
formar rectángulos en cuadrados equivalentes. 

Obsérvase en todas estas expresiones construidas por Eucli- 
des, cuyo tipo más general se reduce al [14], que todas son de 
ler. grado, es decir, representan segmentos. Una expresión de 
2 9 grado como 

AB , P\/QR , y'AB (C 2 + D-j, ... 

representa un área y su forma típica es AB; y finalmente 
(aquí termina el alcance del método) ABC y sus equivalentes 
representan volúmenes. 

La idea nueva de Descartes es la de construir expresiones 
de grado cualquiera, entero o fraccionario, liberándose de la 
estricta limitación n= 1, 2, 3, gracias al sencillo artificio 
de la introducción de un segmento unidad, U, que permite re¬ 
presentar cualquier expresión, homogénea o no, por un solo 
segmento. 



Salta a la vista que por complicada que sea la expresión racional o 
irracional, se transforma en segmento mediante la construcción de me¬ 
dias y cuartas proporcionales, gracias al artificio de !a introducción del 
segmento U. Pero también es obvio, que el resultado depende de ese seg¬ 
mento elegido, excepto en el caso de homogeneidad de grado cero, enton¬ 
ces la expresión representa un número abstracto y éste mismo representa 
el segmento construido, si se mide con la unidad elegida U. 

En resumen: pese al valor de esta generalización de Descartes, las 
construcciones de segmentos, áreas y volúmenes tienen importancia excep¬ 
cional por su significado intrínseco, independiente cíe toda unidad arbi¬ 
traria. 
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Ejercicios 


«4-1 


1. Construcciones con regía y escuadra . 

Dados arbitrariamente los segmentos A, B, C, D, ..., construir con 
regla y escuadra (sin compás, usando la regla como transportador de 
segmentos) las expresiones 


* AB 
a) -<r 


b) 


ABC 


c) 


A=B 


DE ' EF 

2. Construir con regla y compás. 

U B" 


A "R 1 

d) '^c?“(^ + H = 7>+ 1 ) 


a) 

JA(B , + C) 

b) \l 


y n 


c) 

V(A 9 4-B*) c 

d) 


/A 4* V B' 


3. 

Construcción de 

expresio) 


A \ r B 2 — CD 


V PQ 


a) A + V B — V C 

1 


b) A — 


c) y A — V B 


B — 


C 


En los ejemplos resueltos en el texto anterior se ve el camino para 
la resolución de éstos y otros problemas. 


§ 4. Complementos sobre la Geometría de la recta 

1. Vectores sobre un eje y traslaciones. — En geometría métrica se 
determina un segmento enunciando en cualquier orden sus puntos extre¬ 
mos; y se escribe PQ = QP, porque hay un movimiento del plano sobre 
sí mismo, que saca la recta de su posición para llevarla sobre si misma 
después de girar, permutando los puntos P y Q; pero si consideramos la 
recta como un espacio autónomo, los únicos movimientos sobre sí misma 
se llaman traslaciones y cada una está definida dando un solo punto A 
(origen) y su transformado A' (extremo); todos los demás segmentos 
análogos quedan así determinados y se consideran iguales, escribiendo 
AA' = BB' = CC' = mientras que los A'A = B' B = C'C = . .., 
son desiguales de aquéllos y se llaman sus inversos, así como la trasla¬ 
ción que definen se llama inversa de la anterior. 

Un segmento PQ representante de la traslación que transforma P 
en Q se llama vector de origen P y extremo Q. Todo vector AB cuyo 
extremo B es el homólogo del origen A en la misma traslación, se llama 
igual al PQ. Esta relación tiene evidentemente las propiedades idénticu, 
recíproca y transitiva, características de la igualdad abstracta* y el vec¬ 
tor, es decir, el ente abstracto que define esta igualdad, equivale a la 
traslación. 

Veamos ahora que los vectores de una recta quedan clasificados en 


1 Sobre la igualdad abstracta y la generación de magnitudes por abstracción, véase 
Ruy Pastor, Curso Cíclico, vol. I, Cap. I. En Cap. II estudiaremos ampliamente los vec¬ 
tores de E2, E.% ...» considerando cada segmento ordenado como representante concreto del 
vector abstracto, definido por la operación lógica llamada abstracción de la familia de 
vectores iguales ; de igual modo que cada objeto blanco es un representante concreto de la 
blancura, que es concepto abstracto. 
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dos clases, unos positivos y otros negativos, si ordenamos la recta, asig¬ 
nándole dos sentidos. 

Recordemos (§ 1, Def. 1), que elegido en la recta r un punto O, lla¬ 
mado origen; y otro punto Ú, llamado unidad , queda determinada la se¬ 
mirrecta positiva : es la de origen O, que contiene U. Si PQ es un seg¬ 
mento de r, es decir, la intersección de una semirrecta de origen P y 
una de origen Q, hay una de ellas acorde con la semirrecta positiva; si 
es la de origen P, diremos que el vector PQ es positivo; -si la semirrecta 
positiva es la de origen Q, diremos que el vector QP es positivo, y nega¬ 
tivo el PQ. 

Son equivalentes las locuciones: PQ es positivo; el sentido PQ es 
positivo; la semirrecta P+ (positiva de origen P) contiene a Q. Tam¬ 
bién se expresa la misma relación diciendo: P es anterior a Q, siendo 
legítimo el uso de esta palabra, que indica orden, porque verifica la pro¬ 
piedad esencial de toda ordenación: “Si P es anterior a Q, y Q anterior 
a R, es P anterior a R”\ 

Una recta r provista de origen O y punto unidad U es, pues, un 
conjunto ordenado; y brevemente se llamará eje . 

Nota. Suele definirse el vector como “segmento dirigido” o como 
“segmento de extremos ordenados”, es decir, hay un primero, llamado 
origen, reservando el nombre de extremo para el otro. Pero esta orde¬ 
nación de extremos implica la ordenación de todos sus puntos, es decir, 
en todo vector AB, entre dos cualquiera PQ de sus puntos queda esta¬ 
blecida la ordenación acorde con la de A y B. 

2. Adición y sustracción de vectores.— Recordemos (§ 1-2) que los 
vectores PQ = MN se dicen iguales cuando los segmentos son congruentes 
(relación que expresaremos ! PQ! = |MN| y también por tanto = |NM| 
y además son acordes (del mismo signo o sentido). 

La suma de dos vectores V -f W se define así: a partir de un ori¬ 
gen A se construye el vector AB = V; a partir del origen B se construye 
BC = W. Por definición se toma V + W = AC; o sea AB + BC = AC, 
que equivale a esta otra, frecuentemente llamada igualdad de Chasles : 

[1] AB + BC + CA = 0. 

Si se trata de n vectores consecutivos A 1 A 2 , A 2 An, ..., A n -i A„, la 
suma se define por Ai A? + A 2 A 3 + ... 4- A n -iA n = Ai A n , que equi¬ 
vale a la relación 

[2] AiA 2 + A 2 A 3 + ... + A n-i A „ -f A n Ai = 0 
la cual generaliza la anterior [ 1 ], 

Que la suma así definida es uniforme, asociativa y conmutativa (co¬ 
mo la adición numérica) se puede demostrar geométricamente, pero es 
preferible esperar el principio básico de la Geometría Analítica, que sus¬ 
tituye a cada vector su medida, y aplicar entonces las leyes aritméticas. 

Sin embargo, desde ahora podemos formular un resultado importan¬ 
te. Un conjunto se llama grupo 2 cuando en él es siempre posible la adi¬ 
ción entre dos elementes cualesquiera; existe un elemento nulo, y tam¬ 
bién la sustracción es siempre posible. Por tanto: los vectores de una 
recta forman grupo. Es el grupo de las traslaciones sobre la recta. 


1 Los amantes del rigor lógico justificarán así este enunciado: La semirrecta P 4 
(positiva de P) contiene por definición a Q. luego también a Q 4* ; y como por hipótesis 
O 4- contiene a R, también P 4* contiene a R : luego P es anterior a R. Sobre el concepto 
de ordenación (total como es ésta, o bien parcial) véase el libro de Rey Pastor. Elementos 
de la Teoría de Funciones. 

t ' J También se llama yrupo a todo conjunto donde es siempre posible la 'multiplicación 
y división. Tal, es, por ejemplo, el conjunto de todos los números reales, excluido el cero. 
Para evitar confusiones, es preciso declarar respecto de qué operación se considera el gru¬ 
po. (Ejemplo: todos los números reales, incluso el cero, forman grupo aditivo, mientras 
que excluyendo el cero resulta un grupo multiplicativo). 
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3. Escala de abscisas sobre la recta. — a) La escala entera: En 
Aritmética suelen ilustrarse las operaciones de adición y sustracción de 
números enteros, representándolos por puntos de una recta o eje, a par¬ 
tir de un punto O, que se llama origen y representa el número cero ; 
adoptando como unidad de medida un segmento arbitrario OU, el cual 
señala sobre el eje una semirrecta, que llamamos positiva; se construye 
en ella la escala de puntos unidistantes que designamos 1, 2, 3, .... 
mientras en la semirrecta opuesta la escala de puntos unidistantes está 
designada por los números —3, —2, —3, ... El entero x asignado a ca¬ 
da punto X se llama su abscisa , y la sucesión de puntos unidistantes con 
sus abscisas respectivas se llama escala entera. 

Ejemplo 1. En la figura 6 se ha adoptado como positivo , según cos¬ 
tumbre, el sentido de izquierda a derecha. Es decir: el segmento PQ 
es positivo porque P está a la izquierda de Q; también son positivos los 
segmentos MN, NP, OQ, ..., de la figura y negativos los inversos NM, 
PN, QO. 



Fis 6. 


Ejemplo 2. Enumerar todos los segmentos positivos determinados 
por los seis puntos denominados en la figura con letras mayúsculas. 
Nótese que esta denominación sigue el mismo orden que en el abecedario; 
por tanto son positivos los segmentos cuyos extremos están en orden al¬ 
fabético. 

b) La escala racional: Si el vector unidad OU se divide en dos 
iguales, es decir, se adopta como unidad su mitad, la escala de abscisas 
es; 



y análogamente se forman las escalas de amplitudes 


1 1 1 

a'T *Y' 


cu¬ 


yos puntos tienen las abscisas ± v/m (n = 0, 1, 2, 3, vi — 1, 2, 
3, ...). Dos cualesquiera de estas escalas tienen puntos comunes (por 
ejemplo la escala natural está incluida en todas) ; pero se obtienen sin 
repetición todos los puntos de la escala racional formada por los puntos 
de todas ellas, adoptando todas las abscisas del tipo — viví, números que 
son fracciones irreducibles si tomamos n y m primos entre sí. 


Ejemplo 3. La cinta métrica usada por sastres y modistas tiene co¬ 
mo unidad el centímetro y en algunas i cm. Los primeros 10 cm. están 
divididos en 100 partes, es decir, en mm. En la cinta de agrimensor las 
abscisas 1, 2, 3, ..., expresan metros; pero están subdivididos en dm. 
En los aparatos de Física las escalas suelen tener 1 mm. como unidad, 
usando el nonio para la apreciación de sus fracciones. 

c) La escala real — Aunque la escala racional parece agotar los 
puntos de la recta, se sabe desde Pitágoras que hay puntos sin abscisa 
racional. En la figura 7 se han señalado des: la diagonal del cuadrado 
de lado 1 y la semicircunferencia de radio 1 rectificada son segmentos 
inconmensurables con la unidad, que determinan en el eje sendos^ puntos 
sin abscisa racional. Para evitar tales excepciones se idearon símbolos, 
llamados números irracionales definidos por aproximaciones sucesivas, 
cuya teoría general ya conoce el lector y que en estos ejemplos son: 
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1.4 < V 2 < 1,5 
1.41 „ 1,42 

1,414 „ 1.415 


3,1 < * < 3.2 

3,14 „ 3,15 

3,141 „ 3.142 


Q' 


Fin:. 7. 


4. Fundamento y esencia de la Geometría analítica. — Dejando de 
lado la teoría del número irracional, que puede estudiarse en la obra 
varias veces citada, baste señalar estos hechos capitales, que interesan 
para nuestro objeto: 

l 9 ) Solamente gracias a esta ampliación del campo de los números 
reales, queda justificado el principio de la medida enunciado en § 1-2. 

2^) El fundamental Teorema 2 que expresa la medida de un vec¬ 
tor de la recta como diferencia de abscisas, queda generalizado para todo 
caso. Pues la escala racional de unidad 1 ln es una escala natural res¬ 
pecto del segmento unidad OU' = OU/n, y por tanto subsiste la expre¬ 
sión q — p. Pues si las abscisas reducidas a común denominador son 

p = pL q = J _ ay 

n n 

la medida de PQ respecto de la uni- q 
J ad O'U' es el entero q —p', como se 
demostró en § 1-3, Teor. 2: luego con j \ 

la unidad OU resulta q — p. Final- \ 

mente, por la convergencia, que sirve J 

de fundamento a la introducción del 1 J 

número irracional (fig. 7), se genera- _ 1 ^2 77 

liza esta fórmula para abscisas reales ”aV ¡ ~; T7 

cualesquiera. \ ! a 

39) Los postulados implícitos en __S1/ 

que se ha apoyado la deducción del p 

teorema fundamental de la medida, ba- FJ ? 

se de la geometría analítica, son dos: 

Postulado de Arquímedes. Cualquiera que sea el segmento OQ, y 
la unidad OU, existe un número natural m tal que vi . OU > OQ. 

Por esta razón hemos admitido en § 1-2 la acotación mU < AB < 
< (w-j-l)U para todo segmento AB, es decir, la finitud de los seg¬ 
mentos de la recta (no de la recta entera) quedando así excluido de es¬ 
tas magnitudes lineales el infinito actual 

Admitida esta acotación de Arquímedes, se van determinando apro¬ 
ximaciones numéricas sucesivas, es decir, dos sucesiones monótonas con¬ 
vergentes, que definen un número real, medida del segmento. Falta aho¬ 
ra el problema inverso: dado un número real cualquiera, ¿existe en la 
recta un punto que tenga esta abscisa? Asi acontece si se admite, como 
hizo el propio Pitágoras, rectificando su primitiva teoría, el Postulado 
de continuidad de la recta. Toda sucesión de segmentos, cada uno conte¬ 
nido en el anterior, tiene al menos un punto común a todos. 

Es claro que si los segmentos convergen hacia cero, como acontece 
en las aproximaciones racionales de un número irracional, el punto co¬ 
mún a todos les segmentos es único, y éste es precisamente el que co¬ 
rresponde al número real dado, que es su abscisa. La correspondencia 
biunívoca entre puntos y abscisas, fundamento de la geometría analítica, 
resulta, así, como sencilla consecuencia de los dos postulados: y al mis¬ 
mo tiempo se deduce la ordenación de la correspondencia y su continui¬ 
dad en ambos sentidos. 

Nota. Suele destacarse como propiedad esencial de la corresponden¬ 
cia cartesiana entre puntos y números su carácter biunívoco; pero desde 
que Cantor demostró la posibilidad de establecer correspondencias biuní- 
vocas entre segmentos, rectas, y dominios de cualquier número de di¬ 
mensiones, se ha visto que el significado de tales coordinaciones es me- 
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ramente de aritmética cardinal y carece de valor geométrico; mayor va¬ 
lor que esta correspondencia aritmética tiene la ordenación, que sumada 
a la biunivocidad, implica la bicontinuidad: y ambas conjuntamente 
constituyen la j-elación importantísima llamada homeomorfismo: en ella 
reside el paralelismo entre Álgebra y Geometría realizado por Descartes. 
Finalmente, desde el punto de vista algebraico, la conservación de las 
operaciones de adición, sustracción, multiplicación y división, que se ex¬ 
presa con la palabra isomorfmno, carecería de trascendencia si no fuera 
por esta concordancia en que reside la íntima fusión realizada por la sen¬ 
cilla idea cartesiana: el isomorfismo coincide con el homeomorfismo. 


§ 5. Notas y complementos al Capítulo I 

1. Precursores de la Geometría Analítica. La idea esencial de la 
Geometría Analítica no es la representación de los puntos de un espacio 
mediante conjuntos de números, llamados coordenadas; idea muy antigua, 
que no resultó fecunda; sino la representación de los lugares geométricos 

por ecuaciones y el estudio de las figuras susceptibles de tal expresión ^ 

mediante el algoritmo algebraico, que permite establecer una clasificación 
según sea el grado total de la ecuación (número invariante al cambiar 
de ejes) creando así innumerables categorías de curvas y superficies, an¬ 
tes insospechadas, con propiedades interesantes para otros capítulos de la 
Matemática. 

Los antiguos egipcios referían los puntos a dos ejes perpendiculares, 
para la medición de parcelas y la construcción de templos y pirámides. 

Muy posteriormente, Arquímedes utilizó coordenadas, en el siglo —ni, y 
Apolonio dio una expresión métrica característica de cada cónica, que no 
es sino su ecuación. La Geografía de Ptolomeo escrita hacia el siglo n 
es en esencia una tabla de longitudes y latitudes de muchos^ puntos del 
mundo conocido, a las que hoy llamamos “coordenadas geográficas”. 

Otros muchos ejemplos pueden darse; basta aludir a la costumbre ob¬ 
servada en ciertos pueblos vascos que señalan (ignórase desde qué época) 
las bocas de riego de la calle, inscribiendo en la pared más cercana dos 
números, que son sus coordenadas, para poder encontrarlas con urgencia 
en tiempo de nieve. Finalmente, los conquistadores españoles nos revela¬ 
ron en su trazado de ciudades, cuán arraigada estaba en las mentes esa 
idea, que no había de fructificar hasta el siglo xvn. 

La Geometría Analítica no podía nacer hasta que la incipiente Álge¬ 
bra edificase un algoritmo general; pero logrado esto por Vieta a fines 
del siglo xvi, el nuevo instrumento permite a Fermat y Descartes el des¬ 
cubrimiento de este nuevo mundo. Y como tantas veces acontece, los dos 
llegaron por el mismo tiempo, con independencia, porque ya era fatal, 
para hombres de su categoría; mientras que otros muchos matemáticos 
que trabajaron en este campo de las relaciones del Álgebra con la Geo¬ 
metría (Schooten, Sluse Girard, Ghetaldi, ...) posteriores a Vieta, no 
atisbaron el gran tesoro que yacía bajo sus pies. 

2. Creadores de la Geometría Analítica. Ateniéndonos exclusiva¬ 
mente a los documentos escritos, para huir de las conjetúraselas ideas 
de Fermat aparecen claramente en su carta a Roberval de 1636; las de 
Descai*tes aparecen impresas en su famosa Geometría , publicada en Ley- 
den en 1637, como tercer apéndice de su “Discours de la methode”, claro 
indicio del escaso interés que dedicaba a la Matemática pura; disciplina 
“muy abstracta, que no parece tener ningún uso”, en cuyos problemas 
“acostumbran a entretenerse geómetras y calculadores ociosos”. 

De la Geometría y el Álgebra dice: “La primera está siempre tan 
ligada a consideraciones sobre las figuras, que no pueden ejercitar el in¬ 
telecto. sin cansar mucho la imaginación, y en la otra se está tan sujeto 


a ciertas reglas y ciertas letras, que en lugar de ser una ciencia que 
eduaue la mente, se convierte en un arte oscuro y confuso que la turba”. 
Tras este análisis despectivo, se propone (y lo consigue) de la manera 
más brillante, “tomar lo mejor del Análisis Geométrico y del Álgebra, 
corrigiendo los defectos del uno por el otro”. 

Esta síntesis feliz, esta “Matemática universal” se propone “todo 
aquello que pueda preguntarse acerca del orden y de la medida; no im¬ 
portando que las medidas deban buscarse en números, figuras, astros, so¬ 
nidos o cualquier otro objeto”. Tal es, en efecto, la pauta seguida desde 
aquella memorable fecha por la Matemática así unificada. 

La diversa finalidad de la nueva Geometría —metódica para Des¬ 
cartes, técnica para Fermat— explica su diverso desarrollo. El primero 
se limita a tomar segmentos paralelos sobre un eje (son las “lineae or- 
dinatae” de los agrimensores romanos) y ni siquiera da la ecuación de 
la línea recta; en cambio Fermat introduce dos ejes, y desarrolla siste¬ 
máticamente la teoría de la recta y de las cónicas. Esta obra famosa “Ad 
locos planos et solidos isagoge”, de fecha de publicación desconocida, pa¬ 
rece posterior a la Geometría de Descartes: pero es seguro que las ideas 
de ambos autores datan de fecha muy anterior al 1636, que es la ‘‘fecha 
cierta” de la nueva ciencia. 

El calificativo “analítica” procede de la “Analytica” con que Aris¬ 
tóteles designó la Lógica, y de él se deriva el nombre actual “Análisis 
matemático” dado al Álgebra, ampliada con el Cálculo infinitesimal. El 
nombre “coordenadas” de vieja raigambre, como ya queda dicho, fué in¬ 
troducido por Leibniz en 1692. 

Estos iniciadores descuidaron la innovación esencial del sentido o 
signo de las magnitudes geométricas, indispensable para lograr el per¬ 
fecto paralelismo con el Álgebra. La adjudicación del signo * a seg¬ 
mentos, ángulos y recintos, acorde con su medida (puesto que la idea de 
los números negativos, procedente de la India, fué ya introducida en 
Europa por Leonardo de Pisa desde 1202), es muy tardía y parece de¬ 
bida al alemán Móbius, que la introdujo en su fundamental obra “Der 
barycentrische Calciil” el año 1827. La igualdad, § 1, [3], tomada de ella, 
con otras ideas, por Chasles en “Aper$u historique” publicado en 1837, 
suele llevar el nombre de este recopilador. 

Figura descollante en la historia de la Geometría Analítica es el 
alemán Plücker. que en 1832 amplió su horizonte, considerando como 
elementos del espacio rectas o planos, en lugar de puntos, e introdujo el 
cómodo uso de anotaciones abreviadas para las ecuaciones, como hemos 
hecho en el Cap. II. 

3. Los espacios fundamentales. La idea de Plücker fue sistematizada 
por Steiner en 1832, clasificando así las formas fundamentales, es decir 
los tipos de espacios que estudia la Geometría, sea analítica o sintética: 

I. — Espacios de una dimensión: a) Serie de puntos; b) Haz plano 
de rectas; c) Haz de planos. 

Ií. — Espacios de dos dimensiones : a) Plano punteado; b) Plano 
reglado; c) Radiación de rectas; d) Radiación de planos. 

III. — Espacios de tres dimensiones : a) Espacio punteado; b) Es¬ 
pacio de planos. 

Esta clasificación ha dado la pauta para la composición del presente 
libro; y debe agregarse al incompleto esquema de Steiner el espacio re¬ 
glado, según Plücker, cuyos elementos son las rectas del espacio intuitivo, 
que es tridimensional considerado como lugar de puntos, pero cuadricli - 
mensional como lugar de rectas. (V. Cap. X, § 46-2). 

Los autores italianos suelen llamar a los espacios I, II, III, “formas 
de 1?, 2^, 3^ especies”; los españoles, siguiendo a Torroja, que tradujo 
la nomenclatura de Staudt, las llaman “formas de 1^, 2^, 3^ categorías”. 
Preferimos usar la palabra “espacio” ya universal en toda la Matemá¬ 
tica, prefiriendo a las inexpresivas palabras (especie, categoría) la de- 
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nominación del número ele dimensiones, es decir número de coordenadas 
necesarias para determinar cada elemento. 

4 Geometría Métrica y Geometría Analítica. Conviene destacar la 
diferencia esencial entre la Geometría Métrica, que compone los libros 
V y VI de Euclides, bien conocida desde la enseñanza elemental, y la 

Geometría Analítica. , , 

La Geometría Métrica tiene todas las ventajas de la geometría griega 
(visualidad, carácter intrínseco, ingeniosidad) y también sus inconvenien¬ 
tes (falta de generalidad y ausencia de métodos). 

La Geometría Analítica, por el contrario, es metódica y sistemática, 
v al sustituir cada figura por cifras y ecuaciones sometidas a las reglas 
del Algebra, mecaniza el razonamiento ahorrando artificios e ingeniosi¬ 
dades, poniendo la investigación geométrica al alcance de todos. _ 

No sin razón se ha parangonado la invención de esta geometría me¬ 
cánica, con la revolución industrial operada en el mundo por la máquina 
de vapor. Es claro que al democratizar así la Geometría, antes patrimonio 
de unos pocos, ésta pierde el encanto de la agudeza y de la sutil elegan¬ 
cia; pero también dentro de la Geometría Analítica tiene cabida el arti¬ 
ficio ingenioso y el cálculo breve y elegante, que contrasta con el tedioso 
formulismo, lento y ciego, en que incurren quienes aprenden el mecanis¬ 
mo metódico, sin captar su esencia y su espíritu. 


CAPÍTULO II 

GEOMETRÍA DEL PLANO. PUNTOS, RECTAS 

Y VECTORES 

§ 6 . Coordenadas cartesianas y ecuaciones 

ALGEBRAICAS 

1. Sistema de coordenadas cartesianas. — Así como cada 
punto de la recta orientada está determinado por su abscisa 
respecto de un origen O y un vector unitario U, cabe deter¬ 
minar cada punto del plano por un par de números reales x, y, 
llamadas sus coordenadas, si se adopta como sistema de refe¬ 
rencia dos.vectores cualesquiera U y V, del mismo origen, pero 
no alineados; es decir: dos ejes X e Y del mismo origen. 

Def. 1. Se llama sistema de coordenadas cartesianas en el 
plano a todo par de ejes de abscisas, X e Y, de origen común 
O y vectores unitarios cualesquiera U y V. 

Coordenadas cartesianas (a:, y) de cada punto P (fig. 8) del 
plano son las abscisas de las dos proyecciones de P, sobre cada 
eje, paralelamente al otro. La abscisa de la proyección sobre X, 
paralelamente a Y se llama abscisa del punto P y se represen¬ 
ta por x ; la abscisa de la proyección sobre Y, paralelamente al 
eje X, se llama ordenada del punto P y se designa por y. 


* 



Fig. 8. 


Fi*. 9. 
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2G 

Recíprocamente, dados des números reales cualesquiera x e 
y, representan un punto en cada eje, según se ha visto en 
Cap. I, y las paralelas trazadas por ellos a los ejes, se cortan 
en un punto P. El plano queda engendrado así por dos haces 
de rectas paralelas al eje Y o al X respectivamente. 

Por ser biunívoca, como ya se vió, la correspondencia entre 
los números reales y los puntos de cada eje, resulta esta pro¬ 
piedad capital, que distingue a las coordenadas cartesianas de 

otros sistemas. 

Cada 'punto del plano tiene dos coordenadas (x, y), y a 
cada par de coordenadas corresponde un punto y sólo uno. Tal 
correspondencia entre los puntos del plano y los pares de nú¬ 
meros reales, se llama biunívoca. 

Los ejes X e Y dividen al plano en cuatro ángulos o cua¬ 
drantes caracterizados por los signos de las coordenadas, como 
se ve en la figura 9. 

Nota. Las coordenadas arriba definidas difieren algo de las intro- 
elucidas por Descartes, y corresponden más bien a las definidas por Fer- 
mat. En su Géometrie usa Descartes para determinar cada punto, su 
distancia a un eje, medida en dirección prefijada (oblicua o normal) y 
el segmento que la proyección determina con un punto fijado en ese eje. 

Es éste el método que suele seguirse en la práctica, muy especial¬ 
mente usando direcciones perpendiculares, y omitiendo el origen cuando 
queda lejano de la figura representada. Así, para representar la varia¬ 
ción de una magnitud en el tiempo (por ej., producción anual de car¬ 
bón) la gráfica cartesiana es una cierta curva. El papel cuadriculado 
ahorra el trazado de rectas paralelas. I.os dos ejes son innecesarios. 

2. Ecuaciones y lugares geométricos. — Hemos demostra¬ 
do en Cap. I la biunivocidad de la correspondencia entre los 
puntos del plano y las coordenadas cartesianas, propiedad que 
no tienen otros sistemas coordenados \ que oportunamente in¬ 
troduciremos. Dar un par de números es, por tanto, fijar un 
punto en el plano. ¿Qué significado geométrico tendría una 
ecuación f(avf/)=0, donde f (x,y) es un polinomio? Analice¬ 
mos los tipos más sencillos: 

a) Ejes coordenados. La ecuación y = 0 impone al punto 
(x, y) la condición de tener nula la y, pudiendo ser cualquiera 
la a; es decir, satisfacen esa condición todos los puntos del eje 
x; ellos y sólo ellos. Diremos, entonces, que este conjunto o 
lugar geométrico tiene la ecuación y = 0. 

Recuérdese que se llama lugar geométrico al conjunto de 
todos los elementos que cumplan una o varias condiciones pre¬ 
fijadas; es decir, pertenecen al lugar “todos los elementos que 
cumplen tales condiciones y sólo ellos”. 

■ 1 Ejemplos: Polares riel plano, esféricas y cilindricas del espacio; proyectivas (abso- 

lutaB), plückerianas (absolutas) del plano y del espacio. 


Análogamente, la condición x = 0 caracteriza a los puntos 
del eje Y; pues todos ellos y sólo ellos tienen nula la coorde¬ 
nada x. Tenemos, en suma, las dos ecuaciones más sencillas y 
su significación geométrica: 

r 11 y = 0, ecuación del eje X: x = 0, ecuación del eje Y. 

b'' Rectas paralelas a los ejes. Si los puntos A', B' tienen 

igual abscisa c, cualesquiera que sean sus ordenadas, es decir, 
si se deducen de dos puntos cualesquiera A, B del eje Y por 
dos vectores iguales AA' = BB', el cuadrilátero AA'B'B que 
tiene dos lados opuestos iguales y paralelos, es un paralelogra- 
mo 1 ; luego la recta A'B' es paralela a la AB; es decir al eje 

Y; también lo es la B'C' si es CC' = c ; luego, por el postulado 

de Euclides, los tres puntos A'B'C' (y todos los de abscisa 
x = c ) están en una recta paralela al eje Y. 

•• Recíprocamente: si A'B' j | AB, como los segmentos de pa¬ 
ralelas interceptadas entre paralelas son iguales y de igual 
sentido, los puntos A' y B' tienen igual abscisa, y también por 
tanto todos, los de dicha paralela. 

Cumplidas así las dos condiciones del lugar geométrico, lle¬ 
gamos a los dos tipos de ecuaciones, que comprenden a las 

[1] como casos particulares, si convenimos en considerar cada 
recta como paralela a sí misma: 

[2] £ = const; representa una recta paralela al eje Y; 
y = const; representa una recta paralela al eje X. 

c) Bisectrices de los ejes. Por igualdad de triángulos de¬ 
muéstrese que sus ecuaciones son: 

[3] y = x, bisectriz de cuadrantes I y III; 

y = — x, bisectriz de cuadrantes II y IV. 

d) Ecuaciones de primer grado. Veremos en el próximo 
§ 8 que toda recta está expresada por una ecuación de primer 
grado total respecto de x e y, es decir, del tipo ax + by + c — 0, 
mientras que la ecuación de primer grado respecto de cada 
variable x, y, es decir, del tipo axy -f- bx + cy -f d = 0 repre¬ 
senta una curva llamada hipérbola, como veremos en Cap. IV; 
esta ecuación de grado total 2, lo mismo que las que contienen 
términos x- e y 2 , se llaman de 2 9 grado. 

e) Ecuaciones algebraicas en general. La Geometría ana¬ 
lítica estudia las ecuaciones algebraicas, es decir, del tipo 
P = 0, siendo P un polinomio de cualquier grado. En Geome¬ 
tría plana tales ecuaciones algebraicas son del tipo F(x,y)=0, 
y en el espacio tridimensional P (x,y,z)= 0. 

Tales ecuaciones, con más de una incógnita, se llaman in- 


1 Véase cualquier texto de Geometría elemental. Por ejemplo: Biblioteca Didáctica 
de Matemáticas elementales de Rey Pastor - Geometría li. 
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determinadas en Álgebra, porque admiten infinitas soluciones, 
reales o imaginarias; y son precisamente estas ecuaciones inde¬ 
terminadas las que estudia la geometría analítica. Son éstas 
y sólo éstas; pues toda ecuación P(,r)= 0 con una sola incóg¬ 
nita x (por ejemplo x- — x = 0, que tiene solamente dos solu¬ 
ciones x = 0, £ = 1), la cual representaría en el espacio Ei 
un número finito de puntos, en cambio es indeterminada en Ej, 
es decir, en el plano; pues al no figurar la y, ésta puede reci¬ 
bir valores arbitrarios. En el ejemplo x 2 — x = 0, las solucio¬ 
nes son: 

x = 0, y arbitrario (eje Y) ; 
x = 1, y arbitrario (paralela al eje Y). 

3. Ecuaciones reducibles e irreducibles. — La ecuación del 
ejemplo anterior se llama reducible porque el polinomio es 
producto de dos; y toda ecuación algebraica de una variable 
es reducible; pues por el teorema fundamental de Álgebra 1 
todo polinomio P(#)=0 de grado n se descompone en n fac¬ 
tores ( x — x x ), (x — £ 0 ), (a — x„), reales o imaginarios, 
distintos o confundidos; luego la ecuación P(a;)=0 represen¬ 
ta en el plano las rectas paralelas al eje Y: 

x = X\, x = x«, .... x — x „. 

Es claro que a lo sumo habrá n rectas; pero convencionalmente, 
diremos que los pares (x<, y) de abscisa imaginaria fija y ordenada ar¬ 
bitraria representan una “recta imaginaria paralela al eje Y”; y si ade¬ 
más convenimos en contar cada raíz de la ecuación tantas veces como 
indique su orden de multiplicidad, logramos un enunciado sencillo y ge¬ 
neral: 

Si P (x), P(y), son polinomios de grado n, la ecuación P (x) =0 
representa n rectas paralelas al eje Y; y la P (y) = 0 representa n 
rectas paralelas al eje X; rectas que pueden ser reales o imaginarias, 
distintas o confundidas. 

Pasando ahora al caso general, más importante, la ecua¬ 
ción algebraica F(x,y)=Q se llama reducible, cuando el 
polinomio P es producto de dos polinomios, que a su vez 
pueden ser o no reducibles. Es decir: P(x, y) = Pi (x, y). 
P 2 (x, y) ; y como un producto es nulo sólo cuando se anula 
alguno de los factores, resulta: 

El lugar geométrico que representa la ecuación P(ar, y) = 0 
se compone de los lugares representados por las ecuaciones 
Pi(x, y) = 0, P 2 (z,i/) =0. 

La novedad importantísima es la existencia de ecuaciones 
irreducibles cuando hay más de una variable (v. Nota 1). 

1 Véase, por ej., Rey Pastor. Pi Calleja, Trejo, Análisis Matemático, Yol. 1, Edi¬ 
torial Kapelusz, Bs. As., 1952, pág. 239. 
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Dejando un estudio más amplio para capítulos posteriores, analice el 
lector, como ejercicio, los ejemplos siguientes de ecuaciones reducibles, di¬ 
bujando las gráficas respectivas (fig. 10) : 

xij m 0 ejes coordenados). 

x' J = y" (bisectrices x + y = 0, x — y ~ C’J. 

x* + xy = 0 (rectas x = 0, x -f- y = 0). 

Ejercicios: Demostrar 
que son irreducibles las 
ecuaciones: 

1 ) y = ctx 2 ; 

2) xy = a ; 

3) .r 8 + — a ; 

4) ir — y- = a ; 

5) xy -f ax + by = c. 

¿Qué valor debe tener r 
para que esta ecuación sea 
reducible? Efectúese la des- 
imposición en dos factores. 

Notas: 1. El hecho de 
existir ecuaciones de dos o 
más variables que son irre¬ 
ducibles (mientras que to¬ 
rtas las de una variable se 
descomponen en factores de 
primer grado), es el funda¬ 
mento de la geometría analítica del espacio E 2 y del E.*»; pues permite 
expresar importantes tipos de curvas y superficies por una sola ecuación. 
Si el teorema fundamental del Álgebra hubiera conservado validez para 
más de una variable, descomponiéndose todo polinomio en factores linea¬ 
les, la geometría analítica no habría pasado de las rectas y planos. 

2. Los autores suelen considerar solamente los lugares definidos por 
ecuaciones (ahora veremos que también interesan las inecuaciones) y 
suelen llamar curva , con excesiva amplitud, al lugar definido por una 
ecuación / {x, y) =0. 

En el campo real es preciso imponer serias restricciones a la fun¬ 
ción, y el lector debe esperar los recursos del Cálculo diferencial, donde 
tampoco se llega a solución completa. En cambio es satisfactoria, en el 
campo complejo, la teoría de las curvas algebraicas definidas por poli¬ 
nomios. 

Ejemplos: La ecuación (x — l) 2 -f (y — 2) 2 = 0, solamente se 
satisface por el punto x = 1, y = 2; y la ecuación (x — l) 2 + (y — 2) 2 + 
+ 1 = 0 no admite ningún punto. 

Veremos, sin embargo, más adelante (Cap. III) que es legítimo usar 
la palabra curva una vez introducidos “puntos imaginarios” cualquiera 
que sea la ecuación P (x, y) =0; bien entendido que las rectas quedan 
incluidas entre las curvas, que mejor sería llamar líneas algebraicas. 

4. Inecuaciones y lugares bidimensionales. — Ya hemos advertido, 
que si bien los textos usuales prescinden de ellos 1 también hay lugares 

1 Con excepción meritoria, fueron estudiados ampliamente por el malogrado V. Fraile 
en 1940. ( Revista de la Unión Matemática Aruentina). 
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geométricos que llamaremos bidimensionales, definidos por inecuaciones. 

Veamos los ejemplos más sencillos: 

a) Semieje -i- X ; expresión x > tí , y = 0 

- X „ ~ < 0 , y = 0 

„ + Y „ * = 0 , y > 0 

„ - Y „ * = 0 , y < 0 

b) Semiplano x > 0 (cuadrantes I + IV) 

„ x < 0 ( „ II -f III) 

>. y > 0 ( „ I + II) 

„ y < o ( „ m 4- TV) 

c) Cuadrante I ; expresión x > 0 , y > 0 

Análogamente los II, III, IV. 

d) Dibújense los semiplanos de inecuaciones: 

y > x , y < x , y > —x , y < — * 

Nota 1. Aunque la exigüidad de los conocimientos expuestos hasta 
aqui nos impide mayores esclarecimientos, conviene decir algo más sobre 
las inecuaciones, c-vyo uso es frecuente en diversas teorías matemáticas, 
y que son omitidas en los textos de geometría analítica. 

Si la ecuación f(x,y) = 0 representa una curva que divide al plano 
en dos regiones, cada una de éstas está representada por una inecuación: 
f(x,y)> 0, f(x, y)<0. En efecto, no siendo nula f(x,y) en el punto 

(Xo,y,.), si es /(.To, j/«) > 0, en todo punto de la misma región o recinto 

es también f(x,y)>0¡ pues si fuera f(x„ y,) < 0, uniendo ambos pun¬ 
tos por un segmento o quebrada de segmentos, situada dentro de la mis¬ 
ma región, al pasar de P 0 a P, recorriendo esa línea, debería ser f(x,y) = 
= 0 en algún punto intermedio de la misma, por el teorema de Bolzano 
(Elementos de la Teoría de funciones, § 8). El plano queda, pues, divi¬ 
dido en dos recintos y una curva, represéntanos asi: 

f(x,y) > 0, /(*,!/) < 0, f(x,y) = 0 

Ejemplos sencillos son los semiplanos considerados en este parágra¬ 
fo. Repáselos el lector, escribiendo cuál es la inecuación de cada uno; y 
aunque sea anticipando algunos conocimientos de capítulos posteriores 
(ya sabidos del Bachillerato), escríbanse las inecuaciones de los semipla¬ 
nos que contienen el origen, definidos por las rectas x — y = 1, 2x + 
•+- 3y — 5 = 0. 

Cuando el lector haya estudiado las primeras líneas del Cap. III que 
trata de la circunferencia, verá que la ecuación de la circunferencia de 
centro O y radio r, en coordenadas cartesianas ortogonales, es x 2 + y = 
= r a . Escríbase la inecuación que representa el círculo y la que define 
el recinto exterior. 

Nota 2. Hemos definido el lugar geométrico como formado por “io¬ 
dos los elementos geométricos que cumplen ciertas condiciones y sólo ellos . 

La palabra conjunto está caracterizada también por esta misma fra¬ 
se entre comillas; pero sus elementos pueden ser entes matemáticos cua¬ 
lesquiera, y por ello es concepto más general. Todo lugar es un conjunto; 
pero hay conjuntos que no son lugares; tales por ejemplo: el conjunto de 
ios números pares, el conjunto de los cuadrados perfectos mayores que 
10Ü, el conjunto de los números complejos, etc. 

La teoría general de los conjuntos, debida a Jorge Cantor, es basica 
del moderno Análisis matemático. 
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Ejercicios 

1. — Ordenar por cuadrantes los puntos cuyas coordenadas cartesia¬ 
nas son: 

A) (—1,5); B) (0, i); C) (—5,0,05); 

D) (12, —1,5); E) (—i, —i). 

2. — Representación gráfica de las ecuaciones: 

a) x* = xy; b) x* — xy = 0; c) x 8 — xy = x; 

d) 2x* = x 2 + x; e) y 2 — Ay = 0; f) xy 2 — xy = 0. 

3. — Representación geométrica de las inecuaciones: 

a) íc* — x > 0; b) y- — xy < 0; c) xy < x* — x. 

4. — Demostrar que son irreducibles las ecuaciones: 

a) x ! — ax -f 2/* = 1; b) xy + ax + by + c = 0, 

a no ser que a, b, c, cumplan cierta condición. 

§ 7. Vectores en el plano y cambio de coordenadas 

CARTESIANAS 

1. Vectores en el plano. — Definición 1. Los segmentos 
de extremos ordenados que tienen igual longitud, dirección y 
sentido, se llaman vectores libres iguales, y uno cualquiera de 
ellos (por ejemplo el OP de origen O), se puede tomar como 
representante de la familia. 

Los vectores pertenecientes a la misma recta han sido es¬ 
tudiados en (§ 1) ; si 
son distintas las rectas 
a que pertenecen los 
vectores AB y CD, es 
condición necesaria y 
suficiente para la 
igualdad AB = CD que 
el cuadrilátero ABCD 
sea paralelo gramo. 

Def. 2. Dados dos 
vectores AB y BD (fig. 

11), tales que el extre¬ 
mo B del primero es 
origen del segundo 
(vectores llamados con¬ 
tiguos). se llama suma 
al vector AD. cuyo ori¬ 
gen es el del primero, 
y su extremo el del segundo. 

Se escribe AB -f BD = AD, y los dos sumandos se llaman 

componentes del vector suma. 

Especial interés tiene la descomposición de todo vector en 
sus componentes paralelas a los ejes coordenados. Si son x, y, 
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las coordenadas del punto P, éstas, según la Def. (§ 6-1), íig. 8, 
son las medidas de los vectores OÁ, y OB en que OP se descom¬ 
pone en la dirección de los ejes, descomposición que es única. 
Resulta, pues: componentes iguales sobre los ejes dan el mis¬ 
mo vector OP. 

Consideremos ahora, en general, dos vectores AB = CD, 
.. ., iguales al OP de origen O. Trazando por el origen A la 
paralela al eje X, y por B la paralela al eje Y, como indica la 
figura, se forma un triángulo ABM igual al OPL, por tener 
iguales los lados AB = OP, y los lados respectivamente para¬ 
lelos ; luego son iguales las componentes AM = OL y MB = LP. 
Lo mismo puede decirse para CD y sus componentes CN y ND. 
Resumen: vectores iguales tienen componentes iguales res¬ 
pecto de direcciones iguales. 

Recíprocamente, de las igualdades AM = OL y MB = LP 
resulta AB = OP. Es decir, por el primer teorema de igual¬ 
dad de triángulos, componentes iguales dan vectores iguales. 

2. Sumas generales de vectores y sus proyecciones. — La 
definición de suma de vectores contiguos que hemos dado 
(Def. 2), se caracteriza así (fig. 12). 

Si los vectores W, y W 2 no son contiguos, se parte de un 
origen cualquiera A,„ y se transporta A„A, = \Vi; a partir 



de Ai se lleva A ¡A- = W-_., y si hay más sumandos se prosi¬ 
gue con Ao A 3 = W 3 , ..., si el último es A„-i A„ = \V„, la 
suma es YV = A„ A,„ cuyo origen es el del primero y su ex¬ 
tremo el del último. Escribiremos 

[1] W = Wi + W 2 + ... + \V„ 


Proyectando la poligonal A 0 Ai ... A„ sobre una recta r, 
si son a„a u ..., <*>,, las abscisas de las proyecciones de los 
vértices A' 0 Ah, ..., A V se verifica según § 4-2, 

[2] A' 0 Ah = A'o Ah + Ah A' 2 + ... A Vi A' n 
y por teor. (§ 1-2) la medida de A' 0 Ah es 

[3] med. A'o Ah = (di — a 0 ) -j- (ci 2 — Oí) -j- ... -f- 

+ (a„ — a„-i) = a n — a 0 

La igualdad genérica [2] se expresa: 

La proyección de la suma de vectores sobre un eje es la 
suma de las proyecciones de los vectores sumandos. O bien: 
la componente sobre un eje, de la suma de vectores, es la suma 
de las componentes de éstos. 

La igualdad aritmética [3] puede enunciarse así: cada 
coordenada de un vector suma de varios, es la suma de las 
coordenadas de éstos, respecto del mismo eje. 

Las propiedades uniforme, asociativa y conmutativa de la 
suma de los números reales se verifica, por tanto, en la suma 
de vectores, lo cual puede realizarse en orden arbitrario, con 
resultado único. 

En lugar de considerar el plano puntual (lugar de puntos 
P) es ventajoso estudiar el plano vectorial, conjunto de todos 
los vectores OP de origen O y extremo variable P. Si las 
coordenadas de P son (x, y), las proyecciones de OP son dos 
vectores OX y OY llamados componentes de OP, porque se 
verifica la suma o composición 

[4] OP = OX -f OY = *U -f- yV 

Las componentes OX = .tU, OY = yV son, pues, vectores, 
mientras que las coordenadas x, y del punto P, o del vector 
OP son números reales, cuyos signos indican los semiejes en 
que están X e Y. 

Poligonal cerrada. Es obvio que en este caso, siendo coincidentes los 
vértices A, y A?, resulta 

[o] AoAj -|- Ai A? -f- ... A.i-iAii ~ 0 

es decir: cada vector es opuesto a la suma de los demás. Tal sucede, por 
ejemplo, con la fuerza opuesta a la resultante de otras dos. 

La figura del paralelogramo de fuerzas (según Stevin) equivale a 
la figura del triángulo. 

3. Cambio de ejes coordenados. — Distinguiremos primero 
dos casos particulares y luego el caso general. 

1. Traslación de ejes. Si los ejes XY se trasladan parale¬ 
lamente hasta el nuevo origen O'(a, 6) los vectores OP y OT 
(fig. 13) están ligados por la relación 

[6] OP = 00' + O'P 
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luego sus proyecciones sobre los ejes XY dan estas relaciones: 

[7] x = x' + a y — y’ 4- h 

[8] x' = x — a y' = y — b 

Estas fórmulas [8] dan las nuevas coordenadas, conocidas 
las antiguas. En cambio, dada una ecuación f(x,y) =0, re¬ 
ferida a los ejes antiguos, deberán sustituirse x e y por las 
expresiones [7] para obtener la nueva ecuación en las nuevas 
coordenadas. 




Fie. 13. 


Fie. 14. 


2. Cambio de ejes con el mismo origen. Si las coordenadas 
de P respecto del par UV son x, y, y se adopta un nuevo par 
básico (fig. 14) 

[9] U' = aU + (5 V V' = Y U + 5 V 

las dos descomposiciones del vector OP, referido a uno u otro 
sistema son 

OP = x'V' + y'V' = (x'a + y'y) U + (z'¡5 + í/'8)V 
de donde resultan las fórmulas de transformación 

[10] x = x'a + y 'y y — x ’$ y'b 

que deberán ponerse en cada ecuación / ( x, y) = 0, para obte¬ 
ner la nueva ecuación. 

Cuando se deseen las expresiones inversas, basta despejar 
x'y', en el sistema de ecuaciones [10]. 


3. Caso general. Finalmente, si los nuevos vectores bási¬ 
cos de componentes U'(a, (3), V'(y, 8) tienen como nuevo ori¬ 
gen el punto 0'(a,b) deberán sumarse estas componentes de 
la traslación a las fórmulas [10] y resultan 

[11] x — x'a -f- y'y -f a y = x'fi + y'b + b 
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que resuelven el caso más general de cambio de ejes cartesia¬ 
nos en el plano. 


4. Baricentros de masas. — Dados dos puntos Ai(a?i, 2/0, A 8 ( 35 , 3 / 2 ) 
de masas mi y w* respectivamente (fig. 15), la ley fundamental de equi¬ 
libro debida a Arquíme- 


des expresa que la masa 
(mi + rrh) es equivalente 
a la resultante de ambas 
(es decir, tiene como mo¬ 
mento respecto de cual¬ 
quier eje la suma de los 
momentos de ambas) si 
se coloca en el punto G, 
que divide al segmento 
AiA a en razón inversa a 
las masas, es decir 

|_GAi ¡ _ 

! GA 2 i 7Yl\ 

Proyectando sobre el 
eje x se verificará, por 
el teorema de Thales: 



Fig. 15. 


x — x ± _ y — y , _ m 1 
X 2 — x ~~ 2/3 — y "™ mi 

de donde se despejan las coordenadas x t y de G, que designaremos asi: 


[ 12 ] 


m¡x i + msXt 

Xi 3 = -;- 

mi -f THa 


?/!> = - 


m i 2 /x -1- m¿y 9 


mi 4- r/it 


En particular, si mi = m 2 resulta el punto medio de AiA 9 , que por 
esto se llama baricentro del par de puntos, y cuyas coordenadas, como 
ya se vio en el corolario del (§ 1, 3, Teor. 2), son: 



[13] 


X = 


Xx -t- X* 


y = 


2/i + 2 h 


Consideremos ahora las masas 
wii, ?Wa, m 3 situadas en los puntos 
A ,(x lt y ¡ ), A 2 {x 2t y>), A 3 (b 3 , y*) (fig. 
16). Según lo demostrado, el baricen¬ 
tro del par de masas nu + m? sobre 
el punto Gis y m 3 en el punto A s , 
esta determinado por las ecuaciones 


x[(mi + m 2 ) + ma] = (mi — m 2 )x 12 + «w* 
yl(m 1 — m 2 ) + wi a ] = (vu — 7712 ) 2/12 + wiaj/a 

ruego el baricentro de las tres masas nu, m 2 , m 3 tiene las coordenadas 

niiXx + m 2 x 2 4- m&s nuyi + m 2 y 2 4- m*y* 

mi 4- m .2 4- m 3 ’ mi + m* 4- m 2 9 

dedúzcase la fórmula general para n masas. 
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Fn «articular: se llama brevemente baricentro de los « puntos A„ 
En - centro de d ¡ st ancia S medias . al baricentro de n masas 

iguales colocadas en los n puntos; y sus coordenadas son los promedios 

de las coordenadas: 




. Ti + + 

n 




2 /l + 2/2 + . . • yn 

■ m m ■ ' ' * 

n 


Ejercicios 


1. El baricentro de tres puntos no alineados esta situado en las tres 
medianas, quedando así demostrado el teorema conocido de ^emnetiia 
métrica, según el cual las tres medianas de un triangulo concunen ei 

un punto. , . 

9 El baricentro de tres masas colocadas en los vértices, proporcio¬ 
nales"'a las longitudes de los lados opuestos, es el mcentro (intersección 

de las tres bisectrices internas). . 

3. Demostrar c.ue el baricentro del perímetro de un triangulo es el 

punto de concurrencia de las bisectrices del triangulo formado poi los 
nuntos medios de los tres lados. # 

4. Demostrar que el baricentro de la superficie del triangulo coin¬ 
cide con el de los tres vértices. 

5. Dado el cuadrivértice de vértices 

Ai(*i, y¡), An(xi, yi), A 3 ( 91 . 1 / 3 ), A< (.Ti, y ¡), 

«i M es el punto medio de A,A, y N el punto medio de A=A„ demostrar 
que el punto medio de MN es el baricentro del cuadrivértice. 

6. Los puntos medios de los pares de vértices del cuadrilátero 
A. As An A, forman un paralelogramo cuyo centro es el balicen tro O del 

cuadrivértice. 

7. Probar analíticamente que las rectas que unen los¡puntos memo* 
M, N, P, Q, de los lados adyacentes de un cuadrilátero cualquiera, fo 

man un paralelogramo. 

8. Sabiendo que las coordenadas de los vértices de un triangulo son 
A (—4, 8); B (3, —6), hallar las coordenadas del tercer vértice C, cono- 
ciendo además las coordenadas del centro de gravedad G(2, 0). 


Notas 

Flechas y vectores: Dos puntos A, B determinan una dirección, es 
decir una recta; y así por ejemplo dice el topógrafo que dos jalones es¬ 
tán en la dirección meridiana, o determinan la dirección meridiana .pero 
si A se fija como origen, al moverse B sobre la recta en*. 
mirrecta de origen A, que también llamaremos rumbo. Asidiemosene 
ejemplo anterior que el par ordenado de jalones AB señala d rumbo S, 
y en sentido opuesto del rumbo N; en otra posición senalaia poi ejein 
pío el rumbo NW si forman ángulo de medio cuadrante hacia Y9 
rumbo N. 

Def. 1. El segmento determinado por dos puntos dados en un cierto 
orden AB para fijar un rumbo, es decir, una dirección y un sentido de 
ella, se llama flecha. Dos flechas AB y A B se dicen igualles cuaruho las 
rectas AB y A'B' son paralelas (en particular comcidentes) y los dos sen 
tidos son acordes, cualquiera que sean las longitudes de los segmento». 

Ejemplos: 1. Las saetas de un reloj son flechas; cato una señala 
en cada momento un rumbo en la circunferencia de las hoi« 0 , de los nn 
ñutos o de los segundos. 
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2. En todo plano topográfico es indispensable la colocación de una 
flecha que señale un rumbo geográfico, pues de él se deducirán todos los 
demás. Suele adoptarse el Norte o el Sud, y esa flecha indicatriz se di¬ 
buja con longitud arbitraria , evocando el significado de esta palabra vul¬ 
gar, de modo que e! extremo B sea la punta de la flecha. 

Fijar un rumbo en un plano o mapa se llama orientarlo , porque en 
la geografía medieval se adoptaba como rumbo capital el Oriente, donde 
se ubicaba el paraíso. Este desacuerdo con la costumbre actual aparece 
también en otros aspectos de lenguaje vulgar. Así decimos que van en 
dirección opuesta quienes caminan hacia el Norte y hacia el Sud, mien¬ 
tras que un geómetra dirá que van en “la misma dirección” pero “con 
rumbos o sentidos opuestos”. 

Mientras el concepto de flecha es independiente de la longitud del 
segmento, suele definirse el vector como “segmento de dirección, sentido 
y longitud determinada”, pero el agregado de estas tres cualidades no 
constituye una definición, pues hay tres tipos diversos de vectores que 
las tienen. La esencia de todo ente abstracto, que constituye su defini¬ 
ción, reside en el tipo de igualdad que es base de la abstracción 1 . 

Def. 2. El ente abstracto definido por una familia de segmentos di* 
rígidos, se llama: 

Flecha , si hay igualdad de rumbo (dirección y sentido). 

Vector libre , „ „ „ „ rumbo y longitud. 

Vector axial , „ „ „ „ recta base, rumbo y longitud. 

Finalmente, dado un solo segmento dirigido AB, se llamará vector 

fijo. 

Los vectores iguales se llaman también equipolentes . siguiendo a Be- 
llavitis. Si los vectores son axiales, deben ser segmentos iguales y acor¬ 
des de una misma recta; si son libres deben ser lados opuestos c¡e un 
paralelogramo. 

Ejemplos: 1. Las saetas de reloj, las indicatrices usadas para arrum¬ 
bar planos, las brújulas, son flechas y no vectores. 

2. Un vector libre AA' y cualquiera de sus iguales, definen una 
traslación del plano o del espacio sobre sí mismo; cada figura ABCD ... 
y su homologa A'B'C'D' son iguales y sus segmentos homólogos son igua¬ 
les y paralelos. 

3. Dos caballos que, mediante un cable, tiran de una masa inerte, en 
un punto A, con igual potencia ejercen fuerzas representadas por vec¬ 
tores axiales iguales sobre la recta del cable. Pero si la tracción la ejer¬ 
cen dos puntos no alineados con la masa, los dos vectores que represen¬ 
tan las dos fuerzas, son desiguales. Su diferencia se llama “par de fuer¬ 
zas o de vectores”. 


8 . Problemas lineales en el plano 


1. Diversos tipos de ecuación de la recta. — a) Ecuación 
vectorial. Dados en el plano dos puntos P 0 (^ n , 2/n), Pi(#i, Vi) 
(fig. 17), tales que la recta Po Pi no sea paralela a ninguno 
de los ejes, es decir, .r 0 ^.r 1 , 7/ 0 #20, cada punto P (x,y) de 
esta recta está determinado por la razón 


LU 


v « 


P„P 
Po Pi 


1 Sobre el concepto de igualdad abstracta, véase Rf.y Pastor. Curso Cíclico, Yol. I 
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medida de P„ P con la unidad P„ Pi; y como esta razón se 
conserva al proyectar sobre cada eje, resulta la igualdad 

i rm XoX Yo Y 


[ 2 ] 


Xo X 1 Yo Y 


Y L - es decir: 

[3] ‘= 

P 0 ¡ ; Xx — Xo 2/i — 2/o 

"y dr ¡ ¡ ¡ Todo punto P de la recta 

í ¡ ¡ ; P 0 Pi satisface, pues, a esta 

-— *r~é - é -ó-*■ ecuación. 

/ u 0 ' Recíprocamente, si el par 

/ ( x, y) la satisface, siendo p 

Fia. i7. el valor de las dos fracciones, 

el punto P de la recta, defini¬ 
do por el vector P„P = p . P n Pi tiene coordenadas dadas por 
[1], es decir, las propuestas. Por tanto: La ecuación de la recta 
determinada por los puntos Po(£ 0 , y 0 ), Pi(xi, 2/i) es [3]. 

Sin usar coordenadas, la ecuación vectorial de la recta a 
que satisface el punto variable P es 

[4] PoP = p . PoPi o bien OP = OP u + 2 )W (Ecuación vec¬ 
torial), siendo W un vector fijo y p un parámetro real va¬ 
riable. 


Fig. 17. 


b) Ecuación explícita. Despejando en [3] resulta: 


rs] !/ — !/,= (,x-Xo) 

aue también puede escribirse asi: 

[6] y = mx + a (Ecuación explícita) 

donde es 


m = ¡h ~ Vo - a = 7/0 - -fczft. x 0 = Vo Xl ~ yi -°- 

X\ — X o ' Xi — Xo Xi — X 0 

El número m se llama coeficiente angular de la recta, y es 
igual al incremento de ordenadas dividido por el incremento 
de abscisas. 

El número a se llama ordenada en el origen, porque es el 
valor de y correspondiente al x = 0. 

T -as rectas que pasan por O tienen ecuaciones del tipo 
y = mx, con ordenada nula en O; y al incrementar ésta, con¬ 
servando m, sufren igual incremento todas las ordenadas, re¬ 
sultando una recta paralela, por las propiedades del paralelo- 
gramo. 
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Resumen: la condición de paralelismo de las rectas y-■ 
= mx-f a, y = m'x -j- a' es la igualdad de los coeficientes an¬ 
gulares : ni = ni'. 

c) Ecuación general. 

La ecuación explícita [5] excluye las rectas paralelas al 
eje y, cuyas ecuaciones son del tipo x = const.: pero todas las 
rectas del plano, sin excepción, quedan incluidas en esta ecua¬ 
ción general: 

[7] Ax + By = C (Ecuación general) 

Si es B ^ 0, se puede despejar y, resultando una ecuación 
explícita de tipo [6] (rectas no paralelas al eje y) ; y si es 
B = 0, resulta del tipo x = 

= const., es decir, rectas pa¬ 
ralelas al eje Y. 

Si es C = 0 tenemos el haz 
de todas las rectas que pasan 
por U, mientras que las ecua¬ 
ciones y = mx, x = ny, exclu¬ 
yen los x = 0. y = 0, respec¬ 
tivamente. 

d) Ecuación Segmentaria. 

Si es C 0, podemos di¬ 
vidir por C, y la ecuación 
puede escribirse así (fig. 18): 

[8] -1—= 1 (Ecuación segmentaria) 

a b 

donde a y b son las medidas de los segmentos que la recta in¬ 
tercepta en cada eje, con su signo correspondiente, pues ha¬ 
ciendo 

y = 0 , resulta x = a 
x = 0 , resulta y = b 

Esta ecuación [8] llamada segmentaria, representa todas 
las rectas que no pasan por el origen, quedando excluidas to¬ 
das las y = mx que pasan por O. 

2. Paralelismo y coincidencia de rectas. — El coeficiente 
angular de la recta [7] respecto del eje X es m = — A/B; y 
respecto de Y es n = — B/A. Como A o B no son nulos, re¬ 
sulta : 

Condición necesaria y suficiente de paralelismo de dos rectas 

[9] Ax -f By = C , A'x + B 'y = C' 

es la proporcionalidad de los coeficientes de x, y, que por esta 
razón se llaman directores. 
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Tal proporcionalidad se escribe así: 
] -f"- = J?-- y significa A' = kA, 

A r> 


y significa A' = kA, B' = kB, inclusive si 


es decir: A' = kA, B' = kB, C' = kC 


A = 0, en cuyo caso es A' = 0; o bien si B = 0, pues entonces 
es también B' = 0. Con este convenio se elude toda peligrosa 
consideración sobre denominadores nulos y valores infinitos. 

Caso especial de paralelismo es la coincidencia, con el con¬ 
venio ya adoptado en (§ 6-2, ó), la condición necesaria y su- 
ficiente ele coincidencia de dos rectas es la proporcionalidad 
de sus tres coeficientes: 

[11] = g- = es decir: A' = kA, B' = kB, C' = kC 

Tal condición es suficiente; pues las dos ecuaciones tienen 
entonces las mismas soluciones. Recíprocamente: si dos ecua¬ 
ciones de primer grado [9] representan la misma recta, ade¬ 
más de la proporcionalidad [10] entre los A y B, se verifica 
la de los coeficientes C, necesaria para que tengan el mismo 
punto de intersección con los ejes. 

Ejemplos: 1. Rectas paralelas: 
x — ly = 2 , y = 2x + 1 , y — 3 = 2 (a; — 1) 

2. Ecuaciones equivalentes a las anteriores: 

2 x = y — 1 , 2x = y + 4 , x — ly + i = 0 

Aparéense las que representan la misma recta. 

Nota. Con el convenio adoptado en [11], si uno o dos de los coefi¬ 
cientes A, B, C son nulos, también lo son sus homólogos. Si se prefiere 
eludir Ja escritura de fracciones (que en verdad no lo son) puede adop¬ 
tarse la vieja notación de Euclides: 

A : B : C = A' : B' : C' 

3. Puntos alineados. — Si los puntos Po(x 0 »2/o), Pi(xi, 2 / 1 ), 
Pe (« 2 , Vi) están en una recta, deben satisfacer a una ecua¬ 
ción [7], es decir, deben existir valores no todos nulos, A, B, C, 
tales que 

Ax 0 + By 0 — C , Ax t + B¿/i = C , A.V.. -f B y 2 = C 
y la condición necesaria y suficiente para ello, es la anulación 


*0 1/0 1 

[12] 7/i 1 = 0, o bien j 1 

1/2 1 i /2 


= 0 

yo 


Si (x,y) es un punto genérico de la recta, determinada por 
(x 2 ,y 2 ), la ecuación de esta recta es: 


X 

y 

1 




1 

Xi 

2/1 

1 

= 0, 0 bien x 

-Xi 

y - 

-V' = 0 

X a 

2/2 

1 

Xl - 

- x 2 

2/1- 

- 2/2 ! 

A 
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Salta a la vista que esta última es equivalente a la [5] ; 
y que la primera es del tipo [7] con coeficientes que aparecen 
al desarrollar por la primera fila el determinante: 

[14] (l/i — V») x -1- (x 2 — x,)y = y 1 x 2 — x¡y 2 . 

4. Intersección de rectas. Haces. — Si éstas vieren dadas 
por las ecuaciones 

[15] A.r -f By = C, A'x + B'y = C', 

como su punto de intersección ( x, y) debe satisfacer a las dos 
ecuaciones, su determinación se reduce al problema algebraico 
de resolver las dos ecuaciones [15]. 

Caso 1. Si AB' — BA' ^0, es decir, si las rectas no son 
paralelas, la regla de Crámer da la solución única: 

CB' — BC' AC' — CA' 

t16 - 1 ‘ r AB' — BA' V AB' — BA' 

que determina el punto de intersección. 

Caso 2. Si AB' = BA', es decir, A y B proporcionales a 
A' y B' esta igualdad de coeficientes directores indica su pa¬ 
ralelismo ; y en particular, si también son proporcionales 
C y C', es * decir, AC' = CA'; CB' = BC', las dos rectas son 
coincidentes. 

En el primer caso, la inexistencia de intersección está acu¬ 
sada por las fórmulas [16] por tener numeradores no nulos 
y denominador cero. En el caso de coincidencia, viene tam¬ 
bién expresada en forma de indeterminación - . 

Condición necesaria y suficiente para que tres rectas de 
ecuaciones 

A\X + Biy -f- Ci = 0 
[17] A 2 x -T Bo y C 2 = 0 

A 3 .r + B?.y -j- C 3 = 0 

sean concurrentes es que haya solución de dos ecuaciones y 
satisfagan a la otra, y esta compatibilidad del sistema está 
caracterizada por la condición necesaria : 

Ai Bi Ci J 

[18] A- B 2 C 2 = 0 

a 3 b 3 c, i 

¿Será suficiente? La anulación del determinante implica 
que alguna fila es combinación lineal de otras, es decir, una 
recta pasa por la intersección de las otras dos, si existe, o bien 
es paralela a ambas, si éstas lo son, en cuyo caso curemos que 
forman haz impropio. Por tanto, si generalizamos el concepto 
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de haz, incluyendo en él los haces impropios, formados por 
rectas paralelas, resulta esta conclusión general: 

Coyidición necesaria y suficiente para que tres rectas for¬ 
men haz, propio o impropio, es ¡a anulación del determinante 
[18] de los coeficientes. 

5. Ecuación simbólica del haz. — Designando por una 
letra un trinomio lineal, y dadas dos rectas P = 0, Q = 0, al 
variar los números reales X, p, resultan infinitas ecuaciones 
XP + uQ = 0, que se satisfacen por la solución común a am¬ 
bas, si la hay, resultando infinitos rayos del haz determinado 
por ambas rectas, o bien, si son paralelas, es decir, propor¬ 
cionales sus coeficientes directores, también lo son los de 
XP-fuQ; luego resultan infinitas rectas paralelas. 

Que en ambos casos se obtiene así todo el haz determinado 
por las rectas P = 0, Q = 0, es consecuencia de este problema: 

Recta concurrente con dos, que pasa por un punto (Xo, y Q ) 
i o situado en ambas. Sustituyendo, la ecuación XP (x 0 , 2/o)4- 
4- pQCffo, Vo) = 0, determina la razón finita ?./p o bien u/X y 
se tiene una recta y sólo una, que resuelve el problema. Aná¬ 
logamente, si se pide la recta paralela a otra. 


Nota. En la práctica suele adoptarse un solo parámetro, escribiendo 
la ecuación del haz en la forma P = ?.Q, a sabiendas de que así queda 
excluida en esta expresión la recta Q. = 0 ; omisión que no interesa, cuan¬ 
do se trata de encontrar una tercera recta que cumpla ciertas condicio¬ 
nes. El caso singular en que la solución sea precisamente la recta 
Q = 0, vendrá acusado por la solución /. = so. 


Ejemplos: Recta concurrente con las 

Sx — y = J 2u f 3y = 1 

y que cumpla alguna de estas condiciones: 

1) Pasa por el origen. 

(Basta eliminar la constante, es decir, restar de la 2^ el duplo de 
la 1* y resulta 

4.x = 5 y). 

2) Es paralela al eje x. 

(Sumando a la 2^ el triple de la 1^, se elimina y, resultando 


lia; 


=i)- 


o) Es paralela a la recta 3 a- — 5y = 8. 

, r . . . 3/. —2 ——3 

(Despejando en =- - —res 

•3 ■—5 

luego la solución es 


resulta /. 


)■ 


3 a — 5 y — 


5 

22 ' 


6. Coordenadas homogéneas. — El artificio (§ 3-1) introdu¬ 
cido en la geometría de la recta, de sustituir la abscisa por los 


pares (x, t) tales que sea igual a dicha abscisa, con objeto 
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de ampliar la escala numérica con los pares (x, 0), que deci¬ 
mos representar el punto impropio, alcanza en la Geometría 
plana mayor importancia, como ya se adivina ahora, y más 
adelante se verá más ampliamente. 

Def. 1 . Coordenadas homogéneas (XiX^Xo) de un punto 
propio del plano con coordenadas cartesianas [x,y), son tres 
números cualesquiera (con x o ^0) proporcionales a la terna 
(x,y, 1), es decir tales que 



Las ternas (a, b, 0) representan los puntos impropios o di¬ 
recciones del plano, estando determinada cada dirección por 
la razón b/a (que es el coeficiente angular de la misma res¬ 
pecto del eje x), o bien por la a/b, respecto del eje y; pudiendo 
ser nulo a o bien b, pero no ambos a la vez. 

Así, por ejemplo, son impropios los puntos (1,2,0), 
(1,—1, 0) ; el primero es el de la recta y = 2x, y el segundo 
el de la bisectriz y = — a;, y de todas sus paralelas. 

Guando no haya peligro de confusión con las x, y absolu¬ 
tas, representaremos por x, y, t, las coordenadas homogéneas. 

La ecuación homogénea de la recta será, pues. 


[19] 


Ax + Bi/ -|- (Jt = <» 


y en particular representa 


Ax + By — 0 las rectas por el origen O; 

Ax -j- Cí — 0 las rectas paralelas al eje Y; 

B y -f- Cí = 0 las rectas paralelas al eje X. 


La ecuación t = 0 representa el conjunto de todos los pun¬ 
tos impropios y tiene propiedades de recta, por ser de primer 
grado y tener un solo punto en cada recta [19] propia. Dire¬ 
mos, pues, que la recta impropia tiene la ecuación t, = 0. 


Ejercicios 

1. —Recta que pasa por el punto (1/4, —1/2) y es paralela a la 
recta determinada por los puntos (—2, 1/4) y (1/2, 3). 

2. — Rectas paralelas a la bisectriz x = y, que pasan por los puntos 
(3, 1/4) y (—1/2, 2). 

3. — Ecuación de la recta determinada por los dos puntos anteriores, 
en sus formas vectorial, general y segmentaria. 

4. —- Se desea hallar la ecuación de una recta que interceptando so¬ 
bre el eje x un segmento de longitud igual a 7 unidades, pase además 
por el punto de abscisa x ~ 4, perteneciente a la recta dada por: 
5a + 3y = 30. 

5- — Probar analíticamente que las perpendiculares bajadas desde 
dos vértices cualquiera, de un triángulo, sobre la mediana bajada del 
tercer vértice, son iguales. 
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6 — Probar analíticamente que las rectas trazadas desde un vértice 
A de un paralelogramo a los puntos M, N, medios de los lados opuestos, 
dividen a una de las diagonales en tres partes iguales. 


§ 9. Coordenadas ortogonales y polares 

1. Sistemas ortogonales o rectangulares. — Mientras en 
los problemas proyectivos (incidencia de elementos) y en los 
afines (paralelismo) la solución es sencilla, cualquiera que sea 
el ángulo de los ejes, en cambio conviene elegirlos perpendi¬ 
culares y con unidades iguales para todos los problemas mé¬ 
tricos (distancias, ángulos, áreas), que trataremos en § 10. 

Definición 1. Llamamos sistema ortogonal (o perpendi¬ 
cular) al definido por dos vectores U, V, perpendicidares y de 

igual longitud. .. . 

Es costumbre adoptar sobre el encerado en dirección hori¬ 
zontal y hacia la derecha el semieje -f X, y vertical hacia 
arriba el -|- Y; queda así definido un sentido de rotación “+X 
hacia + Y” que se llama positivo, y es opuesto al de rotación 
de las saetas de un reloj corriente colgado sobre el encerado. 

También se acostumbra a medir la ordenada y, no sobre el 
eje Y, sino en la paralela trazada por P (x,y), desde la inter¬ 
sección con el eje X hacia el punto P. Así en la figura 19. las 


Fi«. 19. 

ordenadas y¡ de P t (1er. cuadrante) e y 2 de P-. (2 9 cuadrante) 
son positivos, mientras que la y-¿ e y.i en el 3 9 y 4' cuadran¬ 
tes son negativas. 

Para medir la inclinación del vector OP se adopta el án¬ 
gulo de rayo extremo OP, cuyo rayo origen es el -r X. con 
el sentido positivo ya indicado, es decir, el del ángulo (— X, 
-|- Y) ; pero si OP está en el cuadrante 3 9 ó 4 9 , para evitar 
ángulos cóncavos (mayores que un llano) suele medírse la in¬ 
clinación por el ángulo cíe sentido contrario, al que se asignara 
signo —. 

La diferencia entre ambas medidas positivas y negativas 
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de cada ángulo es, por tanto, 360es decir 4R, o bien 2;t, en 
medida radial. 

Además de estas dos medidas que llamaremos fundamen¬ 
tales, bien determinadas, cabe agregar un ángulo de una o de 
varias vueltas sin alterar el origen (+X) ni el rayo extremo 
OP del ángulo. Así, pues, si q- es una medida, se deducen in¬ 
finitas por la fórmula q) ± 2w.*t, donde están incluidas las dos 
fundamentales. 

Las medidas fundamentales de los ángulos de inclinación cp, o argu- 
mentos de los vectores en los diversos cuadrantes, oscilan asi: 

Medidas en Medidas en Medida 





Grados 

Rectos 

radial 

Cuadrante 

I: cc 

entre 

0° 

y 90° 

0 y R 

o»V 

•• 

II: 

H 

90° 

y 180° 

R y 2R 

Jl 

y * v 

¿4 

>» 

III: 

» 

180° 

y 270° 

2R y 3Ii 

* y 3 -J 


(o bien 

» 

-90° 

y — 180 °) 

(—R y —2R) 

(- Y y — «> 


IV: cp 

»l 

270° 

y 360- 

3R y 4R 

(3 g y 2n) 


(o bien 

»» 

—90° 

y 0 o ) 

(—R y 0) 

(- 2 y 0) 


2. Funciones circulares. — En el triángulo rectángulo que 
forma el segmento OP (fig. 20) (cuya longitud absoluta lia- 
ruaremos r) con los dos catetos de longitudes x, y, la razón ele 



Fie'. 20. Si¬ 


dos cualquiera de los tres lados determina la forma del trian¬ 
gulo, y por tanto el ángulo cf; estas razones, con el signo que les 
corresponda por los signos de x t y ( pues r > 0 en todo caso), 
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se llaman funciones goniométncas, porque sirven p aia “¡^u- 
f® el ángulo q>; o bien circulares, porque al variar ce conser¬ 
vándose r fijo! describe P una circunferencia, y a cada punto 
de ella corresponde un valor bien determinado de cada función 

goniométrica (fig. 21). 

DEF. 2. Las tres funciones circulares más importantes se 
definen así: 


[1] 


[2] 


[3] 


sen cp = 


eos cp = 


ordenada 

radio 

abscisa 

radio 

ordenada 

abscisa 


urucuaufl 

ohsi’itül 


(seno de <p) 


(coseno de cp) 


(tangente de cp) 


Aunque de menor interés, se usan a veces estas otras: 


(secante de cp) 


[4] 

sec cp = 

i 

- ^ 

eos cp 

[5] 

cosec cp = 

_1_ 

sen 

[6] 

ctgcp = 

1 

tgcp 


(cosecante de cp) 


(cotangente de cp) 


que sólo mencionaremos rara vez. en lugar secundario. 

Funciones pares e impares. — De la definición resulta aue 
al cambiar cp por — cp no vana coscp (y por tanto seccp), 
son funciones pares el coseno y su reciproca la secante. 

Por el contrario, al cambiar cp por — cp cambia de signo 
la ordenada v, luego también sen cp (y su reciproca cosec q», 
así como también g tgcp y efe* Es decir son fundones «m- 
pares el seno (con su recíproca la cosecante), la tangente 

su recíproca la cotangente). 

Resultan así estas fórmulas importantes: 


Pares: eos (—cp) = eos cp 
Impares : sen (—cp) = — 


sen 


cp, tg(—cp) = —tgcp. 


Representación por segmentos. Si se adopta r como unidad de Ion- 

circulares están representadas por los_ segmentos sf 
guientes deducidos de cada punto de la circunferenc a / 


sen cp = CS; coscp — OC; 


OS _ AT 
tg(p - OC ~ OA 


= Al 
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Ejercicios: Demostrar, análogamente, estas representad mes 


OS 

sec cp = - oc - 


OT 
O A 


cosec cp 


ctgcp = 


CS 

OA 

AT 


OB 

BQ 

OB 


= OT 


_ JpS _ OQ _ oq 


= BQ 


3. Relaciones fundamentales entre las funciones circulares. 

— Del teorema de Pitágoras resulta 

x 3 + y 2 = r 2 de donde cos 2 cp + sen 2 <p = 1 
abreviando así la escritura correcta: 

[7] (coscp) 3 + (sencp) 3 = 1. 

Dada una de las funciones, se deduce la otra: 


[8] sencp = ± V 1 — cos 2 cp, coscp 


= dr ^ i 


semep 


quedando indeterminado el signo; pues una sola de las funcio¬ 
nes no determina el ángulo; y según sea el cuadrante donde 
está el vector, así será el signo. 

De las definiciones resulta inmediatamente: 


[9] 


sen cp 
tg -p = — - 
eos cp 


eos cp 

ctgcp = - —- 

sen cp 


Inversamente, dada tgcp, se deducen sen'-’cp, cos'cp, poniendo 
denominador sen 2 cp-¡-cos 2 cp = 1, para lograr homogeneidad, y 
dividiendo por cos'-’cp, resulta: 


[ 10 ] 


[ 11 ] 


sen-cp = 


sen-'cp 


_ _ 


cos-cp = 


cos 2 cp + sen 2 rp 1 -¡- tg 2 cp 
cos ? cp 1 


L J ^ cos 3 cp + sen'-’cp 1 + tg-cp 

Extrayendo la raíz cuadrada queda indeterminado el sig¬ 
no =t. 

Ángulos complementarios. Permutando los ejes X, Y, se 
permutan abscisa y ordenada; por otra parte el ángulo YOP 
es complementario del XOP; luego, refiriéndonos por ahora a 
los ángulos del primer cuadrante, llegamos a esta conclusión, 
que más adelante será generalizada para todos los ángulos de 
todos los cuadrantes: 

El seno de un ángulo es el coseno del complementario. La 
tangente de un ángulo es la cotangente del complementario. 
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4. Funciones circulares de ángulos notables. — Los valores 
de las funciones circulares para cada ángulo (de grado en gra¬ 
do o de minuto en minuto) han sido calculados y tabulados. 
Se encuentran en la mayoría de las genéricamente llamadas 
“tablas de logaritmos”. En general los valores de estas fun¬ 
ciones son números irracionales que carecen de expresión sim¬ 
ple. Para ciertos ángulos, sin embargo, su valor puede expre¬ 
sarse en forma racional o mediante un número reducido de 
raíces cuadradas. Por ejemplo, para los ángulos de la tabla si¬ 
guiente de frecuente uso: 


Ángulo 

Seno 

Coseno 

Tangente 

0 o ¡ 

0 

1 

0 i 

— 

.Vio = 18 ° 

1 

i (— 1 + V 5) 

i /lO — 2 V 5 

V 1 — 2 v 5/5 ! 

1 

i a/6 = 30° 

I 

1/2 

Vl/2 

1 

V"3/3 

a/5 = 3G° 

a v io —2 V6 

} (_ 1 + y 5) 

V 5 —2 V5 

¡ a/4 = 45° 

V'T/2 

V 2/2 

1 

a/3 = G0° 

V 8/2 

1/2 

V 3 

2a/5 = 727 

1 V 10 — 2 V 5 

3 (— 1 + V5) 

vT + 2 V 5 

a/2 - 90° 

i 

1 

0 

00 l 

\ 


5. Funciones circulares inversas. — A cada semirrecta co¬ 
rresponden infinitos ángulos que tienen este extremo y como 
origen X; pero todos tienen el mismo seno, el mismo cose¬ 
no, etc.; es decir: las funciones circulares son funciones uni¬ 
formes de la semirrecta adoptada como extremo. En cambio, 
dado el seno de cp, no solamente hay infinitos ángulos cp, sino 
dos semirrectas; y lo mismo sucede si se da eos cp, o bien 
tgcp (fig. 22). 


II 
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En las figuras salta a la vista la construcción de los dos rayos que deja 
indeterminados cada función circular, y los infinitos ángulos que les co¬ 
rresponden. 


ángulos 

vagos 

cfi + 2»a 

OPi 

a — <fi + 2 na 

OP, 

if, -f 2»¡a 

OPi 

— qi -4- 2»a 

OP, 

tf t + 2wa 

OPi 

«fi + a -f 2«a 

OP, 



Ejercidos: Expresar 
los infinitos ángulos y 
los dos rayos que corres¬ 
ponden a cada cotangen¬ 
te, secante o cosecante 
(sale el mismo cuadro 
invertido). 

Los infinitos ángu¬ 
los que corresponden a 
un seno son los valores 
de la función inversa de 
la y = sen cp, función in¬ 
versa que significa: ar¬ 
co cuyo seno es y; en 
abreviatura se escribe 
(p = are sen y. 

Análogamente, cp = 

= are eos x se lee: arco 
cuyo coseno es a*; y para 
cada valor de x no supe¬ 
rior a 1 en valor abso¬ 
luto, tiene infinitos va¬ 
lores, dados en la tabla 
anterior. 

Lo mismo acontece con la función arco tangente t (brevemente are 
tg t) definida para todo valor de t y análogamente con todas las demás. 

Insistamos: en todo caso hay infinitos ángulos, pero solamente dos 


vn ^ nn rtAVV 


Ejercicios : Simplificar las funciones: 

1 ) tg(arc tg—1); 

2 ) sen (are eos 1/2) 

3) eos ( * — are sen —1/2) 

4) a —are tg(ctg- ff) 

5) Expresar las funciones inversas de los senos, cosenos y tangen¬ 
tes dados en la tabla (4). 


6. Coordenadas polares. — Las coordenadas cartesianas 
(a;,?/) del punto P determinan el vector OP, y por tanto el 
radio r y la inclinación cp (fig. 23) ; pero también cabe deter¬ 
minar el vector OP dando r y cp. números que se llaman coor¬ 
denadas polares y permiten deducir x, y. 







50 GEOMETRÍA DEL PLANO. PUNTOS, RECTAS Y VECTORES §9-6 

Def. 3. Coordenadas volares del punto P, o del vector OP, 
son las medidas de la inclinación cp y del radio r. 

El número r puede ser cualquiera, no negativo, y el cp 

cualquier número real, según 
el convenio (§ 9-1) de medición 
de ángulos; pero suelen adop¬ 
tarse como fundamentales el án¬ 
gulo situado en el intervalo 
0 < cp < 2x ; o bien en el — je < 
< cp < re. La indeterminación 
.. del ángulo para cada rayo ex- 
X tremo admite una sucesión de 
medidas cp ± 2nrt para cada 
fíc. 23 . vector OP; pero al vector nulo 

00, caracterizado por el radio 
r = O, se le puede atribuir como argumento cp cualquier valor 
real. 

Escribiremos las coordenadas polares así: (cp, r), expre¬ 
sando cp en grados o en medida radial (número abstracto), 
y r en una medida de longitud cualquiera. Esta medida esen¬ 
cial suele llamarse radio volar, y el ángulo cp se llama argu¬ 
mento o anomalía, o más sencillamente, ángulo. 

Bastan ejemplos muy sencillos para ver que la restricción r > O mu¬ 
tila la representación de importantes curvas (como sucedería si impu¬ 
siéramos en el sistema cartesiano la condición y>0). Al final damos 
un ejemplo expresivo, que basta para justificar la siguiente ampliación 
de Def. 3, para adoptar en lo sucesivo la siguiente: 

Def. 4. En las coordenadas polares admitiremos radios 
negativos, entendiendo que el par (cp, — r) representa el mis¬ 
mo punto que el par (cp ± je, r). 

Son equivalentes los pares (cp, r), (cp', r') si es: 

r' = r, cp' — cp = 2 na:, 

o bien 

r' = — r, cp' — cp = (2n+l)-2~ 

Ejemplos: Dividiendo la circunferencia de centro O y radio 1 por 
los diámetros de inclinación (fig. 24) 

n , -*r 

cp = ~ 4 -, <t=-- 4 . 

las coordenadas de los cuatro puntos de di¬ 
visión A, B, C, D, son: 

A, l) = -l) 

B, -i) 





Fig. 24. 
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C> (~ s 4 • 0= ( 4- 1 ) 

»> (- 4 ■ o=(> :■ ->) 

Ejercicio : Dividida la circunsferencia en 6 partes iguales a partir 
del punto 1, expresar de diversos modos, con el radio -fl y —1, las co¬ 
ordenadas polares de los seis puntos de división. 

Nota: La correspondencia biunívoca existente entre los puntos del 
plano y las coordenadas cartesianas, según vimos en § 6, corresponden¬ 
cia que además es bicontinua, deja de verificarse en las coordenadas 
polares; pues si bien cada par determina un punto sin ambigüedad, en 
cambio, cada punto tiene diversos pares de coordenadas. A coordenadas 
próximas corresponden puntos próximos, pero dos puntos tan próximos 
como se quiera pueden tener coordenadas muy distantes. Es decir: la 
correspondencia punto = función de las coordenadas , es uniforme y con¬ 
tinua; pero no la correspondencia: coordenadas = funciones del punto. 

Ejemplos: Adoptado el intervalo (0 o , 360°) para los ángulos, son 
muy próximos los puntos (l°,r) (359°, r), a pesar de tener argumentos 
muy distintos; pero se logra la continuidad, adoptando el intervalo 
(—180°, + 180 a ), pues los dos puntos tienen entonces las coordenadas 
(± 1 °, r). O bien, conservando el intervalo (0 o , 360') cabe adoptar las 
coordenadas (181°, — r), (179°, — r) y se recupera la continuidad. 

7. Cambio a coordenadas cartesianas y viceversa. — Si 
se toma positivo el radio, es decir, r > 0. la definición del seno 
y coseno de la inclinación cp expresa 

[12] x = r . eos cp y = r . sen cp 

fórmulas que permiten calcular las coordenadas cartesianas 
ortogonales (x, y) de un punto dado por las polares (cp, r). 

Recíprocamente, dadas las coordenadas ortogonales (x,y) 
se deducen las polares: 

[13] tg cp = y/x , sen <p = - - , r = y/lc- -+• y- 

pero no queda determinado por su tangente, ni tampoco el 
rayo, pues hay dos con la misma tangente. Para zanjar la 
duda deberá atenderse a una de las fórmulas [1] ó [2], pues 
sabido el signo del seno o del coseno se ve cuál de las dos 
semirrectas corresponde al vector (x,y). Por esta razón, he¬ 
mos puesto en [13] dos funciones circulares para determinar 
el rayo, y lo mismo se podría cambiar una de ellas por el 
coseno. 

Ejercicios: Indicar los pares de funciones circulares, que pueden 
usarse para determinar el rayo, entre las seis que han sido definidas 
(fórmulas [1], ..., [6]). 
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8 . Rotación de ejes rectangulares y rotación del plano. — 

Si el par básico U, V de vectores unitarios rectangulares se 
hace girar el ángulo a (fig. 25), los nuevos vectores son 


V'VlV 




y 


rr 


¡ru . x 


L’'(cosa . sena) 

V'(—sena , cosa) 

y las fórmulas § 7, [10], te¬ 
niendo en cuenta que los coe¬ 
ficientes a, ¡5, y, 5 valen aho¬ 
ra, respectivamente, cosa, 
sen a, —sen a, eos a, se re¬ 
ducen a éstas 


[14] 


U P 


x = x'cos a — y 'sen a 
y = a'sen a + y'e .os a 


Fie. 25. 


de las que se despejan las 
nuevas coordenadas 


f _ ¡x' = acosa 4- y sena 

L J i y' = — x sen a-f® eos a 

Además del problema de cambios de ejes, estas fórmulas 
fundamentales resuelven otras cuestiones importantes, como 
son las siguientes: teoremas de adición y sustracción de ángu¬ 
los; cálculo del ángulo de dos rectas; rotación del plano sobre 
sí mismo, etc. 

Sin aplicar la fórmula general § 7, [10], si suponemos conocidas las 
fórmulas elementales de adición y sustracción de funciones goniométricas 
que veremos en el número que sigue, las fórmulas fundamentales [14], 
[15] del cambio de ejes se pueden obtener directamente de la manera 
siguiente: 

En el nuevo par U', V' las coordenadas del punto P’(x', y') son 
x = rcos(cp — a) , y' = rsen(<p — a) 

donde cp es el ángulo que forma OP con el eje X. 

Desarrollando y teniendo en cuenta [12] resulta 

x' — x eos « y sen a , y' = — x sen u -1- y eos a 

que son las ecuaciones [15] del cambio de ejes. De ellas se pueden des¬ 
pejar x, y obteniendo las [14]. 

9. Fórmulas goniométricas de adición y sustracción. — Si 
en el plano x'y' que ha girado el ángulo u respecto del xy es 
OP un vector de argumento ¡5 respecto del eje X', y su mó¬ 
dulo es 1, las coordenadas de P son por definición 


x' = eos (3 

x = eos (a 4-P) 

luego las fórmulas [14] expresan 


y' = sen p 
y = sen (a 4- 


[ 16 ] 


*cos (a 4- p) = eos a . eos P — sen a . sen P 
lsen(a-|-P) = sena . eos p 4 - cosa . sen p 
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y poniendo — P en lugar de p, teniendo en cuenta las reía 
ciones (§ 9-2) de paridad, resulta 

feos (a — P) = cosa . eos p -j- sena . sen p 


[17] 


[sen (a — p) = sena . eos P — cosa . sen P 


Por división resulta 

t sen a ■ e os p ± eos a . se n p 

— eos a . eos P r¡r sena . sen p 

y dividiendo numerador y denominador por eos a, eos p 


[18] 


, , tga ± tgp 

tg(a_p) 1 _ tga . tgp 


pjjercicxo: Dedúzcanse análogamente por división inversa, las fór¬ 
mulas menos importantes 

[19] ctg (« ± p> = JL3U- 

cot P ± ctg a 


ctg (a ± P) = 


10. Fórmulas de los senos y del coseno. — Sea la altura 
h, exterior o interior al ángulo B, sus expresiones en los dos 
triángulos rectángulos en que es cateto, son: 

h = a sen C = c sen A 

fórmula entre números positivos, válida en todos los casos, que 
expresa la proporcionalidad entre dos lados y los senos de los 



AP b CP A b C 


Fie. 26. 


ángulos opuestos. Luego aplicada a los tres vértices y sus án¬ 
gulos opuestos resulta la fundamental 

Fórmula de los senos : 



__a _ _ b ^ 

sen A sen B sen C 


Dibújese la circunferencia circunscrita al triángulo ABC 


y se verá que esas tres razones son iguales a 2R, diámetro de 
dicha circunferencia circunscrita. 
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Además de esta “fórmula de los senos” resulta como según 
da fórmula fundamental la que expresa un lado en función 
de los otros dos y del ángulo que forman. Basta, en efecto 
aplicar el teorema de Pitágoras al triángulo BPC, cualquiera 
que sea el ángulo A; y teniendo en cuenta que AP = c eos A, 
resulta 

a- = h- 4- (o — c eos A ) 2 = h- + 6 2 — 2 be eos A -j-(c eos A ) 2 

pero teniendo en cuenta que la suma de cuadrados extremos 
es c 2 , resulta la fundamental 

Fórmula del coseno : 

[21] a - 2 = b- + c- — 2 be eos A 


11. Notas y complementos. — 1. Otras aplicaciones de la fórmula del 
coseno. — Dados en coordenadas polares los vectores 

OPi (cpi, r¡), OP a (tp 5 , r»), 
la distancia Pi Pa se calcula así: 

[22] PiPs = rif + r? — 2r, r a eos (cfa — cf:) 

2. Abscisas tangentes en los haces de rectas. — Sea O el centro de 
un haz de rectas y o la recta origen (fig. 27). Tomemos sobre o un seg¬ 
mento OU igual a la unidad y cortemos el haz por una recta perpendicular 

a o por el punto U. Cada recta a corta 
rá a esta perpendicular en un punto A 
tal que UA = tg(oa). Esta distancia 
UA = x A se llama abscisa tangente de 
la recta a. Recíprocamente, a cada va¬ 
lor de x comprendido entre y 

— co corresponderá la recta que forma 
con o un ángulo cuya tangente trigono¬ 
métrica es igual a x. 

La correspondencia es biunívoca si 
se conviene en que a las abscisas tan¬ 
gentes ± cc corresponde la misma rec- 
Fi s- 27 - ta, a la cual, por definición, es la recta 

paralela a la UA por el centro O. 

Veamos cómo se expresa el ángulo de dos rectas mediante sus abs¬ 
cisas tangentes. Sean o, b dos rectas y x.v, *n sus abscisas tangentes. 
Apliquemos la fórmula trigonométrica [18] al caso de ser a, P las absci¬ 
sas angulares de las rectas a,b, respectivamente, y por tanto P — a -f- 
-f fcrc el ángulo entre las mismas. Será 

[23] tg (ab) = tg (P-a) = * A - 

1 + Xa Xb 

Esta fórmula es muy importante. De ella se deduce, por ejemplo, 
que la condición necesaria y suficiente para que dos rectas de un haz 
sean perpendiculares, es que entre sus abscisas tangentes exista la re¬ 
lación XaXr + 1 = ü. 

3. Sobre la definición de las coordenadas polares. — Si se construye 
la gráfica de la curva definida por la ecuación 

q = 1/2 + coscp (caracol de Pascal) 
adoptando la Def. 3, resulta una curva cerrada con punto anguloso, di¬ 
bujada en la figura 28 en trazo grueso lleno, que no es una curva alge¬ 
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braica, ni siquiera analítica, es decir, no es representable por ninguna 
ecuación en coordenadas (#,?/). La ecuación cartesiana resulta por la 
sustitución [12] con elevación al cuadrado, y es: 

4 (ar + r — x ) 2 = x 2 + y 2 

Esta curva de 4 Q grado, llamada caracol de Pascal , contiene, ade¬ 
más del arco precitado, todo un la¬ 
zo interior (dibujado en trazos), 
que llega hasta el punto (1/2, 0), 
lazo que quedaría suprimido adop¬ 
tando la Def. 3, pero con la Def. 4 
obtenemos la curva completa. 

Ejercicios: 

1. — Simplificar las expresio¬ 
nes goniométricas: 

a) cos(arc sen 1/2); 

b) sen (are tg 5); 

c) tg(arc sen 1/4); 

d) sen are tg a—arctgb); 

e) tg(arc sen a — are sen b). 

2. — Deducir los desarrollos de 

las funciones sen 3a, sen 4a. 

sen vxa. 

3. — Simplificar las expresiones: 

cosa + eos 2a + eos 3a + ••• + eos na 
sen a + sen 2a + sen 3a + ... 4- sen ma 

(Multipliqúense término a término por (senl/2a) transformando ca¬ 
da producto en suma o diferencia). 

4. — Dibujar las curvas dadas por las siguientes ecuaciones polares: 

0 = 3 eos cp , o = sen 3 cp , o = V eos (p , o = 3 <p. 

5 . — Obtener la ecuación polar de cualquier recta. ídem, de una cir¬ 
cunferencia adoptando sobre ella el polo de coordenadas; ídem, un punto 
interior. 

§ 10. Problemas métricos. Distancias, ángulos, áreas 

1. Distancia en¬ 
tre dos puntos. — 

El segmento de ex¬ 
tremos Pi(*i,i/i) y 
F 2 (x 2 ,y 2 ) (fig. 29), 
forma un triángulo 
rectángulo de hipo¬ 
tenusa PiP 2 con las 
paralelas a los ejes 
trazadas por los dos 
puntos. Más preci¬ 
samente, el vector 
■'O P,P 2 tiene compo¬ 

nentes de medidas 
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x 2 — x¡, y 2 — ?/i; luego, llamando a a su argumento y r a la 
distancia P 1 P 21 es 

[1] ■'■s — ici = ?• . eos a , y 2 — J/i = r . sen a 

de donde se despeja 

[2] r = V(*s— *7)* + (y-z — Ui) 2 

Mientras en [1] las componentes son dirigidas, es decir, tie¬ 
nen signo ±r, esta raíz es siempre positiva, cualquiera que sea 
la dirección del vector. 


2. Pendientes y ángulos de rectas. — En coordenadas rec¬ 
tangulares tienen significado goniométrico el coeficiente an¬ 
gular m y los coeficientes directores A y B de la recta 

Ax + B y = 0, o sea, y = mx (m = 



ü-n efecto, el coeficiente angular m = y/x es, según la de¬ 
finición (§ 9, [13]), la tangente de la inclinación sobre el eje 
X. El nombre pendiente dado al coeficiente angular m, está jus¬ 
tificado. Cuando se dice que un camine tiene la pendiente 5 r /c, 
expresamos que por cada 100 unidades horizontales asciende 
5 unidades, es decir, el cociente de las ordenadas por las abs¬ 
cisas corresponidentes es 5/100. 

El significado goniométrico de los coeficientes A y B es, 
por tanto, — A/B = tg rp; pero es preferible referirnos a la 
recta perpendicular y no a la recta misma, como veremos en 
el párrafo siguiente. 

Tanto si pasan o no por el origen las rectas de coeficientes 
angulares m y ni', llamando cp y cp' sus argumentos o inclina¬ 
ciones respecto del semieje H-X, son m y ni' sus pendientes, 
es decir: 

m = tg cp , m' = tg cp' 
de donde, según § 9 [18], resulta: 



tg (rp — cp') = 


va — m’ 
1 +- ni m* 


La condición de paralelismo, ya sabida, es ¡n = m' y la con¬ 
dición de perpendicularidad es m ni' — —1. 

Si las rectas están dadas por las ecuaciones generales 
Ax -r Bij -\- C = 0, A'x +- B'y + C' = 0, es m = — A/B, 
ni’ — — A'/ B' y por tanto la condición de paralelismo se pue¬ 
de escribir, como ya vimos en § 8-2, 


A = A o bien AB' — BA' = 0 
A' B' 


y la condición de perpendicularidad se escribe 


AA' + BB' = 0 
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Ejemplos y ejercicios: 1. Comprobar que son paralelas los paies 
3 rectas siguientes: 

3a- — y — 1 = 0 , 6 a; — 2y + 5 = 0; 

2a- — 10?/ — 5 = 0 , a: — 5?/ -4-4 = 0; 

y — 3x , y — 3a; + 4 = 0. 

2. Probar que son perpendiculares los pares de rectas: 

x — y — 1 = 0 , x + y — 3=0; 

3a; — 2 / + 1 = 0 , a; + 3y + 4 = 0; 

y — 2x — 1 , 2 y = — x + 3. 

3. Trazar la recta que pasa por el punto (1, —2) y es perpendicu¬ 
lar a la recta 2a; — y + 1 = 0. Solución: toda recta perpendicular a 
esta última tiene el coeficiente angular jh' = —1/2 y por tanto su ecua¬ 
ción es de la forma ?/=(—l/2 ).r + n; para hallar n basta escribir que 
esta ecuación se satisface para (1, — 2), ó sea, — 2 = — 1/2 + n, de don¬ 
de n = — 3/2 y la recta pedida es y = (— 1/2)a; — 3/2, o sea, 2y + x + 
+ 3 = 0. 


3. Ecuación normal de la recta. — Si p es la distancia del 
origen a una recta y a la inclinación de OP sobre el eje 


+X (fig. 30), la ecuación segmen¬ 
taria (§ 8, [8]) 



V 

sustituyendo a = - — , b = 

eos a 

= —-— , se transforma en la 
sen a 

ecuación siguiente, que suele lla¬ 
marse normal: 


[4] x . eos a + y . sen a = p. 



F\g. 30. 


La dirección de la recta está determinada por la de su vec¬ 
tor normal de origen O y longitud p, cuyos ángulos con los 
semiejes tienen como cosenos los coeficientes A y B de a: e y. 
que hemos llamado (§ 8-2) coeficientes directores de la recta, 
y que ahora se llamarán cosenos directores. 

Dada la ecuación Ax -f- B y = C, será: 

A B C 


eos a sen a p 

Como por la proporcionalidad o igualdad de razones, el 
valor común de las tres es V A 2 +- B-, basta dividir los coefi¬ 
cientes A, B y C por y A 2 +- B 2 para obtener la ecuación nor¬ 
mal A'x — B’y = C', cuyos coeficientes tienen los siguientes 
significados goniométricos 

A' = eos a, B' = sen u, C = p 


i 
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En resumen: 

Dada la ecuación general de una recta Ax + B?/ + C = 0, 
su ecuación normal es 

A x + B y + C = Q 

VA 2 + B 2 

y en ella el término independiente es igual, en valor absoluto, 
a la distancia de la recta al origen de coordenadas. 


Ejemplos: Dadas las ecuaciones 

3x — 4y = 1, 4a — y + 3 = 0 

se normalizan dividiéndolas por 5 y por V 17, respectivamente, resultan¬ 
do asi las ecuaciones normales: 


— x + 

V 17 


V 17 


6 * 5 y 5 v TT * \Ti7 v vTf 

3 4 

Para la primera recta resultan los valores eos a = _ , sen a = — -g 

que determinan la inclinación a r= 53°8' y la distancia desde el origen 
1 


es p= T . 

4 1 

Para la segunda recta resulta cosa = ——, sena = - ,— , que 

V 17 V 17 

dan la inclinación (más brevemente deducida de la pendiente m — 4) 
a = 75°58', la distancia resulta p = 0,73. 


4. Distancia de punto a recta y distancia entre paralelas. 

— Puesto que en la ecuación normal el término constante es 
la distancia desde el origen a la recta, para calcular la distan¬ 
cia a ella desde un punto cualquiera P 0 (^o, l/o) basta trasladar 
a éste el origen de coordenadas. 

Según § 7, [7], si la ecuación de la recta es Az-f B?/ + 
+ C = 0, en el nuevo sistema de origen (x 0 , Uo) su ecuación 
será A(ai' +£ 0 )-|-B(t/' + ?/o) + C = 0, cuyo término indepen¬ 
diente es Axn + Bt/o + C. El término independiente de la ecua¬ 
ción normalizada será este mismo número dividido por 

\/ A~ 2 -f B 2 . Por tanto, considerando sólo valores absolutos por 
simplicidad, se tiene: 

Dada una recta por su ecuación general Ax + B y + C = 0 
y un punto P(#o>2/o), el valor absoluto de la distancia del 
punto a la recta está dado por 

j | Axo + Bi/o + C ! 

Ct — --- • 

V A 2 4 - B 2 

EJEMPLOS: 1. Para hallar la distancia entre las rectas paralelas 
2x — y 4 -1 = 0, 4 x — 2y + Z = 0, se deben primero normalizar, dividiendo 
la primera por V 5 y la segunda por V 20. La distancia será entonces 
igual a la diferencia entre los términos independientes, o sea, 1/ V 5 — 

— 3/ V 20. 
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2. La distancia del punto P(0, —1) a la recta 3# — 4y -j- 4 = 0 
vale 8/5. 

3. Para hallar la distancia del punto P( — 1 , 3) a la recta y = 
= 3x— 1, hay que escribir ésta en la forma 3x — y — 1 = 0, resultando 

en valor absoluto d = 7/V 10. 

Dadas dos rectas paralelas (fig. 31), si normalizamos sus 
ecuaciones según se ha explicado en el párrafo anterior, es de¬ 
cir, con signo positivo de p, sean las dos ecuaciones así nor¬ 
malizadas : 

x . eos a -f y . sen a = p , x . eos a + II ■ sen a = p’ 



Fie. si. 


siendo los mismos los coeficientes directores de las rectas, la 
distancia entre ellas será p' — p. Si, por el contrario, son 
opuestos los vectores p y p’, resultarán positivos los segundos 
miembros, pero opuestos los cosenos directores; unificando és¬ 
tos, cambiando los signos de ambos miembros de una de las 
ecuaciones, resultará p' < 0 y la distancia seguirá expresada 
por la fórmula p' — p, que en este caso es la suma de valores 
absolutos de las distancias desde O a las dos rectas. 

Resumen: Dadas dos rectas paralelas, y normalizadas sus 
ecuaciones de modo que sus primeros miembros sean iguales, 
la distancia entre ambas rectas es la diferencia de términos 
constantes. 

Nota. Por no ser necesario para ulteriores capítulos, dejamos de 
lado el estudio del signo de la distancia, en relación con la ordenación 
adoptada sobre la recta, tema que está minuciosamente tratado en la Geo¬ 
metría Analítica de Fano y Terracini. 

5. Bisectrices de un ángulo. — Dadas dos rectas por sus 
ecuaciones normales P = 0 y Q = 0, las ecuaciones P = Q, 
P = — Q representan el lugar de todos los puntos equidistan¬ 
tes de ambas, es decir, las dos bisectrices del ángulo que for¬ 
man. Estas fórmulas son aplicables al caso de dos rectas pa- 
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ralelas p 4- C = 0. p -f D = 0 ( p expresión lineal y C, D cons¬ 
tantes) , pues la recta p -f- C = — es uecir, ¿p t ^ t 

_¡_ j) = 0 es la mediatriz. La otra ecuación, obtenida igualan¬ 
do ambas, es la recta impropia. 


Ejemplos : 1. Dadas las rectas 3>: — Ay = 10, 4x +3^ = 15, sus ecua¬ 
ciones normalizadas son 

3 4 , 0 4 ,3 q 

x — -v- y = 2; - - x + y = o. 

0 0 0 0 

Sumando y restando resultan las ecuaciones de las dos bisectrices: 

7x — y = 25; x + 7y 5 

2. Sí las dos rectas son 3.r— Ay = 10, x + y — 0, sus normalizadas 

son 



y las bisectrices 




(3 V 2 ± 5) x — (4 V 2í 5) 2 / = 10 V 2 


3. Obérvese que en el ejemplo 1, habría bastado sumar y restar las 
dos ecuaciones dadas, para obtener directamente las bisectrices, sin nece¬ 
sidad de normalizar las ecuaciones; pero esta simplificación se presenta 
por tener las dos ecuaciones el mismo valor A 2 + B\ Igual simplifica¬ 
ción se presenta si una de las ecuaciones del Ej. 1 se sustituye por 


x — 2 V 6 y — C o por ~~ % x 


— - y = C. Compruébese que esa re- 

V 2 ' 


gla de sumar y restar las dos ecuaciones propuestas, para obtener las 
bisectrices, conduce a resultados falsos en los ejemplos que no presentan 
esa coincidencia de valores de A 2 + B 2 . 

Entre los casos que no exigen normalización, por cumplir esta con¬ 
dición está el de rectas paralelas P = C, P = D, siendo C y D constan¬ 
tes cualesquiera. 

4. Si las rectas paralelas son 5x — 7y = $, 5# — 7y = 10, la bisec¬ 
triz, es decir, la paralela media, tiene la ecuación 5x— 7y = 9 t sin ne¬ 
cesidad de normalización. 



Fíff, 32. 


6. Área del triángulo. — 

Si sus vórtices son los puntos 

Po(# 0 > y o) , Pl (XuVl)f P 2 (« 2 , 3/2) 
(fig. 32), la ecuación de la rec¬ 
ta P 1 P 2 . según se demostró en 
(§ 8, [l3] > para coordenadas 
cartesianas generales, es 

x y 1 

A (x,y) = Xx Vi 1 =0 

x 2 2/2 1 

ó sea (?/i — yi)x — 

— ( x 2 — x 1 )y = x 2 y x — Xyijo 




r 
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Ahora, en coordenadas rectangulares, conviene normalizar la 
ecuación, dividiéndola por 

¡ Pi Po 1 = \/ («1 —^ 2 )- -f (2/i — 2/a) 2 

base del triángulo; y entonces la altura o distancia desde el 
vértice P 0 , según hemos visto en el n 9 4, es 

-i r. _ A (aro, yo) 

L 0 J h — t, ü i 


Px P2 


luego el número A (*o, Va), es decir, el determinante de los 
tres vértices, vale Pi P 2 . h, es decir, el duplo del área del 
triángulo. En definitiva: El área del triángulo de vértices 


(*0, 

Vo), 

(*n 

Vi), 

(,X 2 , 

V 2 ) 

es 






X» 

yo 

1 


[6] 

Ár 

ea = 

= i 

X\ 

yi 

1 = 

¿ ; 





x 2 

V-i 

1 



Signo 

del 

(¡rea. 


Esta 

segunda 

fórre 


X 0 !h 

x,) y 2 


yo 

yo j 


área mediante los dos vectores que forman dos lados clel triángulo. Si 
estas componentes son (x h y¡) (x s , ]/•.•), lo que equivale a trasladar los 
ejes, adoptando P<. como origen, es 

Área = ^ Xi x 2 - #1 ^2 (w 2 — wh). 

2 ¡ x~ 2/2 2 \ x* xi > 2 


Si llamamos Po al vórtice de abscisa mínima, son ari > 0, x s > 0, y 
si es ra- > ??ii, es decir, positivo, el sentido de circulación Po Pi P 2 , resul¬ 
ta A > 0, siendo en cambio negativo el valor obtenido para el área si 
el sentido de circulación Po Pi P 3 es negativo. 

Así como la fórmula cl = b — a atribuye al segmento AB de una 
recta un signo ± que es como ya vimos (§ 1) acorde con el sentido del 
segmento, así la fórmula [Gj del área da ésta con signo ± según sea el 
orden circular en que se considera el contorno.. Esta asignación al va¬ 
lor de cada área de un signo ± es debida a Mobius 1827. 


7. Área del polígono. — Gracias a la introducción del sentido en el 
área, la descomposición de un polígono en suma de triángulos, a partir 
de un punto O, alcanza validez general. Si O es interior al polígono 
Ai A a ... A, (fig. 33), el área de éste es 

[7] S = OA, A 2 + OA = A 3 + ... + OA„-i A n + O A, Ai 



Fie 33. 
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como se ve, si no hay superposición de triángulos. Todos ellos son po¬ 
sitivos, si lo es el contorno, y el área de la suma es la suma de las áreas 
parciales. 

Siendo el origen O interior, cabe que haya triángulos rampantes 
(dibújese un caso) y forzosamente sucederá ésto si O es exterior. La fi¬ 
gura demuestra la validez de la fórmula [7] para el caso del triángulo 
AiAaAa, y será ejercicio instructivo la demostración de [7] para todo 
caso, resultando en definitiva para el duplo del área la fórmula 

[8] 2S=(ar, y, — x~.y,) + (*s y* — x^y*) + ... + ( x„yo — x a y a ) 

Basta, en efecto, descomponer el polígono en suma de triángulos no 
rampantes por segmentos interiores (por ejemplo diagonales), cada uno 
de los cuales MN pertenece a dos triángulos contiguos MNP-f NMQ. 
Al expresar cada uno de éstos por la descomposición [7], resulta: 

(OMN + ONP + OPM) + (ONM + OMQ + OQN) 
desapareciendo el segmento MN y análogamente todos los interiores, que¬ 
dan pues, los del contorno A l As, A*Ai, ..., A„Ai, es decir, la expre¬ 
sión [8], 

8. Método de los trapecios y método de los ángulos. — 
En lugar de formar triángulos con el origen, es preferible con¬ 
siderar los trapecios de los lados A r A rU con sus proyecciones 

sobre el eje X 
(fig. 34), y bas¬ 
ta multiplicar la 
altura x r — z r *i 
por la suma 

Vr + Vr* 1 para 
tener el duplo 
del área. 

Suponiendo 
todas las orde¬ 
nadas positivas, 
como siempre 
se logrará su¬ 
rte- *<• mándolesuna 

constante, es de¬ 
cir, trasladando el eje X, si es x r < x„i el trapecio correspon¬ 
diente debe ser negativo; y positivo en caso contrario, luego: 

[ 9 ] 2 S = (a.’i — x 2 ) (Vi +1/2) + (#o — £3) (2/2 -+■ 2/3) -f* 

+ ... + (x„ — x 0 )(y n + y 0 ) 

cuyo desarrollo coincide con [8] ; pero es preferible calcular 
directamente [9] que sólo exige n productos, mientras [8] 
exige 2 n; sin embargo, ni una ni otra son adecuadas para los 
cálculos de agrimensura, porque los elementos que se miden 
sobre el terreno son longitudes de los lados de cada poligonal 
y ángulos de cada dos lados consecutivos. 

Calculadas, por diferencias sucesivas, los rumbos o inclinaciones de 
los vectores A r A r .i (fig. 35) sobre el eje adoptado, las coordenadas de 
Ar*i se deducen de las A r sumándoles a r eos a r y a r sen a r , luego las 
diferencias que componen [8] se reducen así: 



r. 


/ 


XtUcíI— Xc-lVr = Xr (V r+ Or Sen Ctr) - (Xr + Clv COS «, ) J/r = 

— a r (i>sen a r — y r cosa,) 


% 

% 



Fiff. 35. 


Los productos y sumas necesarios para calcular el área S se dispo¬ 
nen en planillas especiales para simplificar el cálculo. 


Ejercicios 

1. Encontrar la ecuación de la recta que pasa por el punto (1, 
y cuya pendiente es 2. 

2. Encontrar la ecuación de la recta que pasa por el punto (5,—1), 
y cuya pendiente sea la misma que la de la recta determinada por los 
puntos (0,3) y (2,0). 

3. Encontrar al ecuación de la recta que pasando por el punto (1/3, 
2/3), tenga pendiente infinita. 

4. Un punto está situado a 8 unidades del origen y el coeficiente 
angular de la recta que lo une al origen es —1/4. ¿Cuáles son las coor¬ 
denadas de este punto? 

5. Encontrar la ecuación de la recta que pasando por el punto de 
intersección de 6x— 2?/ + 8 = 0, y de 4x— 6y + 3 = 0, sea perpendicu¬ 
lar a 5x + 2?/4*6 = 0. 

6. ¿Cuál es la ecuación de la recta perpendicular a la recta de ecua¬ 
ción: 2.r — 37/4-7 = 0 en el punto medio del segmento comprendido en¬ 
tre los ejes coordenados? 

7. Encontrar el ángulo agudo que forman las dos rectas de ecuacio¬ 
nes 2x — y 4- 8 = 0; 2x + 5y — 4 = 0. 

8 . Encontrar el ángulo agudo que forman las rectas trazadas desde 
el origen a los puntos de trisección de la parte de la recta de ecuación 
2x-j-3 y — 12 = 0. comprendida entre los ejes coordenados. 

9. Encontrar la ecuación de las rectas que pasan por el punto 
(4,—3), y forman un ángulo de 45° con la recta de ecuación 3x 4- 4 y = 0. 

10. La base de un triángulo está formada por la recta que une los 
puntos (—3,1), (5, —1). ¿Cuál es la distancia del tercer vértice (6,5) 
a la base? 

11 Por el punto de intersección de dos rectas Li, L 2 se desea trazar 
una recta que forme con los ejes un triángulo de área prefijada. 

Ejemplo: La = 2x — y +2 = 0; L* = x — y 4-1 = 0, area = 3/2. 
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12. En un triángulo ABC, rectángulo en A. se traza una de las 

bisectrices BD. que encuentra en D al lado AC y en E a la altura AH. 

Se traza por E una paralela FG a BC, limitada en F sobre AB. y en 
G sobre AC. Demuéstrese que AD = GC, y que el ángulo DHF, es recto. 

13. Encontrar la distancia entre las dos paralelas: 2.v -f 3y— 
— 8 = 0; 2a; + 3y— 10 = 0. 

14. Hállese la ecuación de una recta que pase por el punto común 

a las L, y L ; . y diste del punto P(0,1), una longitud igual a 1/V 5. 
L. = x + 2y • - ’l = 0; L 2 = 2x — y 4- 3 = 0. 

15. Dados dos ejes perpendiculares OX, OY, y una recta que los en¬ 
cuentra en A y B, se proyecta el punto O en C, sobre AB, y luego se 

trazan las paralelas CD y AD, CE y BE a los ejes y se proyecta el 

punto C, en P y Q sobre los ejes. 

Demostrar: 

l 9 ) El coeficiente angular de DE, es el cubo del de AB 
2 9 ) Las rectas PQ, AB, DE, son concurrentes. 


3 9 ) Si llamamos I al punto común, tendremos 


IP 

IQ 


DA 

_r 

ob‘ 


16. Encontrar la ecuación de la recta determinada por los puntos 
(1,1); (—2,—3) y sobre ella los puntos que están a 15 unidades de 
los puntos dados. 

17. Desde el punto (9,5) se bajan perpendiculares a los lados del 
triángulo cuyos vértices son (8,8), (0.8), (4,0). Probar aue los pies 
de estas tres perpendiculares están sobre una misma recta. 


§ 11. Complementos al Capítulo II 


Las coordenadas cartesianas generales, estudiadas en §§ 6, 7, 8, son 
el instrumento adecuado para el estudio de la? propiedades lineales o 
afines, intersecciones, proyecciones, paralelismo, ..., mientras que para 

el estudio de los problemas métricos 
Y» (distancias, ángulos, perpendiculari- 

Y dad, áreas, ...), hemos adoptado el 

/ Y sistema ortogonal. Pero esta separa- 

' ción no puede mantenerse absoluta- 

-mente, pues adoptados ejes oblicuos 

/; surgen a veces ciertas cuestiones mé- 

> ¡ tricas que es preciso resolver dentro 

/ / i de este sistema. Veamos la complica- 

U / ción que acarrea este uso de sistema 

V / '/ « no adecuado al problema. 

f\ó • ! 1. Cambio de eje Y por el orto - 

/ \ / ¡ X O onal al X . Si el eje Y oblicuo al X 

X- x ; -- se cambia por el Y' ortogonal (fig. 

36), conservando la misma unidad V 
el tránsito de las coordenadas oblicuas 
Fi'»’. 26 . (*, ¿/) a las ortogonales (x, ?/') es in¬ 

mediato: 

DI , ^ [2] 

x = x -f y . eos h I . , x — x — íj ctg 5 

, * > o inversamente ,. * 

V = y . sen o J V — V / sen o 

fórmulas de frecuente uso cuando se presente algún problema métrico. 
Veamos algunos. 
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3 Perpendicularidad . La recta y — mx tiene como nueva ecuación, 
en el sistema ortogonal (x\ y'). 


i 


y = m x 


. , m . sen 8 

siendo m = ——.-- 

1 4- m eos o 


Como la perpendicularidad en coordenadas ortogonales está expre¬ 
sada por la condición m\ . —1 su expresión en oblicuas, será: 

vu . visserrO -f (1 + wiicos0)(l + vis eos, 9) — 0 
que simplificada se reduce a ésta: 

[3] vh . vis + (wti + m 2 )cos0 = —1 

Si hubiéramos partido de ella, se deduciría como caso particular para 
9 — 90° la fórmula Vh . ??? 2 = —1. 

b) Coeficiente angular . Por división de las expresiones y simplifi¬ 
cación en el sistema ortogonal se llega a la fórmula siguiente, que más 
brevemente resulta como inmediato corolario del teorema de los senos: 




J i _ 


sen a 


x sen (9 — a) 

y en particular, para 0 = 90°, es m = tga, como ya sabíamos. 

2. Distancia entre dos puntos . La fórmula del coseno, aplicada al 
triángulo que forma el radio vector con los segmentos coordenados, ex¬ 
presa el radio vector en coordenadas oblicuas: 

[4] r 3 = x' + y 2 + 2 xy eos 9 

fórmula de uso frecuente, válida en todos los cuadrantes (fig. 37). En 
efecto, el tercer término del trinomio, tiene el valor siguiente: 

cuadrante I —2x1/005(180° — 0) 

„ II —2(— x) y eos 9 
„ III —2 (—x) (—2/)cos(180° — 9) 

„ IV — 2x(—y/ eos 9 

es decir, en todos los casos resulta la expresión [4j. 



Fie. 37. 


Fíít. 3S. 


Más general: dados los puntos Pi(.Ti, 2 /i) y P 2 (x 2 , y 2 ), el mismo teo¬ 
rema del coseno da la expresión siguiente para la distancia entre los dos 
puntos: 

[5] d- = (jfi — Xs ) 2 + (?/: — y-,) 2 + 2(Xi — Xa) (yi — 2 / 2 )eos 0 

fórmula que es consecuencia inmediata de la [4] . 

Obsérvese que los cuatro casos allí considerados se reducen a dos 
según que la recta de unión de los dos puntos tenga su dirección en los 
cuadrantes I-JI o bien II-IV, como salta a la vista en la figura 38. 






66 


GEOMETRÍA DEL PLANO. PUNTOS, RECTAS Y VECTORES § 11 -C. II 


3. Cosenos directores en coordenadas oblicuas. Proyectando el vec¬ 
tor OP = OA +AP sobre los ejes OP, X é Y, resulta respectivamente: 

Q = x . eos XP + y . cosYP 
q . eos PX = x + y eos YX 
0 . eos PY = x . eos YX + y 

relaciones lineales homogéneas cuya compatibilidad exige la anulación del 
determinante. 


1 eos XP eos YP 
eos PX 1 eos YX 
eos PY eos YX 1 



luego resulta la ecuación 

cos 2 XP + cos 3 YP = sen 2 o + 2 eos XP . cosYP . eos 0 

que es la relación fundamental que liga los cosenos directores en coor¬ 
denadas oblicuas. 


Ejercicios 

1. Dada la recta Sx — 2 y + 1 = 0, hallar las rectas paralelas a ella 
que distan del origen dos unidades. 

2. Ecuación de una recta que pase por P(4, 3) y corte a los ejes coor¬ 
denados en los puntos A, B tales que OA.OB = 54. 

3. Dados los puntos A (0,0), B(0,—3), C(5, 4) hallar las ecuaciones 
de las tres alturas y comprobar que pasan por un mismo punto. Lo mismo 
con las tres medianas. 


CAPÍTULO III 

CIRCUNFERENCIA Y FAMILIAS DE CIRCUNFERENCIAS 

§ 12. Circunferencia y círculo 

» 1. Definición y ecuación de la circunferencia.— Def. 1. Se 

define la circunferencia como el lugar geométrico de los pun¬ 
tos de un plano que equidistan de un punto fijo del mismo, 
denominado centro. A la 
distancia constante de 
los puntos de la circun¬ 
ferencia al centro se de¬ 
nomina radio. Vamos a 
estudiar analíticamente 
la circunferencia en un 
sistema de ejes ortogona¬ 
les 1 (fig. 39). 

De la expresión ana¬ 
lítica de la distancia 
(§ 10-1) se deduce que si 
(a, p) son las coordena¬ 
das del centro y r es el 
* radio, la condición nece¬ 

saria y suficiente para 
que la distancia de un punto M(x, y) al centro sea igual a r, es 

[1] (x — a) 2 + (y — p) 2 = r 2 

luego ésta es la ecuación de la circunferencia. Recíprocamente, 
a toda ecuación de este tipo corresponde una circunferencia 
de centro (a, P) y radio r. 

Desarrollando [1] y poniendo 5 = a 2 + P 2 — r 2 tendremos 
la ecuación de la circunferencia bajo la forma 

[2] x 2 + if- — 2ax — 2Pí/ + 8 = 0 

y es claro que siempre que se cumpla la condición (ct 2 + P 2 — 
— 5 > 0), toda ecuación del tipo [2] representará una circun¬ 
ferencia de centro (a, P) y radio r, tal que r 2 = a 2 + P 2 — 6. 



A El estudio en coordenadas rectangulares se justifica por intervenir en la definición 
de la circunferencia en forma esencial el concepto métrico de distancia. 
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EJEMPLOS: 1. La ecuación de la circunferencia de centro (—3, 1) 
y radio 4 es 

(x±'ó) Á + {y — D* = 16. o sea, x 2 + y 2 + 6x — 2y —6 = 0. 

2. La ecuación de la circunferencia de centro el origen y radio r es 

«i * « <• 

x + y ‘ = 

3. La ecuación de la circunferencia de centro (—1, 0) y radio 1 es 

(x + l) 2 + y* = 1 , o sea, x 2 + y- + 2x = 0 . 

La ecuación más general posible de segundo grado es de 
la forma 


[3] 


ax 2 + by- + 2 hxy + 2 gx + 2fy + c = 0 


Para que ella represente una circunferencia es necesario 
que exista una ecuación del tipo [2] que tenga sus coeficientes 
proporcionales a los de la [3]. Es decir, que se tiene que cum¬ 
plir 


a = b = 


; h = 0. 


Por consiguiente se han de cumplir las condiciones siguien¬ 
tes: a = b 0 (para que la ecuación sea de segundo grado), 
y además 


~ = a 2 -H3- — 6 > 0 ó (p + f- — ac > 0 


En resumen: Las condiciones necesarias y suficientes para 
que una ecuación de segundo grado [3] represente una circun¬ 
ferencia son: 

[4] a = b =£ 0, h = 0, g- -j- f 2 — ac > 0 

Cuando a = b = 1 se dice que la ecuación es normal. 

Suponiendo la ecuación normal, o sea a = b = 1, las coordenadas del 
centro y el radio de la circunferencia [3] (supuesto ya h = 0), están 
dados por 

a = — g, 0 = — /, r s = g 2 + f — c. 

Si es g ! + P—- c < 0, se dice que se trata de una circunfei-encia de 
radio imaginario. Si g" -f f 1 — c = 0, la ecuación de la circunferencia se 
puede escribir (» + g) 1 -f (y 4 - f) 2 = 0, que sólo se satisface para el pun¬ 
to real x ■ = — g, y — — /, pero puede decirse que representa dos rectas 
imaginarias, a saber: y + f -f- i(x + g) = 0, y+f — í'(a: + £í)=0, puesto 

que el producto de estas dos ecuaciones es la ecuación de la circunfe¬ 
rencia. 

Ejemplos: 1. El centro y el radio de la circunferencia ar + y * — y = 
= 0 son «=0, 0 = 1/2, r= 1/2. 

2. El centro y el radio de la circunferencia ar + y 2 — 2x -f y —1=0 
son a = 1, 0 = —1/2, r= 3/2. 
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2. Intersección de una recta con una circunferencia. -— El 

problema geométrico de determinar la intersección de una rec¬ 
ta con una circunferencia es analíticamente el de resolver el 
sistema 

[5] (x — a)- — (y — 0) 2 = r- ; mx + ny -f p = 0 

formado por las ecuaciones de la recta y de la circunferencia. 
El sistema, estando formado por una ecuación de primer gra¬ 
do y una de segundo, se reduce a la resolución de una ecuación 
de segundo grado; luego puede tener dos soluciones reales dis¬ 
tintas, una solución real doble, o dos soluciones imaginarias 
conjugadas. En el primer caso la recta es secante a la circun¬ 
ferencia y hay dos puntos comunes. En el segundo caso se 
dice que la recta es tangente a la circunferencia. La recta y la 
circunferencia tienen entonces comunes un sólo punto. En el 
tercer caso no hay puntos comunes a la recta y a la circunfe¬ 
rencia. 

Dados en el plano una circunferencia y una recta, tomemos 
como origen de coordenadas el centro de la circunferencia y 
como eje OX la perpendicular a la recta. Las ecuaciones de 
la circunferencia y de la recta son 

x- + y- = r 2 , x = a 

y eliminado x llegamos a la ecuación y- = r- — a- que tiene 
dos soluciones, una o ninguna, según que se tenga r > a, r — a 
ó r < a, luego (como a es la distancia del centro a la recta), 
deducimos que: 

La recta tiene con la circunferencia dos puntos comunes, 
uno o ninguno, según que su distancia al centro sea menor, 
igual o mayor que el radio. 

3. Ecuación de la tangente a la circunferencia en un pun¬ 
to. — Sea la circun¬ 
ferencia de ecuación 
(x — a) 2 + (y — (3) 2 = 

= r- y M(x 0 , y o) un 
punto de la misma 
(fig. 40). Considere¬ 
mos la ecuación de 
la familia de rectas 
V — 2/o = m(x — x 0 ), 
que pasan por el pun¬ 
to (x n , y o), con excep¬ 
ción de la x = x 0 . 
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Para determinar la tangente a la circunferencia en dicho 
punto hay que determinar el valor de m tal que el sistema de 
las ecuaciones de la circunferencia y de la recta, tenga una sola 
solución doble. Para ello la ecuación en x 

[6] (x — a) 2 + lyo + m(x — x 0 ) — p] 2 = r 2 

tiene que admitir la raíz doble x 0 . Como se puede ver en cual¬ 
quier curso de Álgebra 1 es para ello necesario y suficiente, 
puesto que x n es raíz de la ecuación, que la ecuación obtenida 
derivando [6] respecto de x, 

2(x — a) + 2 [ 2 /o + m(x — *„) — p]m = 0 
tenga también a 0 como raíz. Es decir, que se tenga 

x 0 — a + (2/o — P) m = 0 

y si i/o 4 P es para ello necesario y suficiente que se tenga 

a’ 0 — a 

m = — —-s- , 

2/o — P 

luego la ecuación de la tangente es 

x 0 — a . 

V — 2/o —- cT I a — Xl>) 0 sea: 

2/o —P 

[7j (a — Zo) (x 0 — n) + (y — y 0 ) (2/o — P) = 0. 

Queda ahora el caso en que y 0 — P; entonces debe ser 
x„ = a -f r y la recta x = x 0 es ahora tangente a la circunfe¬ 
rencia. Basta ver, en efecto, que poniendo x = x 0 en la ecua¬ 
ción [6] se reduce dicha ecuación a la (y — p) 2 = 0, que tiene 
la solución doble y = p. 

Si en [7] hacemos y 0 = P, a ft = a ±r la ecuación toma la 
forma x — x 0 . Podemos, pues, enunciar el teorema siguiente: 

La ecuación [7] es la ecuación general de la tangente a la 
circunferencia de centro (a, P) y radio r en el punto (.r 0 > yo) 
de la misma. Cuando la circunferencia tiene su centro en el 
origen, la ecuación toma la forma xx, : , — av’ + y yo — Vo" — 0, 
y como x 0 --\-y,r = r- se puede $oner en la forma 

[8] xx 0 + 2/2/o = 7‘. 

La recta que une el centro (a. P) con el punto ( Xo, yo) tie¬ 
ne como ecuación 

[9] (x — x 0 ) (2/o — P) — (2/ — 2/o) Un — a)= 0 

y se prueba inmediatamente que las rectas de ecuaciones [7] 

1 Ver, po rejemplo: Rey Pastor, Pí Calleja, Trejo: Análisis Matemático , Vol. X» 
pá*. 532. 
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y [9] son perpendiculares. Obtenemos así analíticamente el 
conocido teorema de la geometría clásica: 

La tangente a una circunferencia en un punto es perpen¬ 
dicular al radio que pasa por el punto de contacto. 

Ejemplos: 1. Para hallar la tangente en el origen (.to=0, y» = 0) 
a la circunferencia su + y= — # + 2y = 0, basta observar que el centro 
es a =1/2, p = —1 (ver n? anterior) y por tanto, según [7], la tan¬ 
gente buscada es 

— (1/2)a; + y = 0 , o sea, x — 2 y = 0 . 

2. La tangente a la circunferencia x" + y" — 8 = 0 en el punto 
(2, —2) de la misma, según [8], es 2x — 2 y — 8 = 0. 

4. Intersección de dos circunferencias. — Si las circunfe¬ 
rencias tienen como ecuaciones 

f x- + y s — 2ax — 2p?/ 4- 5 =0 
[10] l s 2 + y- — 2a'x — 2p ’y 4- 5' = 0 

el problema de buscar los puntos comunes a las dos circunfe¬ 
rencias es el de buscar las soluciones de este sistema de ecua¬ 
ciones, que es equivalente al [10]: 

r x 1 + 2 1 2 — 2a# — 2P?/ + 5 = 0 

i 2(a'-a)a:4 2(P'-P)2/+5-5' = 0 

obtenido restando la segunda ecuación de la primera, sistema 
de dos ecuaciones, una ele segundo grado y otra de primero, 
que puede tener dos soluciones reales distintas, una solución 
real doble o dos imaginarias; las dos circunferencias tendrán 
entonces respectivamente, dos puntos comunes, uno solo, o nin¬ 
guno. 

Dadas dos circunferencias cualesquiera tomemos como eje 
OX, la línea de los centros, y el origen en uno de éstos, de 
forma que el otro quede en la parte positiva de OX. Las ecua¬ 
ciones de las circunferencias son entonces 

* 2 4- y 2 = r 2 ; (a — d) 2 + y s - r' 2 

siendo d la distancia de los centros y r y r' los radios. Res¬ 
tando las ecuaciones se obtiene 

d^r 2 — r' 2 

2 dx — d- = r 2 — r' 2 x = - - 

y reemplazando en la primera 


2 dx 


d 2 = r 2 


r' 2 


x — 


o _ 0 (d 2 + r 2 — r' 2 ) 2 

^ - 1 - ( 2 d) 2 

Esta ecuación tiene raíces reales si es 

d 2 -f r 2 — r' 2 j 
^ 2 d 


r > 


o sea: 


2 dr < d 2 + r 2 — r' 2 < 2 dr 
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correspondiendo el signo igual al caso en que la raíz es doble. 
La primera desigualdad puede escribirse en la forma 

0 < (d + r) 2 — r' 2 r* < (d + r ) 2 

y la segunda: (el — r) - — <0 ( d — r) - < r'- 

y como c1, r y r' son positivos, estas desigualdades se reducen a 

f< cl + ’• , d > r ’ - r d < r +y 

a 1% ^ iv y' /*/ \t AK ri X a»/ 


o bien 


r' < el — r < ? 


d > ?• 


que son la condición necesaria y suficiente para que las cir¬ 
cunferencias tengan puntos comunes, correspondiendo el signo 
igual al caso en que tengan un solo punto común. Por consi¬ 
guiente : 

1 Q Si la distancia de los centros es mayor que la suma de 
los radios o menor que la diferencia, las dos circunferencias 
no tienen puntos comunes. 

2 9 Si la distancia de los centros es menor que la suma de 
los radios y mayor que la diferencia, las dos circunferencias 
tienen dos puntos comunes, que (como se deduce fácilmente de 
los cálculos anteriores) son simétricos ortogonalmente respec¬ 
to de la línea de los centros. 

3 9 Si la distancia de los centros es igual a la suma o a la 
diferencia de los radios, las circunferencias tienen un solo pun¬ 
to común en la línea de los centros. La abscisa de ese punto es 


x 0 — - 


(r ± r ') 2 4- r 2 


2r-_± 2 rv* 
2 (r ± r') 


= r 


2 (r±rO 2 (r±r > ) 

y por tanto la recta x ~r = d — r' es tangente en el punto 
común a ambas circunferencias; se dice entonces que las cir¬ 
cunferencias son tangentes en dicho punto. 

Los resultados anteriores suponen que d =j= 0, es decir, que 
las circunferencias no son concéntricas; si lo fuesen y tuvie¬ 
sen distinto radio, no tendrían puntos comunes y si el radio 
fuese el mismo, coincidirían. 


5. Tangentes desde un punto a la circunferencia. — Dada 
una circunferencia de ecuación 

(x — a y-+ (y — |3) 2 = r- 

y un punto (.ri, ?/,) del plano, el problema de determinar las 
tangentes a la circunferencia que pasan por el punto se re¬ 
suelve si podemos determinar las coordenadas de los puntos 
de contacto. Si x ( , é y () son las coordenadas de dicho punto de- 
oen satisfacer al sistema de dos ecuaciones 

(Xi — Xc ,) (Xc — a) -f (?/i — 2/o) (y 0 — p) = 0 
(Xo — a)- -f- (?/o — (3)- = r- 
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que expresan, la primera, según [7], que la tangente a la cir¬ 
cunferencia en (x n , 7/n) pasa por el punto (x-u!h)> y I a segun¬ 
da que el punto está en la circunferencia. Sumando estas dos 
ecuaciones queda una ecuación de primer grado en .r 0 é ?/ 0 y 
por consiguiente el sistema puede tener dos soluciones reales, 
una o ninguna. 

Dados en el plano una circunferencia y un punto, tomemos 
un sistema de coordenadas con origen en el centro de la cir¬ 
cunferencia y cuyo eje OX pasa por el punto, estando éste ade¬ 
más situado en la parte positiva. Siendo en este sistema de 
coordenadas a = 0, (5 = 0, y¡ = 0 y poniendo aq = d, las ecua¬ 
ciones del sistema anterior se reducen a 

dx a = r- , Xo- -f y,r = r s ; 

donde r es el radio de la circunferencia y d la distancia del 
centro al punto. Eliminando x 0 en el sistema, obtenemos la 
ecuación 



que tiene dos soluciones reales, una o ninguna, según que sea 
r < d, r = d ó r > d. Luego según que la distancia del punto 
al centro sea mayor, igual o menor que el radio, se pueden 
trazar desde él dos tangentes, una o ninguna a la circunfe¬ 
rencia. 

Si restamos las dos ecuaciones del sistema que determina 
x 0 é yo obtenemos 


.Tn- -f- y,r — dx 0 = 0, o sea: 



lo que nos prueba que los puntos de contacto están en una cir¬ 
cunferencia que pasa por el centro de la circunferencia dada 
y por el punto dado, y cuyo centro está en el punto medio del 
segmento que dichos puntos determinan. Obtenemos así la pro¬ 
piedad que sirve de base para el trazado clásico de las tangen¬ 
tes a una circunferencia desde un punto exterior. 


6. Determinación de las tangentes, paralelas a una recta. — 

Supongamos la circunferencia con centro en el origen; vamos 
a determinar las tangentes paralelas a una recta de coeficiente 
angular m. 

Sea y = m'x la recta perpendicular a la dada y que pasa 
por el centro, su coeficiente angular es rn' — — 1//». Para ha¬ 
llar la intersección de esta recta con la circunferencia dada, 
hay que resolver el sistema: 

y = m'x , x- + y- = r- 
cuyas soluciones son 
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± r ± m'r 

* = ’ v = vi + ^ 

Las tangentes que pasan por dichos puntos son perpendi¬ 
culares a los radios que pasan por el punto de contacto; por 
consiguiente son paralelas a la recta dada y son las soluciones 
del problema. Sus ecuaciones resultan, después de sustituir 
nuevamente m' = — 1/m y quitar denominadores 

y = mx ± r \/T + m¿ 

que son las ecuaciones de las dos tangentes a la circunferen¬ 
cia paralelas a una dirección dada. 

En el caso general cuando la circunferencia tiene por ecua¬ 
ción 

(* —a) 2 + (2/ — P) 2 = r 2 

una simple traslación de ejes nos probaría que las tangentes 
solución del problema tienen como ecuaciones 

[11] y = mx — ma 4- p ± r yfl + m 3 

Las tangentes paralelas a. eje OY tienen como ecuaciones, 
como se deduce imediatamente, 

x = a ± r. 

7. Determinación de circunferencias. — La ecuación de 
una circunferencia contiene tres parámetros arbitrarios, luego 
para determinar una circunferencia sujeta a cumplir ciertas 
condiciones habrá que expresar estas condiciones en forma ana¬ 
lítica, mediante relaciones entre los parámetros, lo que nos 
conducirá a un sistema de ecuaciones entre los parámetros, 
que habrá que resolver; reemplazando las soluciones obtenidas 
en la ecuación general de la circunferencia se obtendrá la 
ecuación de la circunferencia del problema pedido. El uso de 
propiedades geométricas conocidas puede facilitar mucho la 
solución del problema, como igualmente la elección o el cam¬ 
bio del sistema de ejes. 

Tomemos, como ejemplo, el problema de determinar la ecua¬ 
ción de la circunferencia que pasa por tres puntos, M¡(.r¡,i/i), 
M« (*2,2/2) y M 3 (*3,2/3). Sabemos determinar la ecuación de 
la recta que es perpendicular al segmento Mi, M 2 en su punto 
medio, la de la recta que es perpendicular al segmento Mi M3 
en su punto medio. Las coordenadas del punto de intersección 
de estas dos rectas son las coordenadas del centro de la cir¬ 
cunferencia y dicho punto existe siempre que las rectas no 
sean paralelas, es decir, siempre que los tres puntos Mi, M 2 
y M 3 no estén alineados. El radio es la distancia del centro 
a uno de los puntos dados. 

Otra forma de resolver este problema sería escribir las condiciones 
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para que la ecuación general de la circunferencia pase por los tres pun¬ 
tos. es decir las ecuaciones 

(*1 — a) a + ( 2/1 —P) 2 = r* 

<* 8 — a) a + (y,- P) y = r 

(*3 —a y + ( 2 / 3 -P) 2 = r 3 

y hay que resolver este sistema tomando como incógnitas a, P y r. Res¬ 
tando las dos últimas de la primera quedan dos ecuaciones de primer 
grado en a y p; resolviéndolas y reemplazando los valores en una de las 
ecuaciones se tendría el valor de r. 

Se logra una solución directa del problema escribiendo la 
ecuación en la forma de un determinante. Dicha ecuación es 
la siguiente: 

¡ x- -f y - x y 1 

M91 *i s + y i 2 *1 2/1 1 _ o 

L J *2- + V-J- x -2 Vi 1 1 

*$ 2 H- 2/3- *3 Vz 1 i 

En efecto: desarrollando el determinante por los elementos 
de la primera fila se tiene 

A(* 2 + y-) + B* + Cy + D = 0 

en donde A, B, C y D son los menores complementarios de los 
elementos de la primera fila. Si los elementos no están ali¬ 
neados es A^O (§ 8-3), luego la ecuación anterior es la de 
una circunferencia que pasa por los tres puntos ya que al 
reemplazar las variables x é y por uno cualquiera de esos va¬ 
lores se obtiene un determinante igual a cero por tener dos fi¬ 
las iguales. 

Ejemplo: La ecuación de la circunferencia que pasa por los tres 
puntos (0, 0), (0, 1), (1, —2) es 



que desan-ollando, da ar-f 

+ y 2 — 7* — y = U. 

8. Ecuaciones para- 
métricas de la circunfe¬ 
rencia. — Considere¬ 
mos la circunferencia 
con centro en el origen, 
su ecuación es entonces 
x' 2 + y 2 = r 2 . Sea M un 
punto cualquiera y t el 
ángulo que forma el se¬ 
mieje positivo OX con 
la semirrecta OM. Se 
tiene (fig. 41) 



Fiír. 41. 
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OP = x , PM = y , y por tanto 
[13] x = r eos t , y = r sen t 

Recíprocamente, dado un valor de t cualquiera entre 0 y 2.-t, 
los puntos de coordenadas r eos t, r sen t están en la circun¬ 
ferencia, luego las ecuaciones [13] son las ecuaciones paramé¬ 
tricas de la circunferencia. 

El parámetro t puede también variar entre —rt y a para 
obtener todos los puntos de la circunferencia. 

Si tomamos ahora u = tg t/2 y recordando las fórmulas 


2‘g-'- 1 - tg= 

sen t = -— ; eos t = -—- 


se tiene, reemplazando sen t y eos t en función de u, las si¬ 
guientes ecuaciones paramétricas 





r 


1 + u- 



2 u 

f + ñi¬ 


que nos dan las coordenadas de los puntos de la circunferencia 
como funciones racionales de un parámetro u. Es claro que a 
u hay que darle todos los valores reales para obtener todos los 
puntos de la circunferencia. 


El caso en que el centro es un punto cualquiera, se reduce 
al anterior mediante una traslación de ejes y se tienen las 
ecuaciones 


[15] x = a + r eos t ; y = b r sen t 


0. Ecuación de la circunferencia en coordenadas polares. — 

Dada una circunferencia por su ecuación general [2], si to¬ 
mamos un sistema de coordenadas polares con el polo en el 
origen y el eje OX como eje polar, y aplicamos las fórmulas 
(§ 9-[12]) de cambio de coordenadas, la ecuación [2] toma la 
forma, llamando ahora co al ángulo polar, 

[16] o 2 — 2o (n eos w -j- [5 sen co) +5 = 0 

que es la ecuación general de la circunferencia en coordenadas 
polares. 

Si oo y too son las coordenadas polares del centro de la cir¬ 
cunferencia y r su radio, se tiene 

p 0 -’ = a- (5- ; ó = n 0 2 — r- ; a = o 0 eos io 0 ; (í = p„ sen co 0 
y la ecuación [16] toma la forma 

[17] q- —2o oo eos (co — coo) + Oo 2 — r- = 0 
Como casos particulares importantes se tiene: 


» 




í 


o 


I 


i 




í 
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Ecuación de la circunferencia que pasa por el polo (o«, = r), 
o = u cosco -r (5 sen co, o bien, o = 2 r eos (co — co.,) . 

Ecuación de la circunferencia tangente en el polo al eje 
polar (o,, = r, co 0 = ^/2), 

p = 2 r sen co. 

Ecuación de la circunferencia tangente en el polo a la per¬ 
pendicular al eje polar (o 0 *= r, co 0 = 0), 

p = 2 r eos co. 

Ecuación de la circunferencia cuyo centro es el polo (p 0 = 0), 

p = r. 


§ 13. Ejes radicales. Haces de circunferencias 

1. Potencia de un punto respecto a una circunferencia. — 

Teorema 1. El producto de los segmentos MA y MB, que tie¬ 
nen como origen un pun¬ 
to fijo M del plano y 
como extremos los pun¬ 
tos A y B de intersec¬ 
ción de una circunferen¬ 
cia fija con una secan¬ 
te variable que pasa por 
M, es constante. 

Sea la ecuación de la 
circunferencia (a; — 

— «)- (?/ — P)- = r- y 

a-o e y 0 las coordenadas 
del punto M. 

Las rectas que pasan 
por M (fig. 42) tienen 
como ecuaciones para¬ 
métricas 

x = x 0 + o eos f , y = yo + p sen t 

en donde t es el ángulo que forma el semieje positivo OX con 
la recta MA, y el parámetro o es la distancia de un punto cual¬ 
quiera de la recta a M. Los valores de p correspondientes a 
los puntos A y B de intersección de la recta con la circunferen¬ 
cia, es decir, las longitudes MA y MB son las raíces de la ecua¬ 
ción 

[1] (%o -t p eos t — a) 2 + (i/o -f- p sen t — ,6) 2 = 

que puede ponerse en la forma 

p 2 -f 2[(ar 0 — a)eos t + (?/ 0 — |i)sen í]o + [(.t\, — a) 2 -f 

+ (i/o — ID 2 — r-] = ü. 
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El producto de las dos raíces de la ecuación anterior, es 
decir, el producto de las longitudes de MA y MB es indepen¬ 
diente de t, lo que prueba el teorema. 

Def. 1. Este producto constante se llama la potencia del 
punto respecto de la circunferencia. Dicho producto es, según 
acabamos de ver, igual a 

[2] (n-„ —a) 2 4 0/o — (3)= — ^ 

es decir: se obtiene la potencia de un punto respecto a una 
circunferencia reemplazando las coordenadas del punto en el 
primer miembro de la ecuación normal de la circunferencia. 

La distancia de M al centro de la circunferencia es 

V = (a'o — a) 2 + (2/o — P) 2 

luego se tiene: potencia del punto respecto de la circunferencia 
ts igual al cuadrado de su distancia al centro menos el cua¬ 
drado del radio. De aquí se deduce que la potencia es positiva, 
nula o negativa, según que el punto sea exterior, esté en la 
circunferencia, o sea interior a la misma. 

Como los resultados anteriores valen cuando la ecuación 
[1] tiene una raíz doble se deduce: 

La potencia de un punto respecto de una circunferencia es 
igual al cuadrado de la longitud del segmento de la tangente 
trazada por el punto a la circunferencia y limitada por dicho 
punto y el de contacto. 

2. Ejes y centros radicales. — Teorema 2. El lugar geo¬ 
métrico de los puntos que tienen igual potencia con respecto a 
dos circunferencias no concéntricas es una línea recta. 

Sean en efecto las ecuaciones de las dos circunferencias 

tx — a )- 4 (y — pp = r- 
(x — a'y- + (2/ — PO 2 = r* . 

Para que un punto M(o;, y) tenga igual potencia respecto 
de ambas circunferencias es condición necesaria y suficiente 
que sus coordenadas satisfagan a la relación 

(a —a) 2 4- (y — P)2_r 2 = (x — a') s + (y — (3') 2 — r'= 

o a la equivalente 

[3] 2 (a' — a)x 4 2([3' — (3)y + 

4- a 2 — a' 2 + |3 2 — |3' 2 — r- r* = 0 

y como hemos supuesto que las circunferencias no son concén¬ 
tricas no pueden anularse a la vez a' — a; (3' — (3 y por tanto 
la ecuación anterior es la de una recta. 

Def. 2. Esta línea recta es el eje radical y su ecuación se 
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obtiene restando miembro a miembro las ecuaciones normales 
de ambas circunferencias. 

Si es a = a'; (3 = P'; r 4 = r', es decir, si las circunferencias 
son concéntricas y distintas, la ecuación [3] no se satisface 
para ningún sistema de valores, es decir, no hay ningún punta 
que tenga la misma potencia con respecto a ambas circunfe¬ 
rencias. 

La recta que une los centros de las circunferencias y la del 
eje radical, tienen como coeficientes angulares 

P — 13' a' — a 

a — a' ’ p — p' 

luego resulta: 

a) El eje radical es perpendicidar a la línea de los cen¬ 
tros, puesto que el producto de los coeficientes angulares de 
dichas rectas es igual a —1. 

Si las dos circunferencias tienen puntos comunes, estos pun¬ 
tos, por tener potencia nula respecto de las dos circunferencias, 
pertenecen al eje radical, luego tenemos: 

b) El eje radical de dos circunferencias secantes es la rec¬ 
ta de su cuerda común. 

Si las circunferencias son tangentes el eje radical pasa por 
el punto de tangencia y es perpendicular a línea de los centros, 
luego se tiene: 

c) Si dos circunferencias son tangentes, su eje radical es 
la recta tangente común. 

Supongamos ahora tres circunferencias Ci, C 2 y C 3 y sean: 
R,, R 2 y R ;i los ejes radicales de C 2 y C 3 , C 3 y Ci, y Ci y C 2 , 
respectivamente. Si dos de estas rectas se confunden los pun¬ 
tos de ambas tienen la misma potencia respecto de las tres cir¬ 
cunferencias que tienen, por consiguiente, el mismo eje radi¬ 
cal. 

Si dos de los ejes radicales son paralelos no existe ningún 
punto que tenga la misma potencia respecto de las tres circun¬ 
ferencias y entonces los tres ejes son paralelos y como son per¬ 
pendiculares a las líneas de los centros, las tres circunferen¬ 
cias tienen sus tres centros en línea recta. 

Finalmente, si dos de los ejes se cortan en un punto, sin 
confundirse, dicho punto es el único que tiene la misma poten¬ 
cia respecto de las tres circunferencias, por él pasan los tres 
ejes radicales. 

Def. 3. Dicho punto se llama el centro radical de las tres 
circunferencias. 
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3 Haces lineales de circunferencias. — Consideremos dos 
circunferencias Ci y C 2 de ecuaciones normales 

f, ( X} y) s X~ + V- — 2ax- 2(5 y + 5 = 0 
f 2 (x, y) = X- 4- y 2 — 2a'.r — 2|3'y + b' - 0 

DEF. 4. Se denomina haz lineal de circunferencias al con¬ 
junto de las circunferencias de ecuaciones 

[4] XA(z,y) f aU(x,V) = o 

cu donde X y \i toman todos los valores reales posibles. 

Es evidente que la ecuación [4] representa una circunfe¬ 
rencia para todos los valores de /. y u salvo en el caso /. 
en que representa el eje radical, al que consideraremos com 
un caso Se de los círculos del haz. Se tiene el teorema s,- 

guíente: 

Teorema 3. Todas las circunferencias de un mismo haz 
lineal tienen el mismo eje radical. Sea en efecto C una circun- 
ferencia del haz de ecuación 

f (x,y) = Xfi (x,y) + \d 2 (x,y). 

El eje radical de C y C, tiene como ecuación 

- fAx.v) = o 

ten donde hemos dividido por I + p en la ecuación de G para 
que la ecuación tomase la forma normal). Esta ecuación pue¬ 
de también escribirse en la forma 

f(x,y )— (X+n)fi(*. v) = 0 , 

Xf i (x, y) + u U(x,y) — (;. + p)fi (x,V) - 0 o 

fj(x,y) — f 2 (x,y) = 0 

que no es otra que la ecuación del eje radical de C, y C, lo que 

deI Re e c S lproclme e nte™si H es la familia de 

que tiene el mismo eje radical, H es un haz lineal de mcun. 

f ** s 

Para demostrar este teorema bastará probar que cualquier 
circunferencia C de H tiene como ecuación 

Hi(x,y) + ufsfo y) = 0 

en donde ft(*,v)-0 y f s (*.V>-0 son las ecuaciones de dos 

circunferencias fijas cualesquiera C, y U de n. 

En efecto: la ecuación del e.ie radical de C, } ts es, su 

puestas las ecuaciones escritas en forma normal, c (x.p • ■ 
= f„(x «) — fi (a\ y) = 0, pero como C y Ci tienen también el 

mismo eje radical, si ponemos g(x, y) = f (x, y)— ii(j . V) ^sien¬ 
do f (x,y) la ecuación normal oe C, se ha de cumpla, puest 
que e(x. y) = 0 y g(x,y) = 0 son ecuaciones de la misma íecta 


§ 13 -4 


EJES RADICALES. HACES DE CIRCUNFERENCIAS 


81 


fi (X. y) — f 2 : (x, y) = e ( x, y) = yg(x, y) =» yf (x, y) — yfi(x, y) 
siendo y =h 0, es decir 

f (x,y) = + l) fj (x,y) - yf 2 (x,y) 

como queríamos demostrar. 

4. Clasificación de los haces lineales. — Los haces lineales 
se clasifican en tipos distintos que vamos a estudiar. Elija¬ 
mos como eje de ordenadas el eje radical de las circunferen¬ 
cias del haz y como eje de abscisas la perpendicular bajada 
desde el centro de una de las circunferencias del haz al eje ra¬ 
dical. Los centros de las circunferencias del haz están todos 
en el eje OX, luego las circunferencias del haz tienen todas 
ecuaciones del tipo 

x 2 + y- — 2ax + d = 0 

La potencia del origen con respecto a cualquier circunfe¬ 
rencia del haz es igual a d, luego este término independiente 
ha de ser el mismo para todas las circunferencias del haz, es¬ 
tas tienen, pues, todas como ecuación 

[5] x- + y- — 2Xz -f d = 0 

y recíprocamente todas las ecuaciones del tipo anterior, para 
los valores de X que hagan que dicha ecuación sea la de una 
circunferencia, es decir, para los valores de X tales que X 2 > d 
representan una circunferencia del haz. La ecuación [5] es 
pues, la ecuación general de todas las circunferencias del haz. 
Consideraremos ahora tres casos distintos que nos dan tres 
tipos distintos de haces lineales. 

I 9 d < 0. Todas las circunferencias cortan al eje OY en 
los dos puntos P y Q de ordenada rfc \/ — d y toda circunfe¬ 
rencia que pase por esos dos puntos pertenece al haz. El haz 
está formado por todas las circunferencias que pasan por dos 
puntos fijos (fig. 43). 



i íir. 43. l ia. u. 


i 
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2 <? d > 0. Las circunferencias no tienen ningún punto co¬ 
mún con el eje O Y, y como este eje es su eje radical, las cir¬ 
cunferencias del haz no tienen puntos comunes entre sí. La 
ecuación [5] puede ponerse en la forma 

(x — ).) 2 + y- = /.- — d 

luego los centros de las circunferencias están en el exterior 

del segmento (— yfd) del eje OX. Los puntos F'(—\/d,0) 
y F (V d, 0) se llaman puntos límites del haz y pueden conside¬ 
rarse como dos circunferencias de radio nulo pertenecientes al 
haz (fig. 44). 

3^ d = 0. La ecuación del haz toma entonces la forma 

x- + y- — 2lx = 0 


y se compone de todas las circunferencias tangentes a una rec¬ 
ta en un punto al eje O Y en 
el origen en la (fig. 45). 

Este caso puede conside¬ 
rarse como límite de los dos 
primeros cuando los dos pun¬ 
tos comunes a las circunfe¬ 
rencias del haz o los dos pun¬ 
tos límites tienden a confun¬ 
dirse. 

En todos los casos hemos 
supuesto que existía el eje 
radical de dos circunferen¬ 
cias del haz; si no existe, es 
decir, si dos circunferencias 
F¡g. 45 . del haz son concéntricas, en¬ 

tonces el haz está formado 
como se ve inmediatamente, por todas las circunferencias que 
tienen el mismo centro. 



5. Circunferencias ortogonales. Haces ortogonales. — 
Def. 5. Dos circunferencias se dice que son ortogonales cuan¬ 
do las tangentes en sus puntos comunes son perpendiculares. 
Es para ello necesario y suficiente que el triángulo que tiene 
como vértices los centros y un punto común sea rectángulo en 
el último punto. Es decir que se tenga d- — r- + r ' 2 siendo r 
y ?•' los radios de las dos circunferencias y d la distancia de 
los centros. 

Esta condición es evidentemente idéntica a la siguiente: la 
potencia del centro de una de las circunferencias con respecto 
a la otra es igual al cuadrado del radio de la primera circun¬ 
ferencia. 

Son consecuencias inmediatas de esta propiedad: 


Si dos circunferencias son concéntricas y distintas no hay 
ninguna circunferencia ortogonal a ambas. 

Los centros de las circunferencias ortogonales a dos dadas 
están en el eje radical. 

Si las circunferencias vienen dadas por sus ecuaciones 

x- + y- — 2ax — 2(3 y +5=0 
x°- + y 2 — 2a'x — 2 + 2 / + 6 ' = 0 

la condición de ortogonalidad se expresa en la forma 

ft - + + — 2aa' — 2|3{3' + 5' = a 2 + + 2 — 5 

que se transforma en la 

[6] 2 («a' + (3+) — (5 + 5') = 0 

Consideremos ahora dos circunferencias no concéntricas del 
plano, y un sistema de ejes cartesianos que tenga por ejes OX 
y O Y a la línea de los centros y al eje radical de las dos cir¬ 
cunferencias. 

Las ecuaciones de ambas circunferencias toman entonces la 
forma [5] 

x- + y- — 2\¡x + d = 0 x 2 + y- — 2loX + d = 0 

Cualquier circunferencia ortogonal a estas dos tiene su cen¬ 
tro en ÓY, su ecuación es del tipo x- + y- — 2 ay + h = 0 y 
la condición de ortogonalidad de esta circunferencia a las dos 
dadas es h + d = 0 , es decir h = — d. 

Luego la ecuación de cualquier circunferencia ortogonal a 
las dos dadas es la 

x* + y- — 2 w — d = 0 

es decir que dichas circunferencias forman un haz lineal que 
tiene como eje radical la línea de los centros de las circunfe¬ 
rencias dadas. 

Como la condición de ortogonalidad es independiente de h 
y Xo se deduce: 

Teor. 4. Todas las circunferencias ortogonales a dos da¬ 
das Ci y C 2 son ortogonales a todas las del haz lineal determi¬ 
nado por Ci y C 2 . 

Def. 6 . Ambos haces se denominan haces ortogonales y 
sus ecuaciones son 

[7] x- + y°- — 2kx + d = 0 x* + y 2 — 2 u y—d = 0 

Los dos haces son del tercer tipo, cuando d — 0 y están for¬ 
mados por las circunferencias tangentes en el origen a OX 
y a OY (fig. 46), o son uno del primer tipo y otro del según- 
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do, siendo los puntos límites de uno de ellos los puntos comu¬ 
nes a las circunferencias del otro (fig. 47). 



Fig. 46. 


Fig. 47. 


6. Circunferencia ortogonal a tres circunferencias. — Veamos ahora 
cómo se puede determinar la circunferencia ortogonal a tres circunferen¬ 
cias dadas, C,, C» y G<, cuyos centros no estén alineados. El centro de 
dicha circunferencia ha de estar en el centro radical de las tres dadas. 
Tomemos dicho centro como origen de coordenadas. Las ecuaciones de 
las tres circunferencias son entonces de la forma 

x* + y J — 2 a, x — 2(1, y + 6 = 0 

x 1 + y a — 2 a» x — 2 p- y + 6 = 0 

cc 3 + y 3 — 2 a s * — 2 p 3 y + 6 = 0 

siendo el término constante común 3, la potencia del origen respecto de 

los tres círculos. Una circunferencia ortogonal a las tres dadas tiene 
como ecuación 

*• 4- y 1 = r* 

y las tres condiciones de ortogonalidad nos conducen a la misma rela¬ 
ción 6 — r“ = 0, luego la circunferencia ortogonal a las tres dadas es 
la de ecuación 

X a + y 1 = 5 


'uego resulta: 


Teorema 5. La circunferencia ortogonal a tres circunferencias da¬ 
das tiene su centro en el centro radical de las tres circunferencias y su 
radio es igual a la raíz cuadrada de la potencia de dicho centro con res¬ 
pecto a las tres circunferencias. Por consecuencia, para que exista dicha 
circunferencia, debe ser el centro radical exterior a las tres circunfe¬ 
rencias. 

Si los centros de las tres circunferencias están alineados y las tres 
circunferencias no pertenecen al mismo haz no existe ninguna circunfe¬ 
rencia ortogonal a las tres dadas. Puede entonces considerarse la línea 
de los centros, que es ortogonal a las tres circunferencias, como una so¬ 
lución limite de este problema. 
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§ 14. Elementos imaginarios 

1. Introducción de los elementos imaginarios en geometría 
analítica. — La introducción de los números complejos se jus¬ 
tifica por la necesidad de dar a los resultados del álgebra y 
del análisis una armonía y una generalidad que no se pueden 
alcanzar con el sólo empleo de los números reales b 

La geometría analítica se basa en el principio de correspon¬ 
dencia entre los números reales y los puntos de una recta, y 
por tanto su desarrollo en el campo real tiene que estar su¬ 
jeto a la misma falta de generalidad y armonía que tiene el 
dominio de los reales. Si se quiere obtener, en geometría ana¬ 
lítica, armonía y generalidad en los resultados, es necesario 
la introducción en ella de los elementos imaginarios. 

Pero esta introducción lleva consigo la falta de representa¬ 
ción en la geometría euclídea, en la que no existen elementos 
imaginarios; éstos son entonces, en geometría, meras creacio¬ 
nes analíticas sin base en los elementos de la geometría eu¬ 
clídea. 

Def. 1. Dado en un plano un sistema de ejes cartesianos, 
llamaremos punto del plano al conjunto de dos números com¬ 
plejos (,a-~bi, c--di) cualesquiera. 

Consideremos ahora una ecuación lineal con coeficientes 
reales o complejos 

mx -b ny -f p = 0 

la recta será ahora por definición, el conjunto de los puntos 
reales o imaginarios cuyas coordenadas satisfacen a dicha 
ecuación y lo mismo se define la circunferencia o cualquier 
curva definida por una relación que una las dos coordenadas 
x é ?/. 

Debemos hacer resaltar la diferencia que hay entre las 
ecuaciones tal como las definimos ahora y tal como lo hicimos 
cuando sólo considerábamos elementos reales; en este último 
caso suponíamos un espacio preexistente (en él se introducían 
las coordenadas, y las ecuaciones de una figura geométrica 
eran la traducción analítica de propiedades geométricas ya 
existentes). En la geometría con elementos imaginarios o geo¬ 
metría compleja, las ecuaciones de una figura constituyen su 
propia definición -, que ha de coincidir con la de la geometría 
analítica real cuando sólo se consideren elementos reales. 

La extensión de los resultados y propiedades de la geome- 

* La resolución de ecuaciones en álgebra y la determinación del intervalo de validez 
del desarrollo en serie de una función son ejemplos típicos de esta diferencia entro los 
resultados que se obtienen en el campo real y los que se obtienen in el campo complejo. 

2 La creación de la geometría analítica de un espacio de cualquier número de di¬ 
mensiones se apoya en consideraciones análogas a las que acabamos de establecer. 
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tria real a la geometría compleja puede hacerse siempre que 
se cumpla la siguiente condición: el resultado o la propiedad 
puede deducirse por vía meramente analítica y los razonamien¬ 
tos analíticos utilizados son válidos igualmente en el campo 
real y en el campo complejo. 

Así, por ejemplo, la determinación de la recta por dos pun¬ 
tos, las condiciones de paralelismo y en general aquellos pro¬ 
blemas que se apoyen únicamente en la teoría de ecuaciones 
lineales se extienden a la geometría compleja. También se ex¬ 
tienden los problemas relativos a la intersección de curvas, que 
se reducen a la resolución de sistemas de ecuaciones. Las pro¬ 
piedades en que interviene la distancia no siempre se pueden 
extender al campo complejo, en el que, por ejemplo, la distan¬ 
cia de dos puntos no confundidos puede ser cero (basta tomar 
los puntos (1,0 y (—1,—0» su distancia o viene dada por la 
fórmula q 2 = (1 + l) 2 + (¿+ O 2 = 0). Esto es, naturalmente, 
consecuencia de que no se cumple en el campo complejo la pro¬ 
piedad del campo real de que una suma de cuadrados sólo pue¬ 
de ser nula cuando lo sean todos los sumandos. 

2. Los elementos imaginarios en el estudio de la circunfe¬ 
rencia. — Vamos a ver cómo los resultados que hemos obtenido 
en el estudio de la circunferencia toman una forma completa¬ 
mente general cuando se utilizan los elementos imaginarios. 

El problema de la intersección de una recta con una cir¬ 
cunferencia, que se reduce a la resolución de un sistema de dos 
ecuaciones, una de primer grado y una de segundo, que tiene 
siempre solución en el campo complejo, se puede enunciar así: 
una recta y una circunferencia tienen siempre dos puntos de 
intersección que puede reducirse a uno solo doble cuando la 
recta es tangente a la circunferencia. Así, por ejemplo, la cir¬ 
cunferencia x- + y- = 9 y la recta x = 5, tienen comunes los 
dos puntos (5, Ai) y (5,—4 i). Si los coeficientes de las ecua¬ 
ciones son reales, las coordenadas de los dos puntos de inter¬ 
sección, si son imaginarios, son números imaginarios conjuga¬ 
dos, puesto que las soluciones imaginarias de una ecuación de 
segundo grado con coeficientes reales, son siempre números 
imaginarios conjugados. 

Análogamente, dos circunferencias tienen siempre comunes 
dos puntos de intersección que pueden confundirse cuando las 
circunferencias son tangentes. 

Así, por ejemplo, las circunferencias de ecuaciones 

x- + y 2 — x + 1 = 0 y x 2 + V' 1 + » + 1 = 0 
tienen comunes los puntos (0, i) y (0,— i). 

Pasemos ahora al eje radical. La ecuación [1] del § 13 nos 
da los puntos de intersección, reales o complejos de la secante 
con la curva, el producto de sus raíces es igual al té 'mino in- 
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dependiente, sean o no reales las raíces, y de las ecuaciones 
paramétricas de la curva se deduce que dichas raíces siguen 
representando las longitudes de los segmentos con origen en 
M y extremos en los puntos de intersección, luego la defini¬ 
ción de potencia se extiende al caso en que los puntos de inter¬ 
sección dejan de ser reales. Así, por ejemplo, sea la circunfe¬ 
rencia de ecuación (x — 3) 2 -¡-(y — 5) 2 = 16, la potencia del 
origen respecto de la misma es d- — r- = 18. Si cortamos di¬ 
cha circunferencia por el eje OX obtenemos como puntos de 
intersección los (3 + 3i, 0) y (3 — 3¿, 0), y el producto de las 
distancias de esos dos puntos al origen es 

(3 + 3Í) (3 — 30 = 18. 

Los puntos de intersección de dos circunferencias, reales o 
imaginarios, son de potencia nula respecto de ambas circunfe¬ 
rencias, luego pertenecen al eje radical, es decir, que el eje 
radical de dos circunferencias está determinado por sus dos 
puntos comunes aún cuando éstos sean imaginarios. 

Así, por ejemplo, tomemos las circunferencias de ecuacio¬ 
nes 

(a — l) 2 + ( 2 / — l) 2 = 1 (a + l) 2 + (?/ + l) 2 - 1 

que tienen como puntos de intersección (basta resolver el sis¬ 
tema 

I í Y 2 jVf 2 | / _ i V 2 i \f 2 \ 

\ 2 ’ 2 / \ 2 ’ 2 I 

La recta que une estos dos puntos tiene como ecuación 

x + y = 0 

que como se ve fácilmente (es perpendicular a la línea de los 
centros y la potencia del origen es la misma respecto de las dos 
circunferencias) es el eje radical de las dos circunferencias. 

De aquí se deduce que todo haz lineal de circunferencias es 
el conjunto de las circunferencias que pasan por dos puntos 
fijos reales o imaginarios (conjugados si las circunferencias 
tienen ecuaciones con coeficientes reales). Si se confunden, el 
haz está compuesto por las circunferencias tangentes a una 
recta en un punto fijo. 

3. líectas isótropas y puntos cíclicos. — En la geometría real una 
ecuación del tipo 

(x — ay + (y — by = ü 

representa un solo punto real: el ( a,b ). En la geometría compleja dicha 
ecuación puede escribirse en la forma 

[y — b + i(x — a)] [y—b — i(x — a)] = 0 

y representa por consiguiente a dos rectas imaginarias de coeficientes 
angulares ¿ y —i que pasan por el punto. 
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Dada una recta cualquiera de coeficiente angular i 

y = ix + a + bi 

pasa siempre por un punto rea!, el punto (— b, a), que es por otra parte 
el único punto real que tiene, pues si tuviera otro, la ecuación de la 
recta que pasa por esos dos puntos tendría sus coeficientes reales y no 
podría ser la dada. Por dicho punto pasa también la recta de ecuación 
y =—íx 4 a — bi cuyo coeficiente angular es — i. Vemos, pues, que 
por todo punto real del plano pasan dos rectas imaginarias de coeficien¬ 
tes angulares i y — i, y recíprocamente dada una recta cualquiera de 
coeficiente angular t, existe otra de coeficiente angular — i que sólo tie¬ 
ne común con la primera un punto real. 

Def. 1. A estas rectas se las denomina rectas isótropas salidas del 
punto real que tienen común. 

Vamos a dar algunas propiedades un tanto singulares de las rectas 
isótropas. 

Teorema 1. La distancia entre dos puntos cualesquiera de una recta 
isótropa es nula. En efecto, sea la recta de ecuación y = ix + a + bi. 
Si (xi, ?/i), (cc 2 ,y ¿ ) son dos puntos de la recta, se ha de cumplir 

yi = ix i a + bi y* — ix 3 + a + bi 

Restando ambas ecuaciones se tiene yx — y 2 = i(xi — x 2 ), y por tan¬ 
to si a es la distancia entre esos dos puntos, se tiene 

d a = (xx — Xs)* 4 (y 1 — y*) 2 = (xi — #-’) 3 — (* 1 — ff a ) 2 = 0 

Como la relación anterior se puede poner en la forma 

[(Vi — y¿) 4 i(*i —*»)] [(2/1 — 2/2) — t(a?i —* 2 )] = 0 

se deduce que dos puntos distintos cuya distancia sea nula se encuentran 
siempre sobre una recta isótropa. 

Teorema 2. Toda recta isótropa forma con ella misma un ángulo in¬ 
determinado . Basta ver que la fórmula (§ 10, [3]) que da el ángulo de dos 
rectas 


tea 


vi — m 
1 4- mvi 


toma la forma — si hacemos m = m’=±i; 


claro también que 


recíprocamente sólo cuando el coeficiente angular sea — i es indetermi¬ 
nado el ángulo que forma una recta consigo misma. En todos los otros 
casos es siempre cero. 

Los elementos imaginarios son también muy útiles cuando se consi¬ 
deran coordenadas homogéneas. La ecuación de una circunferencia en 
coordenadas homogéneas es 


(x — at) 2 4 (y — bt) 2 = r z t* 


y si la cortamos por la recta impropia, es decir, si hacemos t = 0. se 
tiene la relación 


x a 4 y 2 = 0 ó (x + iy) (x — iy) = 0 


Def. 2. Por tanto, deducimos que la recta impropia corta a cualquier 
circunferencia en dos puntos fijos impropios, los (?, 1, 0) y (—i, 1, ü), 
que se denominan los puntos cíclicos y que son los puntos impropios de 
las rectas isótropas salidas del origen. 

De acuerdo con este resultado: 


Teorema 3. Dos circunferencias del plano tienen siempre cuatro pun¬ 
tos comunes , de los cuales dos pueden ser reales , distintos o confundidos , 
o bien imaginarios , y los otros dos son imaginarios e impropios siendo 
además fijos , cualesquiera que sean tas circunferencias. 
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Ejercicios sobre la circunferencia: 

1) Determinar la ecuación de la circunferencia que pasa por el ori¬ 
gen y determina en los ejes OX y OY segmentos de extremo, el origen 
y longitudes 2a y 26. 

R.: ( x±a ) 2 + (y ± b)" = a 2 4 b\ 

2) Determinar la ecuación de la circunferencia de radio 1 tangente 
a la recta 3x — Ay 4 1 = 0 en el punto de ordenada 1. 

3) Determinar la ecuación de la circunferencia de centro (—2, 3) y 
tangente a la recta 2 x + y — 1 =: 0. 

R.: (x + 2) 3 + (y — 3) 2 = 

O 

4) Determinar la ecuación de la circunferencia que pasa por los 
puntos (0, 0) y (2, 0) y es tangente a la circunferencia de ecuación 

+ y 3 — 10* — 6y + 18 = 0. 


R.: x 3 -f y' J — 2x = 0; 


+ V" — 2* + y = ü. 


5) Determinar la ecuación de la circunferencia que pasa por los pun¬ 
tos (—1, 1), (3, 5) y (5, —3). 

R.: (5x —16) 3 -f (52/ —4) 4 r= 442. 

6) Determinar la ecuación de la circunferencia que tiene un diáme¬ 
tro cuyos extremos son los puntos (2, 3) y (—4, 5). 

R.: x 3 -f- y 3 + 2x — 8y + 7 = 0. 

7) Determinar la ecuación de la circunferencia que tiene su centro 
en la recta de ecuación x — y + 2 = 0 y que pasa por la intersección de 

las circunferencias de ecuaciones x 1 + y 3 — 10x + 7y + 31 rr 0 y x s + y 3 _ 

— 6x — 2 / -f 3 — 0. 

R.: x 3 + y 3 — 3x — 7y — 18 = 0. 

8) Determinar la ecuación de la circunferencia cuyo centro está en 

la recta de ecuación 6x + 7y —16 = 0 y que es tangente a las rectas 

de ecuaciones 8x + 152/+ 7 = 0 y 3x — 4y — 18 = 0. 

R. : (x — 5) 3 4- (2/4-2)= = 1; (x — 3) 3 + (y + = 

9) Determinar la ecuación de la circunferencia de centro (3, 1) y 
tangente a ¡a circunferencia de ecuación x : 4- y"- -f 2x 4 - 6y = 0. 

R.: (* — 3)* + (y — l) a = 42 ± 16 VT. 

10) Determinar la ecuación de la familia de circunferencias que pasa 
por el origen y por el punto (0, 1). 

R.: x 3 - y- — y + u — o. 

11) Determinar la ecuación de la circunferencia circunscrita al trián¬ 
gulo cuyos lados tienen como ecuaciones x = 3; *4-1 = 0; x — j/ + l = 0. 

R.: x 3 4 - y 3 — 6* — 7 = 0 . 

12) Encontrar las ecuaciones de las tangentes a la circunferencia 

de ecuación x-+ y + 2x —102/4-18 = 0 que son paralelas a la recta de 
ecuación y = u. 

R.: x — y + 2 = 0; * — y + 10 = u. 
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13) Probar que ¡as circunferencias de ecuaciones x + y-— 4x + 
+ 2y = 0 y a-- 2 + r + 2x + 4y = 0, son ortogonales. 

14) Determinar la ecuación de la circunferencia tangente al eje OX 
y a la bisectriz del primer cuadrante y tal que el origen tiene potencia 

4 respecto de ella. 

R.: X a + V' — 4x — 4(V 2 — l)y + 4 = 0. 

15) Sean las circunferencias de ecuaciones x" + y- —16 = 0 y 2a- 

_2j/ a 8 y 3# 10 = 0. Determinar las coordenadas de un punto que 

tenga la misma potencia respecto de las dos circunferencias y que equi¬ 
diste de los ejes. 

R.: (2, 2). 

16) Determinar la ecuación de la circunferencia ortogonal a las tres 
circunferencias de ecuaciones x a + y l — 4 = 0; x 5 + y 2 — 10¿/+ 20 _ 0; 
2x a + 2y s + 2x — 1 =0. 

»■=(- +i)'+(»--í )’= 14 ' 01 ' 

17) Probar que son circunferencias los siguientes lugares geométri¬ 
cos: 

a) Lugar de los puntos cuya razón de distancias a dos puntos fijos 
es constante y distinta de la unidad. ¿Qué ocurre si es igual a la unidad. 

b) Lugar de los puntos tales que es constante la suma de los cua¬ 
drados de sus distancias a dos puntos fijos, multiplicado cada uno de los 
cuadrados por un coeficiente constante, siendo la suma de ambos coefi¬ 
cientes distinta de cero. ¿Qué ocurre si esta suma es igual a ceio. 

18) ¿Cuál es el lugar geométrico de los puntos medios de las cuer¬ 
das de una circunferencia que pasar, ñor un punto fijo O de la misma. 

R.: Una circunferencia que iene como diámetro el segmento 
determinado por O y el centro de la circunferencia dada. 

19) Dos tangentes a una circunferencia paralelas entre sí, son corta¬ 
das por una tercer tangente en los puntos A y B. Probar que las rectas 
que unen A y B con el centro de la circunferencia son siempre perpen¬ 
diculares. 
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§ 15. La elipse 

1. Preliminar. Cónicas reducibles. — Def. 1. Se llaman 
cónicas, las curvas cuya ecuación en un sistema de coordena¬ 
das cartesianas es un polinomio de segundo grado en las dos 
variables x é y, igualado a cero. 

Como la propiedad de ser un polinomio de segundo grado 
se conserva en cualquier transformación de coordenadas car¬ 
tesianas, por ser lineales las fórmulas de transformación, la 
definición que hemos dado es independiente del sistema de 
coordenadas elegido. 

Tomemos un sistema cualquiera de coordenadas cartesia¬ 
nas (oblicuas u ortogonales). Los tipos más simples de ecua¬ 
ción^ de segundo grado son los que tienen un solo término, es 
decir las ecuaciones 

[1] y 2 = 0 ; x- = 0 ; xy = 0. 

Las dos primeras son idénticas sin más que permutar la x 
por la y. La ecuación y- = 0 sólo se satisface para los puntos 
del eje OX. Como además la ordenada y = 0 es raíz doble de 
la ecuación, se considera cada punto como doble y se dice que 
la ecuación representa una recta doble. 

La ecuación xy = 0 se satisface sea para x = 0 sea para 
y = 0; los puntos que satisfacen a dicha ecuación son los del 
eje OX, y los del eje O Y, y sólo ellos, la ecuación representa, 
pues, dos rectas que se cortan. 

Si tomamos todas las ecuaciones de segundo grado con dos 
términos, los casos posibles son 

[2] y 2 + ax 2 = 0 ; y 2 -f axy = 0 ; y 2 + ay = 0 ; 

y 2 -i- ax = 0 ; y 2 -f- a — 0 ; xy -f- ax — 0 ; 

xy a = 0 

y los que se obtienen permutando en estos tipos la variable x 
con la y. 

La primera, si a > 0 sólo se satisface para x = 0, y -■ 0, 
representa pues un solo punto real, pero se descompone en dos 
factores lineales imaginarios (§ 14-2) y diremos que repre- 
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senta dos rectas imaginarias conjugadas. Si a < O, se descom¬ 
pone en la forma ( y — bx) (y-\- bx) = 0, siendo b- = — a; los 
puntos que satisfacen a esta ecuación son pues, o los de la 
recta y + bx = 0 ó los de la recta y — bx = 0. Representa en¬ 
tonces dos rectas que se cortan en el origen. 

La segunda se puede poner en la forma y(y-j- ax) = 0. Re¬ 
presenta pues, dos vedas que se cortan, el eje OX y la de ecua¬ 
ción y + ax — 0. 

La tercera se puede poner en la forma y(y-\-a)= 0. Re¬ 
presenta por consiguiente las dos rectas paralelas y — 0, y = 

La cuarta ecuación representa una nueva curva que vamos 
a estudiar enseguida, que se denomina parábola, y cuya ecua¬ 
ción se acostumbra a poner en la forma 

[3] y- — 2vx = 0. 

La quinta ecuación si a > 0, carece de puntos reales, y si 
a < 0, por descomponerse en la forma (y + b)(y — b) = 0, 
siendo b 2 » — a, representa dos rectas paralelas. 

La sexta se descompone en la forma x(y-\- a)= 0, y re¬ 
presenta dos rectas que se cortan. 

Con respecto a la séptima ecuación, veremos más adelante 
que representa la curva que estudiaremos previamente bajo 
otra forma denominada hipérbola. 


2. Elipse, hipérbola y parábola. — Entre las ecuaciones aue 
tienen tres términos, la de mayor interés es, como veremos en 
la teoría que sigue, la que contiene únicamente los términos 
en x 2 , y-, y el constante, es decir, dividiendo por el término 
constante, las del tipo mx- 4 ny 2 = 1. 

Si m y n son los dos negativos, la ecuación carece de raíces 
reales. Si ambos son positivos, poniendo a 2 = 1/m, b 2 = l/n, 
la ecuación toma la forma 

[4] 'a' 2 " + ‘¿T " 1 

y la curva se denomina elipse, que cuando a = b, es una cir¬ 
cunferencia. Si m y n son de signo contrario, la ecuación pue¬ 
de ponerse (permutando, si fuese necesario, la x por la y) en 
la forma 



y la curva se denomina hipérbola. 


1 


Vamos ahora a ocuparnos del estudio de estas curvas, es 
decir, de la elipse, hipérbola y parábola, que han quedado de¬ 
finidas en la forma siguiente: 
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Def. 2. Se denominan elipse, hipérbola y parábola, a las 
curvas cuyas ecuaciones en un sistema de coordenadas carte¬ 
sianas (oblicuas u ortogonales ) tienen respectivamente la for¬ 
ma [4], [5] y [3]. 

3. Elipse. Tangente en un punto. — De la simple conside¬ 
ración de la ecuación [4] de la elipse, se deduce que el origen 
es un centro de simetría, que se denomina centro de la elipse, 
ya que si el punto (x, y) está en la elipse, también lo está el 
punto (— x, — y), y de una forma análoga se prueba que los 
ejes OX y OY son ejes de simetría oblicua. 

La elipse está sólo definida para x ] < a é ' y | < b, lue¬ 
go está comprendida dentro del paralelogramo de lados x — 
= — a, i/ = x o. 

Def. 3. Sea M (¿o, i/ 0 ) un punto de la elipse. IJna recta 
que pase por él se dice que es tangente a la elipse, cuando el 
sistema de ecuaciones de la elipse y de la recta admita una 
solución doble. Es decir, cuando reemplazando, en la ecuación 
de la elipse, una de las coordenadas por su valor deducido de 
la ecuación de la recta, la ecuación de segundo grado que re¬ 
sulta en la otra coordenada tenga una raíz doble. 

Las ecuaciones de la elipse y de la recta son: 

[6] b 2 x 2 -f a 2 y 2 = a-b 2 ; y = y„ m(x — £<,) ó x — x n . 

Dejemos por el momento la recta x = x 0 ‘, se tiene, reem¬ 
plazando 

[7] b 2 x 2 4 a 2 [ 2/0 4 w(x —x„) J 2 = a*b*. 

Para que esta ecuación admita x 0 como raíz doble, es ne¬ 
cesario y suficiente que la ecuación derivada 

2b 2 x 4 2a 2 [y 0 + m{x — x 0 )]?n = 0 

tenga £ 0 como raíz, es decir, que se ha de tener 

2b 2 x» -f 2a 2 y 0 m = 0, 

y por consiguiente, si y 0 # 0, tiene que ser 

[ 8 ] m = — 


a-y 0 


La ecuación de la tangente es pues 

b'-x o 

y - ?/n-(*- 

a y o 


¿\>) 


o bien 


a-y„y - a-y,, 2 — b-x„x 4 b-x,¡ ¿ 


y como a-y„ 2 4 b 2 x,r = a 2 b 2 , por ser (.r„, ?/,.) un punto de ia 
elipse, se tiene b-x 0 x 4 a-y 0 y = a-ú-, dividiendo por a'-b- 
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que es la ecuación de la tangente a la elipse. 

Cuando sea y 0 = 0 entonces debe ser x 0 — ± a y la tan¬ 
gente a la elipse es entonces la recta x = ±. x 0 , que antes ha¬ 
bíamos dejado de lado. Basta, en efecto, ver que poniendo 
x = Xo = a en la primera de las ecuaciones [6], se obtiene 
la ecuación a-y- = 0 que tiene la raíz doble y — 0. Si en [9] 
ponemos x 0 = ± a, y — 0, la ecuación toma la forma x = = a, 
luego: la [9] es la ecuación general de la tangente a la elipse 
en el punto (* 0 »!/o). 

Si queremos ahora determinar las tangentes que se pueden 
trazar a una elipse desde un punto cualquiera (x u yi) del 
plano, el problema estará resuelto si sabemos determinar las 
coordenadas (.x 0 ,y 0 ) del o de los puntos de contacto; éstos han 
de satisfacer a las condiciones 

*o 2 , y 0 - _ 1 . x 0 Xi i/o2/i _ 1 

a 2 b 2 ~ " 1 ’ a 2 + b- 1 

es decir que el punto de contacto ha de estar en la elipse y 
en la recta tangente a la elipse en (x 0 , y o) y que pasa por 
(at. 2/i). 

El problema se reduce por tanto al de la determinación 
de los puntos de intersección de la elipse con una recta de 
ecuación (xi/a-)x-{-(yi/b-)y = 1, que vamos a estudiar de in¬ 
mediato. 


4. Intersección de una recta con una elipse. — El problema 
se reduce a resolver el sistema formado por las ecuaciones de 
la recta y de la elipse. Pongamos la ecuación de la elipse en 
la forma b-x- + a-y' 1 = a-b 2 , y la de la recta, que supondremos 
por el momento, no paralela a OY en la forma y = mx + fe. 

Reemplazando el valor de y de la segunda ecuación en la 
primera se tiene 

b 2 x 2 + a 2 m 2 x 2 + a-h 2 + 2 a 2 mhx = a 2 b 2 . 

o bien 

[10] {b 2 a 2 m 2 ) x 2 + 2 a 2 mhx + a 2 (fe 2 —ó 2 ) - 0. 

Según que esta ecuación tenga sus raíces reales y distintas, 
real doble o imaginarias, la recta tendrá dos puntos comunes, 
será tangente, o no tendrá ningún punto común con la recta. 

El discriminante de la ecuación [10] es 

a*m 2 h 2 — a 2 (fe 2 — b 2 ) (& 2 + a 2 w 2 ) = a 2 {a 2 m 2 h 2 — h 1 b 2 — 

— a 2 fe 2 m 2 +ó‘ + a 2 b 2 m 2 ) = a 2 b 2 {b 2 + a 2 m-— h 2 ) 

luego la recta tendrá dos puntos comunes con la elipse, será 
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tangente, o no tendrá ningún punto común según que fe 2 sea 
menor, igual o mayor que b 2 + a 2 m 2 . Es decir, según se tenga 

— y a 2 m 2 + W < fe < y a 2 m 2 + b 2 : 

fe = ± yf a 2 m 2 + b' 1 ; 

fe < — y/ a 2 m 2 + b 2 ó fe > V a 2 m 2 + b 2 

Por consiguiente cuando se deja m fijo y se hace variar fe, 
es decir cuando se desplaza la recta A (fig. 48) paralela¬ 
mente a sí misma, corta a la elipse cuando está comprendida 



Fie. 48. 


entre dos posiciones extremas T y T simétricas con respecto 
al centro; estas dos rectas TyT' son las tangentes a la elipse, 
paralelas a una recta de coeficiente angular m y sus ecuacio¬ 
nes son _ 

y = mx + V a 2 m 2 -í b 2 

y = mx — \f~ii 2 b 2 + b 2 

Es inmediato que estos resultados siguen siendo válidos si 
tomamos A paralela a OY; sus puntos de intersección con la 
elipse son entonces los de ordenadas ± b/a Va 2 — fe 2 y las tan¬ 
gentes son las rectas de ecuaciones x = ± a. 

Cuando se consideran elementos imaginarios una recta tie- 
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ne siempre puntos comunes con la elipse. Así, por ejemplo, la 
elipse y la recta de ecuaciones 

2x 2 + y- = S , y^—x + S 

tienen como puntas comunes, que se obtienen resolviendo el 
sistema, los puntos de coordenadas 

(1 + i, 2 — i) (1 —i, 2 + í). 

La solución que hemos dado al problema de determinar las ecuacio¬ 
nes de las tangentes a la elipse, paralelas a una dirección dada puede 
servir también para determinar las tangentes a la elipse, que pasan por 
un punto dado del plano: sean x-, y x las coordenadas del punto. 

Si Xi ^ ± a, las tangentes que pasan por (xi, y i) no pueden ser pa¬ 
ralelas al eje OY, y según acabamos de ver, sus coeficientes angulares 
son los que cumplen la condición 

(?/i — mx i)- = a*m* + 

o sea 

[11] ?n 2 (Xi 3 — a 2 ) — 2xi ym + y? — b 2 = 0 

Si esta ecuación tiene dos raíces reales nn y ?n 2 , se tienen como ecua¬ 
ciones de las dos tangentes que pasan por el punto 

y — y i = mi(x — x x ) 
y — Vi = m*(x — xi) 

Si la ecuación tiene una raíz doble sólo pasa por el punto una tan¬ 
gente. Entonces se ha de tener 

xfyf = (y* — b 2 ) (xr— a’) ó x x 2 b 2 + yfa 2 — a 2 6 2 = 0 

y por consiguiente el punto (xi, y x ) está en la elipse. 

Si la ecuación no tiene raíces reales no pasa ninguna tangente por 
el punto. 

Cuando es xi = ± a las dos tangentes son una, la x = ± a, y la otra 
la que se obtiene de la ecuación [11], que en este caso es una ecuación 
de primer grado 

— 2x x ym + y* — b 2 = 0 

5. Diámetros en la elipse. — Def. 4. Se denominan diá¬ 
metros de la elipse las rectas que pasan por el centro. 

La propiedad fundamental de los diámetros es la siguiente: 

Teor. 1. Los puntos medios de ¡as cuerdas paralelas a una 
recta dada están situados sobre un diámetro. 

Se entiende, naturalmente, por cuerda, el segmento que de¬ 
terminan sobre una recta sus puntos de intersección con la 
elipse. 

La propiedad es inmediata, por la simetría oblicua de la 
curva, si las rectas son paralelas a uno de los ejes, los puntos 
medios de las cuerdas paralelas al eje OX están en OY y 
recíprocamente. 

Sea ahora la recta de ecuación y — mx, (m=j= 0). Toda rec¬ 
ta paralela a ella tiene como ecuación y = mx + h. Las absci¬ 
sas de los puntos de intersección de la recta con la elipse son 
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las raíces de la ecuación [10] y las coordenadas del punto me¬ 
dio de la cuerda son 


[ 12 ] 


Xm = 


— lima 2 
a-m- + 


_ — hm-a- , u _ b- 

if ni é> i ¡ 4) I o o 

a-m 2 -f b 1 a-m - 


b-h 


y se tiene por consiguiente 

_ h_ ~ Xm _ 

a-m 2 + b~ »ia- 


ma- 


Vm 

b- 


o y m = 


a- ni 


es decir, cualquiera que sea h, el punto 
de la recta de ecuación 


( x m , y m ) es un punto 


[13] 


y —- x 

J a 2 m 


lo que prueba la propiedad. 

6. Diámetros conjugados. — Si formamos ahora la ecua¬ 
ción del diámetro que contiene los puntos medios de las cuer¬ 
das paralelas a la recta de ecuación [13], dicha ecuación será 

— b 2 

V = 

siendo m' el coeficiente angular de la recta [13], y por tanto, 
resulta la recta y = mx, de partida. 


Def. 5. Los dos diámetros de ecuaciones y — mx, y — m'x 
que tienen cada uno la propiedad de contener los puntos me¬ 
dios de las cuerdas paralelas al otro, se denominan conjugados. 

Cada diámetro tiene siempre un diámetro conjugado que 
se determina por la relación que liga los coeficientes angula¬ 
res mm' = — b 2 /a 2 . En particular los ejes OX y OY son diá¬ 
metros conjugados. 

Cualquiera que sea h, las relaciones [12] nos dan las coor¬ 
denadas del segmento cuyos extremos son los puntos de inter¬ 
sección de la recta y = mx -f h, con la elipse. 

Cuando dichos puntos son reales y distintos, nos dan el 
punto medio de la cuerda; cuando están confundidos, la recta 
es tangente a la elipse, es decir, se tiene la propiedad si¬ 
guiente : 


Teor. 2. Un diámetro pasa por los puntos de contacto de 
las tangentes paralelas a su diámetro conjugado. 

Si los puntos son imaginarios siguen valiendo las relacio¬ 
nes [12]. Como a cada valor de h le corresponde un valor de 
x„, y otro de y m , y como a cada par de valores de x m , y m que 
satisfagan a la ecuación [13] le corresponde un valor de h, se 
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ve que un diámetro es el lugar de los plintos medios de los 
segmentos definidos por los puntos de intersección (reales o 
imaginarios) de la elipse con las rectas paralelas a su diáme¬ 
tro conjugado. Dichos puntos medios son siempre reales. 

EJEMPLO: Consideremos la elipse de ecuación 2ar+¡/ 2 = 3 y la 
recta de ecuación y = — a:+ 3; como vimos anteriormente, tienen como 
puntos comunes los (1 + í, 2 — i) y (1 — i, 2 +i), el punto medio del 
segmento determinado por esos dos puntos tiene coordenadas (1, 2). Los 
coeficientes ay b tienen aquí los valores a-= 3/2, b : = 3; luego el diá¬ 
metro conjugado del y = — x es el y = 2x que efectivamente pasa por 
punto (1, 2). 

_Vamos a estudiar ahora la posición de los diámetros con¬ 
jugados D y D' (fig. 48); sus coeficientes angulares m y m\ co¬ 
mo satisfacen a la relación m . m' = — b-/a-, tienen que ser de 
signo contrario, luego uno de los diámetros está en el ángulo 
AOB de los ejes de coordenadas y el otro en el ángulo BOA'. 
Siendo m . m’ constante en valor absoluto, cuando m crece, m' 
decrece, es decir, cuando un diámetro se aleja del eje OX el 
otro se acerca. 

Sean (x u 1h) y (& 2 , 2 / 2 ) las coordenadas de los extremos de 
dos diámetros conjugados. Tenemos las siguientes relaciones: 

&*«!* + a 2 i/i 2 = a 2 ?)* ; b 2 x» 2 + a 2 i / 2 2 = a 2 & 2 ; 

IhVx _&L_ 

x 2 Xi a 2 

las dos primeras por ser (xi,Vi); (,x 2 ,y 2 ) puntos de la elipse 
y la tercera es la relación que liga los coeficientes angulares 
de dos diámetros conjugados; pongamos esta relación en la 
forma 

aih _ — bx 2 

bx { ~ ayi 

y llamando c al valor común de estas dos fracciones se tiene 

= a 2 yS + V-x- . oft 7 + 1 ~ ± \ 7’ 

h2 x x 2 -f a-tji 2 ’ 6*1 ’ ol/i 

en el que las combinaciones posibles de signos corresponden 
a las combinaciones posibles de los pares de extremos de diá¬ 
metros conjugados. Tenemos, pues, las fórmulas 

[14] * 2 = ± 2/1 Vi = =¡= “ «i 

que nos dan las coordenadas de los extremos de un diámetro en 
función de las de los extremos de su diámetro conjugado. Se 
acostumbra designar a estas fórmulas con el nombre de fór¬ 
mulas de Chasles. 
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7. Ecuación de la elipse respecto de dos diámetros conjuga¬ 
dos cualesquiera. — Dada una elipse, vamos a estudiar su ecua¬ 
ción cuando se toma como nuevo sistema de ejes el formado 
por dos diámetros conjugados. 

Como las fórmulas de cambio de ejes son lineales, la ecua¬ 
ción de la elipse en el nuevo sistema seguirá siendo de segundo 
grado. 

Por la propiedad de los diámetros conjugados, las cuerdas 
paralelas a uno de los ejes tienen sus puntos medios en el otro; 
luego si M(z, y) está en la curva, también lo están M'(— x, y) 
y M"(a:,— y), luego la ecuación sólo puede contener potencias 
pares de x é y, y como no pasa por el origen, tiene que tener 
un término independiente. Dividiendo por él la ecuación ten¬ 
drá la forma 

mx- -f- ny 2 = 1 . 

Sean A y B extremos de los dos diámetros conjugados que 
hemos tomado como ejes (fig. 48) y sean a y b las semilongi- 
tudes de las cuerdas que determinan dichos diámetros, que se 
denominan semilongitudes de los diámetros. Los puntos A y B 
tienen como coordenadas (a, 0 ) y ( 0 ,b), luego se ha de cumplir 

mar = 1 ; nb 2 = 1 

y la ecuación de la elipse toma la forma 



que es la ecuación general de la elipse referida a dos diáme¬ 
tros conjugados cualesquiera, siendo a y b las longitudes de 
los semidiámetros. 


§16. La hipérbola y la parábola 


1. Hipérbola. Tan¬ 
gentes. — Al igual que 
en la elipse, de la sim¬ 
ple consideración de la 
ecuación [5] de la hi¬ 
pérbola, se c educe que 
ésta tiene el origen co¬ 
mo centro de simetría y 
los ejes de coordenadas 
como ejes de simetría 
oblicuos (fig. 49). Está 
definida únicamente pa¬ 
ra | x > a y no tiene 
ningún punto real de 
intersección con el eje 
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O Y. La curva tiene, por consiguiente, dos ramas distintas en 
los semiplanos x > 0 y x < 0. 

El estudio de los problemas de tangentes se hace como en 
el caso de la elipse y se llega a los siguientes resultados 
La ecuación de la tangente a una hipérbola de ecuación 



en un punto cualquiera M(x„ ,ijo) de la misma es 



El problema de determinar las tangentes a la hipérbola, 
que pasan por un pinito M (x u Vi) del plano, se reduce a de¬ 
terminar los puntos de intersección de la curva con la rectt: de 
ecuación 



siendo los puntos de esta intersección los puntos de contacto 
de las tangentes pedidas. 



Asíntotas. — Consideremos ahora las rectas de ecuacio- 



y sea M(a, y) un punto de la hipérbola situado en el ángulo 
XOY. El coeficiente angular de la recta OM es 



luego para x suficientemente grande, es decir, para x tendien¬ 
do a -Loo, el coeficiente angular de la recta OM tiende hacia 
6/a. Lo mismo sucede si M está en el ángulo X'OY', y si M 
está en los otros dos ángulos de los ejes de coordenadas, el 
coeficiente angular de OM tiende hacia — b/a. 


Def. 1. Las rectas CC' y CiC/, definidas mediante las 
ecuaciones [2], se denominan las asíntotas de la hipérbola. 


El nombre de asíntota significa que la recta y la curva no 
tienen ningún punto común, pero que se aproximan tanto co¬ 
mo se quiera; veamos que esto se cumple en el caso de la hi¬ 
pérbola. Si en la ecuación de la hipérbola reemplazamos la y 
por ±(b / a)x, la ecuación resultante toma la forma 0 = 1, es 
decir, las ecuaciones de la hipérbola y de las asíntotas son in¬ 
compatibles. y por tanto la hipérbola y las asíntotas no tienen 
ningún punto común. 
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Las ordenadas i/, é de la asíntota y la hipérbola están 
ligadas por la relación 


? / » - - b ~ * 
Vs ~ a- X 


h ~ , 


a 2 ) = b- ; 


Vl V ' Vi + 2/2 

y si suponemos y s > 0 é y¡ > y 2 (el resultado vale, por sime¬ 
tría, para los otros casos), se tiene 

„ b- ab 

0 < S/i — lh < — = — . 


luego para x suficientemente grande y i — y 2 llega a ser tan 
pequeño como se quiera. 

Si consideramos coordenadas homogéneas, las ecuaciones de la hipér- 
bola y de la asíntota son 

— a-y- = a-bH ; y = ± — r 

Cl 

reemplazando y en la ecuación de la hipérbola se tiene 

6V — b-x- - a-bH 2 ; t = o 

es decir que ( = 0 es raíz doble y la asíntota puede considerarse como 
tangente a la hipérbola en un punió impropio. 

Si consideramos los puntos C, C', Cj, CY, de intersección 
de las asíntotas con las rectas x = ± a, se obtienen ( a,b), 
(— a, —6), (a, — b), (—a, 6), lo que nos da una interpreta¬ 
ción geométrica del coeficiente 6 de la hipérbola. 


3. Intersección de una hipérbola con una recta, 
hipérbola de ecuación 

x- y 2 _ 


Sea la 


Si buscamos su intersección con una recta paralela al eje 
OY de ecuación x = h se ve que la corta en dos puntos si es 
| h ] > a, es tangente si h = ± a y no tiene puntos comunes 
con la hipérbola si es | h | < a. 

Consideremos ahora el caso de una recta de ecuación 
y = mx-\-h. El problema de determinar la intersección equi¬ 
vale analíticamente al de determinar las soluciones del siste¬ 
ma de dos ecuaciones 


y = vnx 


b-x n - — a-y- = a-b' 


de ia recta y de la hipérbola. Eliminando y se obtiene 
[3 J .r 2 (ú 2 — a-m-) — 2 a-mhx — a 2 (h 2 + b-) = 0. 

Esta ecuación es siempre de segundo grado, salvo en el 
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caso en que es b- — a 2 m- = 0, es decir para m = ± b/a. Para 
que las raíces de la ecuación [3] sean reales, debe ser el dis¬ 
criminante > 0, es decir, debe ser 

0 < a'm 2 h 2 + a 2 (h 2 -f- b 2 ) (b 2 — a-vi 2 ) = 

— a 4 m 2 h 2 + a 2 h 2 b 2 — a*/i-m 2 -f- a 2 b 4 — a i b 2 m 2 = 

= a 2 b 2 (h 2 + b 2 — a 2 m 2 ) 

es decir, debe ser h 2 > a 2 m 2 — b 2 . Consideremos los tres ca¬ 
sos siguientes: 

b 2 < 0, es decir — b/a<m<b/a; sea Ai la 

recta considerada (fig. 50) ; 
la paralela por el origen a A, 
está en este caso dentro del 
ángulo de las asíntotas que 
contiene el eje OX, y por lo 
tanto a la hipérbola, la ecua¬ 
ción [3] tiene siempre en es¬ 
te caso dos raíces reales dis¬ 
tintas, es decir, la recta y la 
hipérbola tienen siempre dos 
puntos comunes. 

2^ a 2 m 2 — b 2 > 0, es de¬ 
cir | m | > b/a-, sea A 2 la rec¬ 
ta considerada, su paralela 
por el origen está en el án¬ 
gulo de las asíntotas que no 
contiene a la hipérbola; la 
ecuación [3] es siempre de 
segundo grado, y tiene dos 
soluciones reales, una real 
doble o dos imaginarias según que sea 

h > V a 2 m 2 + b' 2 ó h < — V a 2 m 2 -f b 2 ; 
fi = — \/ a 2 ™ 2 + b 2 ; 

— V a 2 m 2 + b 2 < h < + y' a 2 m 2 -f b\ 

Por lo tanto, al desplazar a 2 , la recta corta a la hipérbola 
en dos puntos reales y distintos cuando está colocada fuera de 
la banda del plano que determinan dos posiciones extremas 
T 2 y T' 2) simétricas con relación al centro y que son tangentes 
a la hipérbola; para posiciones de la recta comprendidas den¬ 
tro de la banda de piano, la recta y la hipérbola no tienen 
ningún punto real común. En este caso las secantes cortan a 
la hipérbola en dos puntos de la misma rama, mientras que 
en el caso anterior los puntos de intersección están siempre en 
distintas ramas. 
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3^ a-m 2 — b 2 = 0, es decir m = ± b/a, la recta secante es 
entonces paralela a una asíntota; la ecuación [3] es siempre 
de primer grado, admite una solución si 0 y ninguna si 
h = 0; es decir que, salvo en el caso de que coincida con una 
asíntota, la recta tiene un solo punto común con la hipérbola 
(recta a 3 de la fig. 50). 

Si consideramos en este caso coordenadas homogéneas las ecuaciones 
de la hipérbola y de la recta son 

b"x 3 — ay = a°b-t a y = ± * x + ht 

que admiten la solución común (a, b, 0), es decir que siempre la recta 
y la hipérbola tienen un punto común impropio; por eso la recta, a pe- 
sar de tener un solo punto común con la hipérbola, no es tangente a Ja 
misma, salvo en el caso de la asíntota en que la solución (a, b, 0) es 
doble y la asíntota es, como ya lo dijimos, tangente a la hipérbola en 
un punto impropio. 

Si quisiéramos ahora, teniendo en cuenta la discusión que 
acabamos de realizar, estudiar el problema de las tangentes 
paralelas a una recta dada, vemos que sólo es posible el pro¬ 
blema cuando el coeficiente angular m cumpla la condición 
| m | > b/a y las tangentes tienen entonces como ecuaciones 

[4] y = mx- f y'o 2 m 2 — b°- y = mx — V'a 2 m ¿ — b 2 

Las consideraciones que hicimos sobre los elementos ima¬ 
ginarios al tratar este mismo problema en el caso de la elipse 
son aplicables también a la hipérbola. 

Para determinar las tangentes que pasan por un punto del 
plano puede usarse el método empleado en el caso de la elipse, 
de tomar como incógnita el coeficiente angular de la tangente 
que se busca. Los razonamientos y cálculos hechos para la 
elipse se aplican en forma totalmente análoga en el caso de 
la hipérbola, y la ecuación [11] del § 15 toma en este caso la 

forma 

[5] m 2 (x 1 2 — a 2 ) — 2mx i y 1 -f y/ 2 + b 2 = 0. 

4. Diámetros de la hipérbola. — Como en el caso de la 
elipse, se denominan diámetros de la hipérbola a las rectas 
que pasan por el centro, y se tiene aquí la misma propiedad 
fundamental 

Los puntos medios de ¡as cuerdas paralelas a una recta dada 

están situados sobre un diámetro. 

Esta propiedad se demuestra exactamente igual que en el 
caso de la elipse, partiendo de la ecuación [3] en lugar de 
partir de la [10] del § 15, con la diferencia de que la [3] 
puede reducirse a una ecuación de primer grado cuando las 
rectas son paralelas a una asíntota, en cuyo caso ya vimos que 
no hay cuerdas. 
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También se demuestra, como en el caso de la elipse, la 
existencia de los diámetros conjugados y las propiedades de 
los mismos, y se establece la siguiente relación entre sus coe¬ 
ficiente angulares m y m’ 


[ 6 ] 


, b 2 

mm' = —r-. 

a 2 


Como el coeficiente angular de una asíntota satisface a la 
relación m 2 = b 2 /a -, se consideran las asíntotas como diáme¬ 
tros singulares autoconjugados 

De la ecuación [3] se deduce que el punto medio de la 
cuerda que determina una secante de ecuación y = mx + h con 
la hipérbola tiene como coordenadas 

hma 2 

X >n = To--0—5" Vm = mX IH + ti. 


O •> 

a-m- 


Los puntos de intersección de la secante con las asínto¬ 
tas se obtienen resolviendo los sistemas 


i y — mx + h 
b 

[v = ~ x 


y = mx + h 


V = 


b 

— x 
a 


cuyas soluciones son 


x 0 = -v 


ha 


am 


?/o = mx o + h ; 


f _ — ha 

- Xl b + ctm 
. Vi = mxi + ti 

y las coordenadas del punto medio del segmento determinado 
por esos dos puntos de intersección son 


x m = A 


ha 


am 


ha 

b + am 


hma - 


a-m 2 


luego dicho punto es el punto medio de la cuerda. De aquí de¬ 
ducimos : 


Teor. 1. a) Los segmentos interceptados por una secante 
entre la hipérbola y las asíntotas tienen la misma longitud. 

b) El segmento determinado por una tangente a la hipér¬ 
bola entre las asíntotas, tiene su punto medio en el punto de 
contacto de la tangente con la hipérbola. 

Vamos a estudiar ahora la posición relativa de dos diáme¬ 
tros conjugados D y D' (fig. 50). De la relación m. m ' = b 2/ a 2 
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se deduce que uno de los coeficientes angulares es de módulo 
mayor que b/a y el otro menor y que ambos son del mismo 
signo, luego los dos diámetros están siempre dentro del mismo 
ángulo de los ejes de coordenadas, pero uno está dentro del án¬ 
gulo de las asíntotas que contiene la hipérbola y el otro en el 
suplementario; cuando un diámetro se aleja del OX, el otro se 
acerca, ya que si m aumenta, m' disminuye. El diámetro que 
está dentro del ángulo de las asíntotas, corta a la hipérbola y 
se denomina diámetro real ; el conjugado de éste no corta a la 
hipérbola y se denomina diámetro imaginario. Del estudio he¬ 
cho del problema de la intersección de una hipérbola con una 
recta se deduce que los puntos del diámetro imaginario son 
siempre puntos medios de cuerdas paralelas al diámetro con¬ 
jugado, mientras que en el diámetro real esta propiedad sólo 
es cierta para los puntos exteriores al segmento limitado por 
los puntos de intersección de la hipérbola con el diámetro. 

Cuando se consideran elementos imaginarios, entonces, co¬ 
mo en el caso de la elipse: un diámetro es el lugar de los pun¬ 
tos medios del segmento definido por los puntos de intersec¬ 
ción (reales o imaginarios) de la hipérbola, con las rectas pa¬ 
ralelas a un diámetro conjugado. 

5. La hipérbola referida a dos diámetros conjugados. — 
Consideremos una hipérbola (fig. 51) y un par de diámetros 
conjugados, que to¬ 
maremos como nue¬ 
vos ejes de coordena¬ 
das OX' y OY', sien¬ 
do OX' el diámetro 
real. 

Por las mismas 
consideraciones de si¬ 
metría que hicimos 
en el caso de la elip¬ 
se, la ecuación de la 
hipérbola referida a 
estos nuevos ejes de- 
óe ser de la forma 

mx- — ny 2 = 1. 

Si designamos por 
2a' la longitud del 
segmento AA', las 

coordenadas del pun- f¡ 8 . ói. 

lo A han de ser (a', 0) 

y por tanto se debe tener a' 2 — 1/m. Como la hipérbola no 
tiene ningún punto real común con el eje OY', se debe tener 
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n < 0. Poniendo b'- = — 1/n, la ecuación de la hipérbola to¬ 
ma finalmente la forma 



Teniendo esta ecuación la misma forma que con respecto a 
OX y OY se deduce que las ecuaciones de las asíntotas en el 
nuevo sistema serán 

b' 

y' = — *' *’ = ~ 



luego, de acuerdo con lo dicho en el § 16-3, las tangentes en A 
y A' a la hipérbola cortan a la asíntota en los puntos 

C (<*',&'); Ci(a', — b '); CT C'(—« 

Las rectas CC\ y C,C' cortan al eje OY' en los puntos 
ByB' de coordenadas (0 ,b’) y (0 ,—b'). Los puntos B y B' 
se "llaman extremos del diámetro imaginario y la longitud de 
BB', es decir, 2b' se denomina la longitud del diámetro imagi¬ 
nario. Los puntos A y A' y la longitud 2a' se dice que son los 
exiremos y longitud del diámetro real. 

De lo dicho resulta que los cuatro extremos de los dos diá¬ 
metros son los vértices de un paralelogramo que tiene los lados 
paralelos a las asíntotas. 

Las fórmulas de Chasles que nos dan las coordenadas de 
los extremos de un diámetro en función de las de los extremos 
de su conjugado son, para el caso de la hipérbola, 

a . b 

a 1 = -r Vl ; V l “ “¡r 1 

y su demostración se hace como para el caso de la elipse. 


6. Hipérbolas conjugadas. — Los extremos de los diámetros imagina¬ 
rios satisfacen a la relación 






obtenida poniendo en la ecuación de la hipérbola en lugar de las coorde¬ 
nadas de un punto, su valor en función de las del diámetro conjugado al 
que pasa por dicho punto. Se ve pues que todos ellos están situados sobre 
tina hipérbola de ecuación 






y es evidente que, recíprocamente, los extremos de los diámetros imagi¬ 
narios de la nueva hipérbola están en la hipérbola dada. Ambas hipérbo¬ 
las se denominan conjugadas , y es inmediato que tienen las mismas asín - 
toi'as. 
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7. La hipérbola referida a sus asíntotas. — Temernos ahora 
como ejes coordenados las asíntotas de la hipérbola (fig. 52). 
Por la linealidad de las fórmulas de cambio de coordenadas ha 
de ser la ecuación 
de la curva, de se¬ 
gundo grado, y 
por ser el origen 
un centro de sime¬ 
tría, no se ha de 
alterar la ecuación 
al cambiar x en 
—x é y en — y, 
luego no ha de 
contener términos 
de primer grado 
ni en x ni en y, 
y como no pasa 
por el origen ha 
de contener térmi¬ 
no independiente. 

La ecuación será 
pues del tipo 

mx- -i- pxy -f- ny- 4- 7 ” 6 

Las rectas y = h son secantes que sólo cortan a la hipér¬ 
bola en un punto, luego la ecuación en x 

mx 2 + phx + nh- -f- q = 0 

admite una raíz simple para cualquier valor de h, y para que 
eso sea posible ha de ser m = 0. Análogamente se prueba que 
se debe tener n = 0 y por lo tanto la ecuación toma la forma 
pxy = — q y como podemos suponer — q/p > 0 (pues en caso 
contrario bastaría cambiar el sentido del eje OX) la ecuación 
toma finalmente la forma 

[9] xy = k 2 

que nos da la ecuación de una hipérbola referida a sus asín¬ 
totas. 

Ejemplo: Sea la hipérbola 4a- 5 — y* = 1. Sus asíntotas son 

y — 2x = 0 , y + 2x = U. 

Si tomamos estas rectas como nuevos ejes x , y', o sea, como rectas 
y' = 0, x' = 0, respectivamente, deberá ser 

x' = y + 2x , y' = y — 2x 

de donde 

x = Ux' — y') , y = l(x’ y’). 

De aquí, sustituyendo estos valores en la ecuación dada de la hipér¬ 
bola, resulta que la ecuación de la misma en el sistema a-', y' de las asín¬ 
totas es x'y' =— 1, que cambiando el sentido del eje x (o sea, poniendo 
— x' en vez de a;'), queda de la forma [9]. 
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8. La parábola. Tangentes. — Definimos la parábola como 
la curva cuya ecuación en un sistema de coordenadas cartesia¬ 
nas (oblicuas o rectangulares) es y- = 2px. La parábola está 

definida, pues, para los 



valores de x > 0 si es 
p > 0 y para los valo¬ 
res x <0 si es p < 0. 
Consideraremos el pri¬ 
mer caso (fig. 53). 

Dado un punto 
M,,(x„,2/o), como en el 
caso de la elipse y en 
el de la hipérbola, para 
determinar la tangente 
en M„ a la parábola, 
hay que considerar el 
sistema formado por las 
ecuaciones de la pará¬ 
bola y de las rectas que 
pasan por el punto y 
buscar la condición pa¬ 


Fijr. 53. 


ra que dicho sistema 


admita una raíz doble. 


Las ecuaciones son 


y- =• zvx 

y = Va -r m(x — Zo) ó x = x 0 . 

Consideremos el caso x = x 0 ', reemplazando en la ecuación 
de la parábola queda y- = 2 px n y para que esta ecuación tenga 
una raíz doble ha de ser x 0 = 0, es decir que el único punto 
en que la parábola admite una tangente paralela al eje O Y 
es el origen. Pasemos ahora al caso de la ecuación y — y o + 
+ ib( x — x, t ). Reemplazando y en la ecuación de la parábola 
se tiene 

[2/o + m(x — x o)] 2 — 2 px = 0. 

Para que la recta sea tangente esta ecuación ha de admi¬ 
tir x 0 como raíz doble y para ello, como en los casos de la 
elipse y de la hipérbola ha de ser x„ raíz de la ecuación deri¬ 
vada 

2[y 0 + m(x — z u ) ]?ti — 2p — 0 
luego ha de ser my<, = p y como yo =1= 0 ha de ser m = phy 0 . 

La ecuación de la tangente es pues 

V = y o + — (x — *o) ó 2/2/o = Va- + V x — VXa 

y o 

y como por ser ( x 0 , y 0 ) punto de la parábola es y<r = 2 px» la 
ecuación toma finalmente la forma 
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[101 


2/2/o = px 


?/o- 

2 


que es la ecuación general de la tangente a la parábola en un 
punto de la misma, 

Si queremos obtener ahora la ecuación de la tangente que 
pasa por un punto (x lt Vi) del plano basta observar que las 
ordenadas de los puntos de contacto deben cumplir con la con¬ 
dición 


[ 11 ] 


Vo ¿ 

Vi Va = PX X -+- - 2 ~ 


luego el problema se reduce a resolver esta ecuación de segun¬ 
do grado en y 0 . 

9. Intersección de la parábola con una recta. — Sea la pa¬ 
rábola de ecuación y 2 = 2px ; si consideramos las rectas pa¬ 
ralelas a OY, de ecuación x = h, es inmediato que cortan a la 
parábola en dos puntos reales, en uno doble o ninguno, según 
que sea h > 0, h = 0, h < 0, siendo tangente, como ya lo vi¬ 
mos en el segundo caso. 

Consideremos ahora una recta de ecuación y = mx -f h ; 
reemplazando en la ecuación de la parábola se nene 


[ 12 ] 


m 2 x 2 -f 2 (mh — p)x -f h 2 = 0 


Consideremos aos casos: 

19 m =[= 0; la ecuación es de segundo grado y tiene dos 
raíces reales, una real doble, o dos imaginarias según que sea 
(mh — p) 2 — m 2 h 2 = p(2mh — p) mayor, igual o menor que 
cero, es decir, según que se tenga 


h > - 


2 m 


h = 


zm 


h < - r 


?.m 


luego cuando la recta se desplaza paralelamente a sí misma 
existe una sola posición de la recta, la ue ecuación 


[13] 


" - mx + 2m 


que es tangente a la parábola; se obtiene una secante con dos 
puntos de intersección, cuando la paralela está situada en el 
semiplano de la tangente que contiene el semieje positivo de 
las abscisas y sin puntos comunes cuando está en el otro se¬ 
miplano. 

2° m = 0. La ecuación [12] toma la forma —2 px -f h 2 = 0, 
que tiene una sola solución, la x = h 2 /2p, y la recta tiene por 
consiguiente un solo punto común con la parábola. 
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Si utilizamos coordenadas homogéneas, las ecuaciones de la parábola 
y ele una paralela al eje OX son y ' 1 — 2pxt=0, y — ht, y se ve que 
ambas tienen ademas de! punto propio común que hemos dado, un punto 
impropio común, el (1, 0, 0), lo que explica por que la recta no es tan¬ 
gente a la parábola, aún cuando tenga sólo un punto común (propio) 
con ella. 

Si se emplean los elementos imaginarios, la recta tiene 
siempre dos puntos comunes con la parábola, reales y distin¬ 
tos, real y doble o imaginarios conjugados. 

El problema de encontrar las tangentes paralelas a una 
recta dada admite, según lo que acabamos de decir, solución 
siempre que la recta no sea paralela al eje OX, esta solución 
es única y su ecuación es la [13]. 

Aplicando este resultado al problema de determinar las 
tangentes que pasan por un punto del plano, buscando los coefi¬ 
cientes angulares de las mismas, se ve que éstos deben satis¬ 
facer a la ecuación 

[14] 2x\m- — 2my x -f- p = 0 

que nos da la solución del problema (por el cambio de va¬ 
riable m = p/y n , esta ecuación toma la forma [11] utilizada 
para resolver este mismo problema). 

10. Diámetros en la parábola. — Consideremos las rectas 
paralelas a una dada, de ecuación y ~ mx 4- h. El punto me¬ 
dio de la cuerda que determina la recta sobre la parábola tie¬ 
ne como coordenadas 




y m = mx m + h = 




cuando m es fijo y h varía, se encuentran sobre la recta pa¬ 
ralela a OX de ecuación my = p y recíprocamente dada una 
recta de ecuación my = p, paralela a OX dicha recta contiene 
los puntos medios de las cuerdas determinadas por las rectas 
paralelas a la recta de ecuación y = mx, y pasa por el punto 
de contacto de la tangente paralela a dicha recta. 


Def. 4. Por cumplirse esta propiedad definiremos los diá¬ 
metros de la parábola como las rectas paralelas al eje OX, 
es decir, como las secantes a la parábola que la cortan en un 
solo punto (propio). 

El eje OX es el diámetro lugar de las paralelas al eje OY. 

Los diámetros no determinan cuerdas en la parábola y por 
consiguiente en la parábola no existen diámetros conjugados. 

Como en el caso de la elipse y la hipérbola, un diámetro 
es el lugar de los puntos medios de los segmentos definidos por 
los puntos de intersección (reales o imaginarios) de la pará¬ 
bola con las rectas paralelas a la tangente a la parábola, en el 
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punto de intersección de ésta con el diámetro. Este punto se 
denomina el extremo del diámetro. 

Dada una pa¬ 
rábola de ecuación 
y 2 = 2px (fig. 54) 
hemos visto que el 
eje O Y es tangente 
en el origen a la 
parábola, conside- 
remos ahora un 
diámetro y la tan¬ 
gente en su extre¬ 
mo que tomaremos 
como nuevos ejes 
de coordenadas 
OX' y OY'. Las 
fórmulas de trans¬ 
formación de ejes 
son en este caso 

x = x 0 + x’ 4- ay" 

V = Vo 4- P?/' 

(siendo x n é y n las coordenadas de O'). 

La ecuación de la parábola en el nuevo sistema es 
Vo 2 4- 2y 0 fiy' 4- = 2 px 0 4- 2 px' + 2pa'y' 

Como t/o 2 = 2pXo la ecuación no tiene término indepen¬ 
diente; por otra parte por la propiedad del diámetro de con¬ 
tener los puntos medios de las cuerdas paralelas a OY' no ha 
de alterar al cambiar y ' en — y' luego se debe anular el tér¬ 
mino en y'. Por todo ello la ecuación toma la forma |3-y' 2 = 
= 2 px', y si llamamos p' = p/(3 2 , la ecuación toma finalmente 
la forma 

[15] y' 2 = 2 p'x' 

que es la ecuación general de la parábola respecto de un diá¬ 
metro y la tangente en su extremo. 




112 


LAS CONICAS 


i/ 


Si y = mx; y — m'x son las ecuaciones de dos rectas que 
pasan por el centro, el ángulo u de las mismas viene dado por 

_ (ra' — m) sen 0 

g a ~ ÍT (wi + m') cose — mm' 

siendo 0 el ángulo de los ejes coordenados, luego para que di¬ 
chas rectas sean perpendiculares debe anularse el denomina¬ 
dor. 

Si suponemos ahora que y — m'x es la ecuación del diáme¬ 
tro conjugado de y = mx se tiene (§ 15-5) mm' = — b-/a-, 
luego para que los diámetros sean perpendiculares se debe tener 

1 -f (m -\—) eos 0- ¡r = 0 

\ a-m I a- 


a- eos 0 m- + (a 2 — b 2 ) m — b- eos 0 = 0 

El discriminante de esta ecuación de segundo grado en m 
es 

( a 1 —b-)- + 4a- b- eos- 6 > 0 (si 0 i —-) 

luego la ecuación tiene siempre dos raíces reales, es decir, en 
toda elipse, siempre existe un par de diámetros conjugados 
perpendiculares. De aquí, teniendo en cuenta [15] del § 15, 
se tiene: 

Toda elipse puede referirse a un sistema de ejes cartesia¬ 
nos rectangulares, de. modo que su ecuación sea : 





Se acostumbra a tomar como eje de abscisas el que tiene 
mayor longitud de diámetro, es decir que, salvo especificación 

contraria, supondremos 
siempre a > b. Si fue¬ 
se a = b tendríamos evi¬ 
dentemente una circun¬ 
ferencia de radio «, es 
decir, que la circunfe¬ 
rencia es un caso parti¬ 
cular de la elipse. 

2. Focos de la elipse. 
— Def. 1. Si ponemos 
c-— ar — b 2 , se deno¬ 
minan focos de la elip¬ 
se a los puntos F (c, 0) ; 



F' (— c, 0) (fig. 55). 
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Sea M (.r, y) un punto cualquiera de la elipse y q x su dis¬ 
tancia al foco (c, 0). Se tiene: 


= (x — c) 2 + y- = 


V* = a 2 — 2cx + c= + -ría 2 

(t 


= 


(a 2 — b-) — 2 ex + c 2 + b 2 = 


2 ex + a 2 = a 


c 

— x 
a 


Como x < a es siempre a - x > a — c > 0, luego toman- 

Cl> 

do el valor positivo al extraer la raíz cuadrada se tiene 

c 

Q i = a - x 

a 

Análogamente, si q, es la distancia de M al foco F\ se 
tiene: 


«•" = a -f- — x 

a 


Los focos tienen pues la notable propiedad de que sus dis¬ 
tancias a cualquier punto de la elipse se expresan en función 
racional de la abscisa del punto. 


Def. 2. Se denomina excentricidad de la elipse al número 
c 

e ~ Q ue es siempre menor que 1; las distancias de un 

Cl 

punto a los focos vienen dadas por las fórmulas 

[ 2 ] Qi = a — ex ; q» = a + ex 

y sumando se tiene 

[3] Qi -j- Q 2 = 2a 

La importante propiedad expresada por la fórmula anterior 
suele adoptarse como definición geométrica de la elipse y sir¬ 
ve para construir la elipse por puntos trazando desde los focos 
circunferencias de radios o a y q 2 tales que 

Qi + Qs — 2a. 

Para que la propiedad expresada por [3] pueda ser tomada 
como definición de la elipse habrá que probar que los puntos 
de esta curva son los únicos que la cumplen. En efecto: tome¬ 
mos un punto cualquiera del plano y unámoslo con un foco. 
Si está entre el foco y el punto M de intersección de la recta 
con la elipse (punto M 2 de la figura 55) se tiene: 

FMo + M 2 F' < F'Mo + M 2 M + MF = 2a . 
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Si es M el aue está entre el punto y el foco (punto Mi de 
la figura 55) se tiene: 

2a = F'M + MF < F'M + MM X + M X F = F'M a + M,F. 

Obtenemos así la propiedad siguiente: 

Teor. 1. La elipse es el lugar geométrico de los puntos 
del plano cuya suma de distancias a dos puntos fijos llamados 
focos es constante. Esta definición de la elipse es una defini¬ 
ción meramente geométrica, con independencia de todo sistema 
de ejes coordenados. 

Hemos demostrado en forma geométrica una parte de esta 
propiedad, pero vamos a ver que puede hacerse toda la demos¬ 
tración en forma totalmente analítica. Para ello probaremos 
analíticamente que todo punto M (x,y), cuya suma de distan¬ 
cias a los focos sea igual a 2a, satisface a la ecuación [1] de 
la elipse. 

Sean oí y o 2 las distancias de M a los focos; se tiene: 


cu 2 = (*— cy + y 2 
Pi 2 — o 2 2 = — 4 ex 


; C>2 2 = (x 

; Oí + Oo 


Pr 


T — Q-J 
pi + es 


cV- + v- 

2 a ; 

- 2cx 


tíi = a 


ex , ex 

— ; o 2 = a - 
a a 


Reemplazando este valor en la expresión pi 2 se tiene: 


.2^2 


+ 

a 2 

a 2 

— c 2 


a 2 


x 2 W 


= o; 2 


2 ex + c 2 -|- y 2 ; 


+ l/ 2 = o 2 


2 _ c 2 


-f t/2 = 6 2 : 


JL - i 

a 2 ^ 6- 

luego M pertenece a la elipse. 

3. Vértices de la elipse. — Def. 3. Los puntos en que la 
elipse corta a los ejes de coordenadas, es decir A (a, 0) ; 
A'(— a, 0) ; B(6, 0); P/(—6,0), se denominan vértices de la 
curva; los segmentos AA' y BB' se denominan respectivamen¬ 
te eje mayor y eje menor. Los ejes OX y OY son ejes de si¬ 
metría ortogonal de la curva (fig. 56). 
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De la ecuación de la elipse se deduce 

b 2 x s + a-y- = a-6 2 


b-(x- + y-) = arb- — a-y- + b^y- 
ar(x 2 + y-) = a-b- — b-x- + a 2 x- 




De la segunda de estas fórmulas deducimos que la distan¬ 
cia de un punto de la elipse al origen es máxima para y = 0 
y de la tercera que es mínima para x = 0, es decir que los 
vértices A y A' son los puntos de la elipse más alejados del 
centro y los B y B' los más próximos. 


4. Ecuaciones paramétricas de la elipse. — Consideremos 
(fig. 56) una elipse cuya ecuación sea [1] y dos circunferen¬ 
cias con centros en el origen y radios a y 6. 


I 



Fin. 56. 


Es inmediato que estas circunferencias son tangentes (o 
sea, tienen la misma recta tangente) a la elipse en los pun¬ 
tos A y A' y B y B' respectivamente. 

Def. 4. A la primera circunferencia se la designa con el 
nombre de circunferencia principal y a la segunda con el nom¬ 
bre de circunferencia menor principal. 

Las ecuaciones paramétricas de cada circunferencia, en 
función del ángulo t, son 





iie 


I AS CÓNICAS 


5 17 -4 


r x = a eos t x = b eos t 

1 y — a sen t y = b sen t 

Consideremos dos puntos M" y M' de la primera y segunda 
circunferencias correspondientes al mismo valor del paráme¬ 
tro t\ el punto M cuya abscisa es la de M" y la ordenada la 
de M' es un punto de la elipse puesto que se tiene 

a- eos 2 1 b- sen-’ t _ n 
a 2 + b' 2 


Como este resultado puede obtenerse cualquiera que sea el 
punto M de la elipse, deducimos que las ecuaciones 

[4] x = a eos t y = b sen t (0 < t < 2:r) 

son las ecuaciones paramétricas de la elipse. 

Tomando como nuevo parámetro u = tg t/2, como se hizo 
para la circunferencia (§ 12-8), se tienen también como ecua¬ 
ciones paramétricas de la elipse las siguientes funciones ra¬ 
cionales del parámetro 


[4'] 


x = a —— 7 
1 -f u l 


v = b 


2 u 

1 + v* 


en donde u toma todos los valores reales. 


Ue estas ecuaciones paramétricas se deduce una regla para construir 
por puntos la elipse: se trazan las dos circunferencias principales y un 
radio cualquiera OM" (fig. 56) que corta a ambas circunferencias en 
M' y M"; se traza desde M" una paralela a O Y y desde M' una paralela 
a OX; el punto M de intersección de ambas paralelas pertenece a la 
elipse. 

De la comparación de las ecuaciones paramétricas de la elipse y de 
la circunferencia principal se deduce que los puntos de la elipse se ob¬ 
tienen a partir de los de la circunferencia dejando invariable la abscisa 

y multiplicando la ordenada por ~ > esta alteración proporcional de las 

ordenadas sin variar la abscisa se denomina una afinidad y se dice por 
esto que la elipse es afine de la circunferencia principal. 

Consideremos los puntos 



de la elipse y de la circunferencia principal. I.as tangentes en esos pini¬ 
tos a dichas curvas tienen como ecuaciones respectivamente ([9] del § 15) 

a:.ro _ L yy>, , xx« 2 yy® _ , 

a» + ó s “ 1 ; a-' + ah 

que, como se deduce inmediatamente, se cortan siempre en un punto del 
eje OX. 

De aquí se deduce la regla para trazar la tangente a la elipse en 
un punto M: Se traza la perpendicular por M a OX hasta que encuentre 
en M" a la circunferencia principal; se traza la tangente a esta circun¬ 
ferencia en M" has l a que corte en T al eje OX; la recta MT es la tan¬ 
gente pedida. Consideraciones y construcciones análogas pueden nacerse 
«obre la circunferencia menor principal. 
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5. Proyecciones ortogonales de la elipse. — Consideremos 
ahora un plano ;t que pase por el eje mayor de la elipse y for¬ 
me con el nlano de ésta un ángulo a tal que cosa = b/a. 

En el plano a: describamos una circunferencia cuyo diáme¬ 
tro sea el eje mayor de la elipse. Las coordenadas de un punto 
M de la circunferencia serán Xy = a eos t ; i/i = a sen t ; las 
coordenadas de la proyección ortogonal de M sobre el plano de 
la elipse serán 

x = x x = a eos t ; y = y, eos a = b sen t ; 

es decir las coordenadas de un punto de la elipse. Recíproca¬ 
mente cada punto M de la elipse es la proyección de un punto 
de la circunferencia. Se tiene, pues, el siguiente resultado: 

La elipse es la proyección ortogonal de una circunferencia 
que tiene como diámetro su eje mayor. 

Si tomamos ahora un plano que pase por el eje menor 
de la elipse y forme con el de la elipse un ángulo a tal que 
eos a = b/a y proyectamos la elipse ortogonalmente sobre di¬ 
cho plano, un razonamiento análogo al que acabamos de hacer 
nos probaría: 

Se puede elegir un plano tal que la proyección de la elipse 
sobre dicho plano sea una circunferencia que tiene como diá¬ 
metro su eje menor. 

Consideremos ahora el caso general de la proyección orto¬ 
gonal de una elipse sobre un plano. 

Desplacemos el plano paralelamente a sí mismo, lo que no 
altera la proyección, hasta que pase por el centro de la elipse; 
la cortará según un diámetro A. Tomemos en el plano de la 
elipse un sistema de ejes cartesianos cuyos ejes sean A y su 
diámetro conjugado A' y en el plano de proyección el sistema 
que tiene como ejes A y la proyección ortogonal A t de A'. 

La ecuación de la elipse respecto de los ejes A y A' es la 
[15] del § 15 



Si Xi é ?/, son las coordenadas con respecto al sistema de 
ejes A y Ai de un punto ( x, y) de la elipse, se tiene 


x, = x y y = y eos a 

’uego 

3 2 _ + _ ! 

a- b- eos- a 

aue es la ecuación de una elipse. 

Recíprocamente dado un punto cualquiera (.ri y y) que sa¬ 
tisfaga a la relación anterior, es la proyección de un punto 
cuyas coordenadas satisfacen a la ecuación [5]. Se tiene, pues: 
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Teor. 2. La proyección ortogonal de mui elipse es siempre 
otra elipse. (En particular puede ser una circunferencia). Re¬ 
cíprocamente, con un razonamiento análogo al anterior, se 
prueba que: Sí la proyección ortogonal de una curva plana es 
una elipse, dicha curva es también una elipse. (En particular 
puede ser una circunferencia). 


6. Propiedades métricas de los diámetros. — Dada la elipse 
de ecuación [1], referida a un sistema de ejes cartesianos rec¬ 
tangulares, el ángulo a que forman dos diámetros conjugados 
viene dado por (§ 10-2) 

_¡_ <¡r_ 

, m — in' m " r b-m 

tB “ " T+"m«? = ' 

1 b 2 

Hagamos variar m dentro del primer cuadrante. En el nu¬ 
merador tenemos la suma de dos números variables cuyo pro¬ 
ducto es constante. 

¿Y Es sabido en aritmé- 

' q tica que dicha suma 

^—'■■J 1 es mínima cuando los 

xnT sumandos son igua- 

|/D' \ les, es decir, para 

£{ / m = b/a; por consi- 

V 1 / ^ guíente el ángulo de 

\ , 0 / / dos diámetros conju- 

X-V^ pCx gados tiene un míni- 

mo cuando dichos 
diámetros son las dia¬ 
gonales del paraleló¬ 
os. 57. gramo CC', CiC'i (fig. 

57). El máximo co¬ 
rresponde naturalmente a los ejes de coordenadas. 

Los extremos de dichos diámetros conjugados tienen como 
coordenadas, las que se obtienen resolviendo el sistema de 
ecuaciones 


fU i 


y = 


b 

- x 

a 


+ ~r = 1 
a- a- 




es decir son: 


V 2 




V 2 
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D'i 


"\ V 2 V 2/ Dl \ V 2 ’ y 2 / 

Las semilongitudes de estos diámetros son a-/2 y ó 2 / 2 

—i— /jlí 

y por consiguiente poniendo c- — -^ - 

la ecuación de la elipse referida a dichos diámetros es 
[6] x 2 -f y- = c 2 . 

Teor. 3. ( Primer teorema de Apolonio ): La suma de los 
cuadrados de las semilongitudes de dos diámetros cojijugados 
es constante. 

En efecto: sean a' y b' las semilongitudes de dos diámetros 
conjugados y (xi, 2 / 0 , (x 2 , y 2 ) las coordenadas de sus extre¬ 
mos. Se tiene 

x, 2 + ?/i 2 = a' 2 x 2 2 + y 2 * = b '* 

y en virtud de las fórmulas de Chasles, § 15-6-[14] 

a' 2 + V- =xS + + il + -51 2 ,,= - 


h 

V2 


"( a2+6! ) (I 


?/r 


Pero como (x,, 2/0 es un punto de la elipse, se tiene 

a' 2 -f b ,2 = a 2 -f ó 2 
lo que prueba el teorema. 


Teor. 4. (Segundo teorema de Apolonio) : El área del pa- 
ralelogramo construido sobre dos semidiámetros conjugados es 
constante. 

En efecto: si M, (x u Vi); M 2 (x 2 , 2 / 2 ) (fig- 57) son los ex¬ 
tremos de dos semidiámetros conjugados, el área del paralelo- 
gramo OMjPM 2 es el doble del área del triángulo OMiM 2 , es 
decir (§ 10-6) el valor absoluto del determinante 

1 0 0 

1 x, 2/1 = ¡ íCi 2 / 2 — ViX 2 | 

1 x 2 ya 

y por tanto, en virtud de las fórmulas de Chasles, se tiene: 


A - 


- ~ Vr 

- a. bl x '? + ) 


a 

b 

1 a- b- 1 


y como (Xj, 2 /i) es un punto de la elipse, se tiene finalmente 

A — a . b 


lo que prueba el teorema. 
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Una consecuencia del primer teorema de Apolonio es la existencia 
de un único par de diámetros conjugados de la misma longitud (los que 
va encontramos en n? 6). En efecto: por el primer teorema de Apolomo 
si dos diámetros conjugados tienen la misma semilongitud a , se debe 


tener 





a 3 + b a 
2 



y por lo tanto sus extremos están en una circunferencia de centro el 
origen y radio c. Sus coordenadas serán pues las soluciones del sistema 
de ecuaciones 






**4- ir = c* 


y este sistema tiene cuatro pares de soluciones: 

la b \ (—- a - h 1 l- a — ~ b \ I — - ( t-, _¡L 

\ vT ’ VT/ ’ \ V2 ’ V 2 )* \ V 2 ’ V 2 / ’ \ V 2 ’ V~2 

que son los extremos de los diámetros encontrados en n? 6 y que forma- 
ban ángulos iguales con los ejes. 



7. Normales a la elipse. — Dado un punto (#o, 2/») ( ^ e 
elipse, la normal en dicho punto es la perpendicular a la tan¬ 
gente en (a-,„?/o). Su ecuación será por consiguiente (teniendo 
en cuenta § 15-3) : 


[7] b-x o (y — ?/ u ) = a 2 y 0 (x — a: 0 ) ó 

:/ — lJo = (x — xo). 

Teor. 5. La tangente y la normal en un punto de la elipse 
son bisectrices del ángulo formado por las rectas que unen el 
punto con los focos. 

En efecto: sea (fig. 58) M(x 0 ,2/«) un punto de la elipse. 

La propiedad 
quedará demos¬ 
trada si proba¬ 
mos que la tan¬ 
gente MT es bi¬ 
sectriz del án¬ 
gulo externo en 
M del triángulo 
MFF', y para 
ello, según un 
conocido teore¬ 
ma de geome¬ 
tría, basta pro¬ 
bar que se cum¬ 
ple la relación 1 



i Eti efecto, si MT es la bisectriz exterior, trazando por F una paralela a ella hasta 
cortar a MF' en un punto M', por ser esta recta normal a la bisectriz interior, es 
MM' ~ MF, y por segmentos comprendidos entre paralelas se tiene Ir /Ir — MM Mr , 
que equivale a la relación del texto. Reciprocamente, si esta relación se cumple, M i debe 
ser la bisectriz exterior, puesto que sólo hay un punto fuera del segmento h I- tal que 
la razón TF/TF' tenga un valor dado. 
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TF X MF' = TF' X MF. 

La abscisa .Ti de T se obtiene haciendo y = o en :a ecuación 
(§ 15, [9]) de la tangente, es decir es Xi = a 2 /x „. 

Las distancias de M a los focos son (§ 17, [2]) 


o c 

a - x 0 ; a + — Xa 

a a 


y se tiene 


TF X MF' = 


\ía + - C 
I \ a 


\ x 0 I \ 

(a- — c;Tn) (a- + c xq) 

x„a 


TF 'X MF “(“+«)(» 


(a 2 + ex n ) (a- — ex o) 


XnO, 


como queríamos demostrar. 


Para determinar las normales que son paralelas a una di¬ 
rección dada buscaremos los piés de dicha normal; sean (x 0 , y») 
sus coordenadas; por estar sobre la elipse y ser las normales 
de coeficiente angular dado, se ha de cumnlir 


£21 i y<'\ = i 
a- b 2 


g -y 0 

b 2 Xa 


= m 


y resolviendo este sistema en x„ é y,„ tendremos 


Xa 2 ni 2 b 2 Xg 2 _1^0 

a 2 a* 


Xq — 


± a- 


\/ a- -f- b 2 m 2 \/ c 

y las ecuaciones de las normales serán 

± b 2 m i 

V - _ = m x — 

y a- -f b 2 m 2 \ 

o en la forma más usual 

roí (n-—br)m 


„/ 1 , m 2 b 2 \ 

X "- U + - # ) = 1 

w “ = _± b 2 m 
>J " ~ V a- + b 2 m 2 


± a 2 


V a 2 + b 2 m- 


[8] 


y = vi x -t 


V Or + 6" )Hr 


El problema de determinar las normales a la elipse que pasan por 
un punto del plano M(# t , ¡ji), puede resolverse buscando los oies de di¬ 
chas normales; habrá, entonces, que resolver el sistema de ecuaciones 


7- + 


= i 


b‘xt(y — y i) = a ! í/ 0 (x — x,j 
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la primera de las cuales expresa que el pie (a-.,, y») está en la elipse, y 
la segunda que el punto (ar. f y,) está en la normal que pasa por ( xo,y o). 

Este sistema no es, en general, de fácil solución, salvo en casos par¬ 
ticulares. Así. por ejemplo, si queremos determinar las normales a la 
elipse de ecuación 

— + — — 1 
6 ' 3 

que pasa por el punto (1, 0), se nos plantea el siguiente sistema de ecua¬ 
ciones : . - _ • *. 

2 2 

= 1 ; — 3*.Vo = OyAl — Xo) 

b o 

la segunda de las cuales se descompone en dos: la 2/0 = 0, y la — x 0 = 
= 2(1 — Xo), cuya solución es x 0 = 2, reemplazando en la ecuación de 
la hipérbola obtenemos los cuatro pares de soluciones del sistema: 

(VT, 0) , (— ve; 0) , (2,1) , (2,-1). 

Los dos primeros nos dan como solución el eje OX (resultado evi¬ 
dentemente previsible de antemano) y los otros dos nos dan como norma¬ 
les las rectas de ecuaciones 

3. 2(i/ —1) = G(x — 2) ; 3. 2(y + l) = —C(x —2), 

es decir que las tres normales que pasan por el punto son las de ecua¬ 
ciones 

2 / = 0 ; y = x — 1 ; y — — x + 1 

la primera siendo normal en dos puntos a la elipse, puede considerarse 
como doble. 

El problema puede resolverse también, buscando los coeficientes an¬ 
gulares de las normales que pasen por el punto dado; en virtud de [8] 
ello nos conduce a resolver la ecuación en m 


yi = mx i ± (a? — 6 2 ) - 

que puede ponerse, en la forma 

[9] U/, — mxiV (a* + b* m*) — 


V a J + 6* m 2 


(a* — b*) 2 m* = 


Esta ecuación, si a’i4=0 es una ecuación de cuarto grado, siendo el 
coeficiente de x**b 2 f luego para valores de m suficientemente grandes 
el polinomio en m es positivo, para m = 7jy¡Xi es negativo si es y i ={= 0, 
luego siempre admite por lo menos dos raíces si es 2/1 + O é x»=t=0. 

Para .r¡ = 0 ó 2/1 = 0 el problema admite siempre la solución doble 
del e.ie O Y ó del eje OX respectivamente. 

En resumen: por un punto pueden trazarse siempre por lo menos 
dos normales a lina elipse , y a lo más cuatro . 

Si aplicamos este método al ejemplo anterior obtenemos la ecuación 


wi 2 (6 + 3 m 2 ) — 9 w* = 0 


que admite la solución doble ra=0 y las m = 1, m— —1, que nos dan 
las normales que habíamos encontrado. 
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§ 18. Propiedades métricas de la hipérbola 

Y DE LA PARÁBOLA 

1. La hipérbola en coordenadas ortogonales. — Un razo¬ 
namiento análogo al hecho en el caso de la elipse nos conduci¬ 
ría a que la condición para que dos diámetros conjugados sean 
perpendiculares es que sus coeficientes angulares sean las raí¬ 
ces de la ecuación 

a 2 eos 0 m- (a- + b'-) m 4- b 2 eos 0 = 0 

cuyo discriminante es 

(a- + 6 a ) 2 — 4a 2 b 2 eos 2 0 > (a 2 -f & 2 ) 2 — 

4 a 2 b- = (a 2 — ó 2 ) 2 > 0 

luego la ecuación tiene siempre dos raíces reaies y por tanto 

Teorema 1. Siempre existen un par de diámetros conju¬ 
gados perpendiculares en la hipérbola. 

Puede llegarse a este resultado en forma más directa ob¬ 
servando que, cuando se toma como eje de las abscisas la bi¬ 
sectriz del ángulo de las asíntotas, que corta a la hipérbola, 
las perpendiculares a este eje determinan, en el ángulo de las 
asíntotas, segmentos cuyos puntos medios están en el eje, y 
como estos puntos medios son también puntos medios de las 
cuerdas de la hipérbola (§ 16-4), se deduce que la perpen¬ 
dicular por el centro al eje de las abscisas es el diámetro con¬ 
jugado de dicho eje. 

Toda hipérbola puede, por consiguiente, referirse a un sis¬ 
tema de ejes cartesianos ortogonales de forma que su ecuación 
sea del tipo 


2. Focos y vérti¬ 
ces. — Def. 1. Si po¬ 
nemos c- — a- -f b-, los 
puntos F y F' (fig. 59) 
de coordenadas (c,0), 
(— c, 0) se denominan 
focos. Un razonamien¬ 
to análogo al que hici¬ 
mos para el caso de la 
elipse, nos probaría 
que las distancias de 
de un punto a los fo¬ 
cos son 



Li E. 59. 
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C 

- X — '• 

a 

c 

- x -t- a 

a 

Def. 2. Se denomina excentricidad de la hipérbola al nú¬ 
mero e = c/a, que es siempre mayor que 1. Con esta notación 
se tiene; siendo o, y 02 las distancias de un punto M(x,y) a 
FyF' 

Oí = ex — a ; o 2 = ex + a para x > 0. 

^ Q! = ex + ci ; q 2 = ex — a para x < 0. 

En cualquier caso, la diferencia de distancias cíe tu. ,mnto 
de la hipérbola a los focos es igual a 2a. 

Se demuestra la recíproca en forma totalmente análoga a 
la empleada en el caso de la elipse, y se llega así al resultado 
siguiente, que constituye una definición geométrica de la hi¬ 
pérbola, independiente de los sistemas de coordenadas: 

Teor. 2. La hipérbola es el lugar geométrico de los puntos 
cuyas diferencias de distancias a dos puntos fijos es constante. 

Se supone que la constante 2a es distinta de cero y de 2c. 
En el primer caso el lugar geométrico es el O Y, en el segundo 
está formado por los puntos del eje OX no interiores al seg¬ 
mento FF'. 

Como en el caso de la elipse, puede utilizarse esta propie¬ 
dad para construir la hipérbola por puntos, trazando circun¬ 
ferencias con centros en F y F', cuya diferencia de radios 
sea 2a. 

Los puntos A y A' de coordenadas (a, 0) y (—a, 0) en 
que la hipérbola corta al eje OX se denominan los vértices de 
la hipérbola. Como el eje OY no corta a la hipérbola no exis¬ 
ten vértices reales en él; a los puntos B (0,6) y B'(0,—6) 
extremos del diámetro imaginario se les acostumbra llamar 
vértices imaginarios. 

Puesta la ecuación de la hipérbola en la forma 

b 2 (x 2 -j- y 2 ) = y 2 (a 2 +b 2 ) + a 2 b 2 

se ve que el mínimo de la distancia de un punto de la hipérbola 
al centro se presenta cuando es y = 0, es decir que los vértices 
de la hipérbola son los puntos de ésta más próximos al origen. 

Def. 3. Una hipérbola se dice que es equilátera cuando 
sus asíntotas son perpendiculares. Entonces, puesto que los 
coeficientes angulares de las asíntotas son m = b/a, m' = 
= — 6/a y la condición de perpendicularidad es mm' -p 1 = 0, 
resulta a 2 = b 2 , es decir que los dos ejes, el real y el imagina¬ 
rio, tienen longitudes iguales y las asíntotas son las bisectrices 
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del ángulo de los ejes; la ecuación de una hipérbola equilátera 
es por tanto 

[3] x- — y 2 = «- 


3. Ecuaciones paramétricas de la hipérbola. — Dada una 
hipérbola de ecuación [1] está solamente definida para \x[ > a. 
por consiguiente, cualquiera que sea la abscisa x de un punto 
de la hipérbola, siempre existe un ángulo t tal que cosí = a/x, 
o lo que es lo mismo x = a . sec f. 

Se tiene, reemplazando en la ecuación de la hipérbola 

y 2 = 6 2 — 1. ) = 6 2 (sec-’í —1) = 6 2 tg 2 1 

luego las ecuaciones 

[4] x = a sec t y = b tgt. 

son las ecuaciones paramétricas de la hipérbola. 

Como en el caso de la elipse, tomando como nuevo paráme¬ 
tro u = tg í/2 se obtienen las ecuaciones paramétricas de la 
hipérbola 



en funciones racionales de un parámetro u. 

Otras ecuaciones paramétricas más útiles e interesantes y 
que también presentan mucha analogía con las que dimos para 
el caso de la elipse, se obtienen mediante la utilización de las 
funciones hiperbólicas \ 


4. Propiedades métricas de los diámetros y asíntotas. — 

Se tienen para la hipérbola los teoremas de Apolonio, que se 
demuestran de la misma forma que en el caso de la elipse. 

Teor. 3. (Primer teorema de Apolonio) : La diferencia de 
los cuadrados de las semilongiludes de dos diámetros conju¬ 
gados es constante. 

(Segundo teorema de Apolonio) : El área del paralelogra- 
mo construido sobre dos semidiámetros conjugados es cons¬ 
tante. 

El primer teorema de Apolonio, sirve como en el caso de la 
elipse para determinar los diámetros conjugados de la misma 
longitud. Siendo a' 2 — b' 2 = a 2 — 6 2 , dos diámetros conju¬ 
gados de una hipérbola no pueden ser iguales, salvo en el caso 
en que la hipérbola sea equilátera y entonces son iguales todos. 
Una hipérbola equilátera tiene entonces siempre como ecua¬ 
ción respecto de un par de diámetros conjugados 

[6] x 2 — y 2 = a' 2 


kn efecto, de la relación ch-<£ —sh-^ = 1. se deduce que las ecuaciones paramétricas 
de la hipérbola son también x = a ch q?. y — b sh <p. 
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Consideremos ahora una hipérbola referida a sus asínto¬ 
tas (fig. 60). Su ecuación es (§ 16, [9]) entonces xy = k 2 . 

Vamos a dar aho¬ 
ra el valor de k en fun¬ 
ción de las longitudes 
a y b del eje real y del 
imaginario. 

Sean AA' y BB' los 
ejes, la ecuación de 
A A' es y = x ; la de la 
hipérbola es xy = k 2 , 
luego las coordenadas 
de A son x = y = k; 
pero x = OM, y = MA, 
puesto que como diji¬ 
mos (§ 16-5), el rec¬ 
tángulo CC'iC'Ci tiene 
como diagonales las 
asíntotas. El rectángu¬ 
lo OACiB' tiene su dia¬ 
gonal AB' paralela a 
OY, luego se tiene 

nc _ _ 

k = x = OM = —L. = i V OA- + OB- = y + b 2 

y obtenemos como ecuación de la hipérbola referida a sus asín¬ 
totas la 

[7] 4x y = a- -f 6- 

Vamos a demostrar ahora la propiedad siguiente: 

Teor. 4. El triángulo formado por la tangente a la hi¬ 
pérbola en un punto y las asíntotas, tiene área constante. 

Sea en efecto (véase figura 60) T 0 OTi el triángulo forma¬ 
do por la tangente en T a la hipérbola y las asíntotas. Como 
(Teor. 1 del § 16-4) T es el punto medio de T 0 T, si (x, y) son 
las coordenadas de T, las de T 0 son (0,2;/) y las de Ti son 
(2¡e, 0) ; el área del triángulo es 

A = 1- OT 0 X OT, X sen a = 2 x . y sen a = 2 k 2 sen a 

siendo a el ángulo de las asíntotas es, por tanto, constante. 

Si tomamos como triángulo COCi, se ve en seguida que su 
área es a . b, luego el área de cualquier triángulo formado por 
una tangente y las asíntotas, tiene por área el producto de las 
semilongitudes de los ejes. 

5. Normales a la hipérbola. — El estudio de las normales 
a la hipérbola se hace en forma completamente análoga al des¬ 
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arrollado en el caso de la elipse. Nos limitaremos a dar los 
resultados e indicar algunas particularidades. 

La ecuación de la normal a la hipérbola en un punto dado 
M(a: 0 , l/o) de la hipérbola es 

[8] b 2 Xo(.y — y») = —a 2 y 0 (x — *„) 

Teor. 5. La tangente y la normal a la hipérbola en un 
punto son bisectrices del ángulo formado por las rectas que 
unen el punto a los focos (propiedad que sirve para trazar la 
tangente a la hipérbola en un punto). 

Las ecuaciones de las normales paralelas a una recta dada 
de coeficiente angular m son: 

rn1 m(a 2 -\-b-) 

[9] y = mx ± — .= 

V a 2 — b 2 m 2 

luego para que existan normales paralelas a una recta dada 
debe ser ‘ m \ < a/b, lo cual es lógico que suceda ya que sólo 
existen en la hipérbola tangentes de coeficiente angular m, 
tal que ¡ m j > 6/a. 

Las normales que pasan por un punto (aa, y¡) del plano se obtienen: 
sea por la determinación de las coordenadas (a\>, y„) del pié de la nor¬ 
mal, que son las soluciones del sistema 


[ 10 ] 


—r — ~ = 1 , í> 5 *o (Vi — V») + a-y 0 {x, — te») = 0 
a- b~ 


sea mediante la determinación de los coeficientes angulares de dichas 
normales, los cuales deben satisfacer a la ecuación en m 

ril] (y — b*rn?) — (a a + 6*) a m 3 = 0 

y se obtiene que, por un punto puedeyi trazarse siempre por lo meiios dos 
normales a una elipse y a lo más cuatro . 

6. La parábola en coordenadas ortogonales. — Sea una pa- 
rábola de ecuación y 2 = 2px ; la tangente en un punto (a: 0 , i/o) 
tiene como coeficiente angular m = p/y n \ el ángulo a que for¬ 
ma el eje OX con la tangente viene dado por 

m sen 9 

s 1 + m eos tí 

siendo 0 el ángulo que forman los ejes coordenados. Luego, 
para que la tangente sea perpendicular al eje OX, debe ser 


0 = 1 -f m eos 0 = 1 + — eos 0 : y 0 = — P eos tí 

¡Jo 

por consiguiente, si referimos la parábola al diámetro y a la 
tangente que pasan por el punto de ordenada — p eos tí, ten¬ 
dremos la parábola referida a un sistema cartesiano ortogo¬ 
nal, de forma que su ecuación sea del tipo 

[12] y 2 = 2 px 
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Def. 4. El punto de coordenadas (p/¿, 0) se denomina el 
foco de la parábola y la recta de ecuación x = — p/2 la direc¬ 
triz. 

Def. 5. La parábola tiene el eje OX como eje de simetría 
ortogonal. El origen O se denomina el vértice de la parábola. 

Si p es la distancia de un punto M(£„, y„) de la parábola, 
a un foco se tiene 

Q~ — [ x -1-) + y- = a--’ — px -f- + 2px = ( a- + -|-) 

es decir q = x + p/2, que es la distancia de M a la directriz. 

Por consiguiente: los puntos de la parábola equidistan del 
foco y de la directriz. 

Recíprocamente: si un punto M(a ),y) equidista del foco 
y de la directriz, se tiene: 

*+-!■)=(*-|“) + V 2 ó px = -px + y -; y- = 2 px 

luego, M pertenece a la parábola. Podemos por consiguiente 
enunciar: 

Teor. 6. La parábola es el lugar geométrico de los puntos 
que equidistan de una recta llamada directriz y de un punto 
denominado foco. 

7. Propiedades métricas en la parábola. — Consideremos 
un punto M(.r„, y») (íig. 61) de la parábola de ecuación 
y- = 2 px. La tangente que pasa por M tiene como ecuación 

(§ 16, [10]), yy 0 = px + 

+ 2/o72. 

Hagamos y = 0. Se 
tiene: 

0 = VX-\-~y= px + px„ 

luego x — — a'o. 

Las coordenadas del 
punto T de intersección de 
la tangente con OX son 
(—.t 0 , 0). El segmento FT 
tiene como longitud x 0 -f 
— p/2 que es igual a la 
longitud de FM. Siendo 
isósceles el triángulo MFT, 
son iguales los ángulos que 
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forma la tangente con el radio vector y con el eje de la curva 
Luego tenemos: 

Teor. 7. La tangente en un punto a una parábola es le 
bisectriz del ángulo que forma el radio vector con la paralela 
al eje. 

Resulta de esta propiedad que un rayo interior paralelo al 
eje, incidente en M, debe reflejarse según el radio vector MF, 
pues uno y otro forman ángulos iguales con la tangente, y 
también son iguales, por tanto, los ángulos que forman con 
la normal. En esta propiedad física se funda el nombre de 
foco, dado al punto F, donde convergen los rayos reflejados, 
y por ella se adopta para los reflectores un perfil parabólico. 

Vimos en (§ 16-[14]) que la ecuación que nos da los coefi¬ 
cientes angulares de las tangentes que pasan por un punto 
M {X\, y x ) era 

2a?! m- — 2?/i m + p = 0 

para que las dos tangentes sean perpendiculares, es necesaric 
y suficiente que su producto sea —1, es decir, que 



Teor. 8. El lugar de los puntos desde los que se puede 
trazar dos tangentes a la parábola, perpendiculares entre sí, 
es la directriz. 

El diámetro que pasa por M corta (véase figura 61) a 
la directriz en un punto N y se tiene MN = x + p/2 — MF, 
luego el triángulo MFN es isósceles, la tangente MT, que aca¬ 
bamos de ver es la bisectriz del ángulo en M, es por consi¬ 
guiente también altura y mediana, luego los puntos F y N son 
simétricos respecto de la tangente. Se tiene así la propiedad: 
El lugar geométrico de los puntos simétricos del foco respecto 
de las tangentes a la parábola es la directriz. 


8. Normales a la parábola. — Dada una parábola de ecuación 
V 1 = 2nx la normal en un punto Mí¡r«, y.) de la parábola tendrá comf 
ecuación, deducida de la ecuación de la tangente en M, 

[13] y — y., — - ~¡~( x — *•) Ó y —2'» 4- — 0 

Para determinar las normales paralelas a una recta dada, observe¬ 
mos primero que la recta no puede ser paralela a OY, ya que no hay 
tangentes paralelas a OX; sea ahora m el coeficiente angular de. la 
recta dada; vamos a determinar las coordenadas (x<>,y,) del pié de la 
normal, las cuales deben satisfacer al sistema 

y‘ = 2px¡> ; m = —-dL- 

V 

en el aue la primera ecuación expresa que (x 0 ,y^) está en la parábola. 
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la segunda que la normal en él tiene como coeficiente angular m. Re¬ 
solviendo el sistema se tiene: 

2 

*0 = - z — r 


a e ui 


y la ecuación de la única normal paralela a la dirección dada es 


[14] 


mp 


( w" P \ . 

= w ( x — —— ) o y = mx — 


pm 1 + 


m 3 - \ 

2 ) * 


Vamos ahora a resolver el problema de determinar las normales a 
la parábola que pasan por un punto ( 21 , 2 / 1 ) del plano. Sean (x«, 2 / 0 ) las 
coordenadas de los pies de una de las normales que pasan por el punto. 
Expresemos que la normal en (#->, t/o) pasa por ( 21 , 2 / 1 ) 

[Ib] 

2/1 — yo + ~ (-= 0 ó 2/0 3 + 2p(p — 21 ) yo — 2p* 2/1 = 0 

y las raíces de esta ecuación de tercer grado en y 0 nos dan las ordena¬ 
das de los pies de las normales que pasan por (xii/i). 

Puede también resolverse este problema buscando los coeficientes an¬ 
gulares de las normales que pasan por el punto. Para que una normal 
de coeficiente angular m pase por (# 1 , 2 / 1 ) se ha de cumplir 

[16] 2/1 = mx 1 — pm y 1 + ó pm 3 + 2 (p — # 1 ) m+ 2 - 2/1 = 0 

y las raíces de esta ecuación de tercer grado en m nos dan los coeficien¬ 
tes angulares de las normales que pasan por el punto (# 1 , 2 / 1 ). 

Observemos que se pasa de la ecuación [15] a la ecuación [16] por 
el cambio de variable y 0 = — pm. 

Se puede dar una solución geométrica a este problema determinando 
las intersecciones de la parábola con una circunferencia. 

Consideremos la circunferencia de centro que pasa 

por el origen; su ecuación es 

** -t- V a — (*i 4- P) x - y = 0. 

Las ordenadas de los puntos de intersección de esta circunferencia 
con la parábola son las raíces de la ecuación 

JL- + + i „ = 

Suprimiendo la raíz y = 0 y simplificando, la ecuación toma la 
forma 

V 3 + 2p (p — .?,) y — 2p s j/, = 0 

que no es otra que la ecuación [15] luego, los puntos de intersección de 
la circunferencia con la parábola son los pies de las normales que bus¬ 
cábamos. 

De aquí se deduce también la propiedad siguiente: 

Teorema 9: La circunferencia que pasa por los pies de las norma¬ 
les, trazada desde un punto a la parábola pasa también por el vértice 
de la parábola. 

9. Forma trinomia común a las ecuaciones de las tres có¬ 
nicas. — Vamos a ver que mediante una traslación del origen 
a un vértice de la cónica, las tres curvas tienen una ecuación 
de la forma 

[17] 


y- = 2 px + qx* 
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siendo siempre p mayor que cero y q, mayor, igual o menor 
que cero, según que la curva sea hipérbola, parábola o elipse. 

El caso de la parábola es la forma que acabamos de estu¬ 
diar. 

Dada una elipse por su ecuación 



si llevamos el origen al vértice (—a,0), su ecuación toma la 
forma 



Análogamente si llevamos el origen al vértice («, 0) de la 
hipérbola de ecuación 



obtenemos la ecuación. 




x -+- - 




Recíprocamente dada una ecuación de la forma [17], si 


llevamos ei origen al punto (p/q, 0), obtene mos l a ecuación de 
una elipse de semiejes a = — p/q; b = p/\i — q, si es q < 0, 


y si q > 0, obtenemos la ecuación de una hipérbola de semi¬ 
ejes a = p/q; p = p/\Uj. 


Consideremos las cónicas de ecuación y- — 2px + qx 2 ; su¬ 
pongamos q variable, pero siempre q =[= 0; la ecuación repre¬ 
senta entonces una hipérbola o una elipse en las que perma¬ 
necen fijos el eje y un vértice; si hacemos tender q hacia cero 
el segundo vértice cuya abscisa es —2 p/q, se deja indefinida¬ 
mente sobre el eje OX y la ecuación tiene como límite la de 
una parábola; puede pues considerarse la parábola como la 
curva límite de una elipse o de una hipérbola variables en Jas 
que un eje y un vértice permanecen constantes, mientras el 
otro vértice se aleja indefinidamente. Si consideramos p y q 
variables, existen infinitas maneras de hacer tender una elip¬ 
se o una hipérbola variables hacia una parábola determinada, 
basta considerar p y q como funciones de un cierto paráme¬ 
tro, tales que se tenga para un mismo valor de el parámetro 
lim p = p 0 , (siendo p 0 el coeficiente de la ecuación de la pará¬ 
bola dada) y lim q = 0. Hay, pues, infinitas posibilidades de 
hacer tender la hipérbola o la elipse hacia la parábola y se 
puede imponer alguna condición suplementaria como la de pa¬ 
sar por un punto, etc. 
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§ 19. FOCOS Y DIRECTRICES DE LAS CÓNICAS 


1. Definición común a las tres cónicas. — Las definiciones 
que hemos dado de las cónicas, sea mediante sus ecuaciones, 
sea como lugares geométricos, no presentan gran analogía, 
por lo menos a primera vista. Vamos a ver que puede darse 
una definición geométrica común a las tres cónicas y para 
ello vamos a demostrar previamente el siguiente teorema: 

Teorema 1. El lugar geométrico de los puntos tales que 
¡a razón de distancias a un punto fijo y a una recta fija es 
constante, es una elipse, una hipérbola o una parábola, segxin 
que la razón sea menor, igual o mayor que la unidad. 


Def. 1. Al valor constante de dicha razón de distancias 
se denomina la excentricidad de la cónica. El punto fi.io se de¬ 
nomina foco de la cónica y la recta fija directriz de la cónica 
(más adelante veremos que estas definiciones coinciden con 
las dadas anteriormente). 

Consideremos un sistema de coordenadas cartesianas orto¬ 
gonales tal que el eje OX sea la perpendicular trazada por el 
foco a la directriz y el origen sea el punto O de OX, situado 
entre el foco y el punto de intersección de OX con la directriz 
y tal que la razón de distancias de O al foco y a la directriz 
sea igual a la excentricidad. Sabemos (§§ 17-2; 18-2) que di¬ 
cho punto existe siempre. Tomemos como semieje positivo de 
abscisas, el que contiene al foco. Bajo estas hipótesis las coor¬ 
denadas del foco y la ecuación de la directriz son 

he \ k 

T+T- 0 )' x = -T+7 

(en donde k es la distancia del foco a la directriz). 

La ecuación del lugar geométrico se obtendrá expresando 
que la razón de distancias de un punto M(z, y) del lugar al 
foco y a la directriz es igual a la excentricidad, o lo que es 
lo mismo, como todos los elementos son positivos, tomando los 
cuadrados 




Desarrollando y simplificando esta ecuación se obtiene’ 



y- = 2 kex + (o 2 — 1 Er¬ 


que es (§ 18-9) la ecuación trinomia de una cónica; elipse si 
es e < 1; parábola si es e ■-= 1; hipérbola si es e > 1. Queda, 
pues probado el teorema. 
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Si el foco está situado en la directriz, se tiene k = 0, la ecuación 
anterior toma la forma y-= (e- —1) x a que representa, si e = \, el eje 
OX como recta doble; si e > 1 las dos rectas y — bx — 0; y bx = 0, 
siendo b- = e 3 — 1; finalmente, si e<l no existe ningún punto real que 
satisfaga a la ecuación. 

Cuando es e < 1, la ecuación [1] representa una elipse cu¬ 
yos semiejes vienen dados por las relaciones (comparando con 
§ 18-9) 



y se tiene como e < 1 



Es decir que la definición de excentricidad que dimos (§ 17, 
Def. 2) para la elipse coincide con la nueva que acabamos de 
dar. De la misma forma se prueba para el caso de la hipérbola. 

Consideremos ahora una elipse de ecuación [1]; un foco 
de coordenadas (c, 0) y la recta de ecuación x = a/e. Teniendo 
en cuenta la razón de distancias de un punto M (x,y) de la 
elipse al punto y a la recta es 



luego el punto y dicha recta son foco y directriz de la elipse. 
Análogamente se probaría para el punto (— c, 0) y para la 
recta de ecuación x = — a/e. 

El mismo razonamiento aplicado a la hipérbola nos proba¬ 
ría que el punto (c, 0) y la recta de ecuación x = a/e son foco 
y directriz de la parábola, y lo mismo el punto (— c, 0) y la 
recta de ecuación x — — a/e. 


Def. 2. Podemos, por consiguiente, enunciar ahora la de¬ 
finición común a las tres cónicas: Cónica es una curva lugar 
geométrico de los puntos cuya razón de distancias a un punto 
y a una recta es contante. 

El razonamiento anterior no es aplicable al caso de la cir¬ 
cunferencia, en que la excentricidad es cero. Enseguida vamos 
a probar que los únicos focos y directrices de la hipérbola y 
la elipse son los que hemos encontrado, así como que la pará¬ 
bola sólo tiene un foco y una directriz; y veremos igualmente 
que la circunferencia carece de focos y directrices, es decir, 
que: la definición de cónica que acabamos de dar no es aplica¬ 
ble a la circunferencia. 
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2. Ecuación focal de las cónicas. — Consideremos un sis¬ 
tema cartesiano rectangular, un punto F de coordenadas a y 3 
y una recta d de ecuación }.x + lií/ + »• = 0. Una cónica que 
tenga a F como foco ya el como bisectriz, tendrá como ecua¬ 
ción, si su excentricidad es e, 


[ 2 ] 

en donde 
l = 


(x — a) s + (y — p)» = (ix + my + n)* 


V á- + r 


m = 


V * +u 2 


n = 


V Á 2 + u 2 


y que se obtiene expresando que la razón de distancias de un 
punto cualquiera de la cónica a F y d es e. 

Def. 3. La ecuación [2] se denomina ecuación focal de la 
cónica y toda ecuación de esa forma representa una cónica. 
En efecto: supongamos una ecuación del tipo [2] siendo a, 3, 
l, m y n números arbitrarios. Si es l = m = 0, se obtiene a 
ecuación de una circunferencia; en caso contrario sea F el 
punto (o, fi) y d la recta de ecuación Ix + my + n = 0. 

Si M (x,y) es un punto cuyas coordenadas satisfacen a la 
ecuación, tendremos que los cuadrados de las distancias de M 
a F y a d son, respectivamente, 

(x-aV -y Jjg l+wy + n)» 

y el cuadrado de la razón de distancias es 

fx-«) 2 + (y — 3)2 /M , _ 


f x 


(Ix -f my + n)- 


(l- + m-) 


pero como .r e y satisfacen a la ecuación [2], el primer factor 
es igual a la unidad, luego la razón de distancias es \/ l- + m-, 
que es constante cualquiera que sea M, luego la curva de ecua¬ 
ción [2] es una cónica de foco F(«, 3), cuya directriz es la 
recta Ix -j- my ~-n = 0 y cuya excentricidad es y' i- m-. 

Puede darse otra forma a la ecuación focal de las cónicas 
utilizando la ecuación normal de la directriz 

x eos (f y sen tf — d = 0 
en este caso los coeficientes l, m y n valen 


ed 


l = e eos cp m = e sen cp n = — ed 
y la ecuación toma la forma 

[3] (3 — a) 2 + ( 7 / — 3) 2 — e-(x eos cp y sen cp — d) - — 0 

que tiene la ventaja de poner de manifiesto la excentricidad. 
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3. Determinacón de los focos y directrices de las cónicas. — 
Vamos ahora a determinar los focos y directrices de la elipse, 
hipérbola y parábola, probando que sólo existen los que encon¬ 
tramos anteriormente, es decir dos focos y dos directrices en 
la hipérbola y elipse y un solo foco y una sola directriz en el 
caso de la parábola. 

Para que un punto F(u, 3) y una recta de ecuación lx-\- 
+ my -}- n = 0, sean foco y directriz de la elipse de ecuación 



se tiene que poder poner esta ecuación en la forma 

(x — a) 2 H- (y — 3) 2 — (Ix + my + w) 2 = 0 

y para ello tienen que ser proporcionales los coeficientes de 
ambas ecuaciones, es decir se ha de tener 




lm =0 . In + a = 0 , mil + 3 = 0 , 
U* 4- 3 2 — n- « — k. 


El problema de determinar los focos y directrices de la 
elipse se reduce por tanto a la solución del sistema [4] de seis 
ecuaciones con seis incógnitas, a, 3 » l, m, n y el coeficiente k 
de proporcionalidad. 

De la tercera ecuación se deduce que ó l — 0, ó m = 0. 
Tomemos la segunda solución, m = 0; reemplazándola en la 
segunda y quinta se obtiene: k—b 2 ; 3 = 0; reemplazando en 
la primera, tenemos 



y reemplazando ahora en cuarta y sexta, 



11 + a = 0 







como la ecuación de la directriz se puede multiplicar por una 
constante, en particular por —1, podemos tomar n = a, y en¬ 
tonces se tiene: 



J36 LAS cónicas § 1 y -3 

En resumen la solución del sistema, cuando se parte de 
m = 0, es 

a = qz c ; ¡3 = 0 ; l = ±: — ; m = 0 : n = a. 

ct 

Consideremos ahora la solución l = 0; reemplazando en la 
primera y cuarta se obtiene a = 0, k = a-, y reemplazando en 
la segunda se obtiene 



y como a > b, no existe solución real del sistema. Por consi¬ 
guiente 

Teor. 2. a) Los í'micos focos reales de ta etipse son los ya 
conocidos F(c, 0) y F'(— c, 0) que tienen como directrices co¬ 
rrespondientes las rectas de ecuaciones x = a-/c y x — — a-/c. 

En el desarrollo anterior hemos supuesto siempre a -*= b. 
Si es a = h, es decir c = 0, el sistema [4] de ecuaciones ad¬ 
mite como único sistema de soluciones 

a = 0 , 3 = 0 , 1 = 0 . m = 0 , n = yk 

y como los valores de l, m y n no definen una recta propia 
del plano, obtenemos el resultado que enunciamos anterior¬ 
mente : 

La circunferencia no está comprendida dentro de la defi¬ 
nición de las cónicas como lugar geométrico de los puntos cuya 
razón de distancias a un punto y una recta, ambos fijos, es 
constante. 

Si se consideran elementos imaginarios, el sistema [4] admite como 
soluciones, además .le las dadas, las siguientes (que corresponden al 
caso (= 0) : 

c 

a = 0 , |5 := ± ic , m = + i — , u = b , 1 = 0 

o 

es decir: que además de los dos focos reales, la elipse admite otros dos 
imaginarios situados sobre el eje OY de coordenadas (0, ic ). (0, — ic) 
y dos directrices imaginarias de ecuaciones y = — ib 3 /c, y = ib"/c. 

Un razonamiento y un cálculo completamente análogos a 
los que acabamos de desarrollar (se reduce la difprenda a 
cambiar b- en — b-) nos probaría que: 

b) los únicos focos reales de la hipérbola son los F(c, 0) 
y F'(— c, 0), y las únicas directrices son las de ecuaciones 
x = a?Je, x = — a-/c. 

También como en el caso de la elipse, la hipérbola tiene dos focos 
imaginarios de coordenadas (0, ic) y (0, — ic) y dos directrices imagi¬ 
narias de ecuaciones y = — ife'/c; y = ib‘/c. 

Dada ahora una parábola de ecuación y- = 2 px, el misrm 
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razonamiento empleado para la elipse nos llevaría a la con¬ 
clusión de que para que un punto (a, (3) y una recta de ecua¬ 
ción Ix + my + n = 0 sean foco y directriz de una parábola 
se han de cumplir las siguientes condiciones: 

f i — p = 0 ; 1 — m- = k ; Im = 0 

LoJ 1 in + « = kp ; mn + p = 0 ; a 2 + 3 2 — n 2 = 0. 

Vamos a resolver este sistema que reemplaza al [4], en 
el caso de la elipse. La primera ecuación nos da l = ± 1, to¬ 
memos ¿ = + 1, ya que se puede multiplicar por la constante 
—1 la ecuación de la directriz; la tercera ecuación nos da 

m = 0, la segunda k = 1 y la quinta 3 = 0. Reemplazando en 

la cuarta y la sexta se tiene 

p = n + a ; a 2 — n- = 0 ; a = ± n ; 

como p ={= 0 ; a = n = p/ 2. 

Las únicas soluciones del sistema [5] son, pues, 



se tiene: 

c) La parábola tiene un solo foco (p/ 2,0) y una sola di¬ 
rectriz de ecuación x = — p¡ 2. 


4. Ecuaciones de las cónicas en coordenadas polares, — 
Supongamos un sistema de coordenadas cartesianas rectangu¬ 
lares y una cónica que tenga un foco en el origen y la direc¬ 
triz paralela al eje OY. La ecuación [3] de la cónica toma 
entonces la forma x 2 -\-y 2 — e 2 (x — d) 2 = 0. 

Si consideramos ahora un sistema de coordenadas polares 
con el origen en el foco y con el eje OX como eje polar, la 
ecuación anterior toma la forma q 2 — e 2 (p cosco — d) 2 0 que 

se descompone en las dos ecuaciones 

_ — cd _ _ _cd_ 

' 1 — e eos oí ’ ' 1 -j- e eos to 

pero como se pasa de una ecuación a otra por la transforma¬ 
ción de o en —o y de co en co + ir, ambas ecuaciones repre¬ 
sentan la misma curva. Si ponemos p = — ed, la ecuación toma 
la lorma 



_ V _ 

1 —■ e eos co 


o 



1 e 

-— eos co 

V P 


que es la ecuación general de las cónicas que tienen un toco 
en el polo y el eje focal como eje polar. 

Como la directriz tenía en el sistema cartesiano como ecua- 
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ción la x = d, su ecuación en polares es pcosco = — p/e ó 


m ---eos co. 

Q P 

Si ahora tomamos un sistema de coordenadas polares con 
el mismo polo pero con distinto eje polar, la ecuación [6] to¬ 
ma la forma 


Poniendo 


[ 8 ] 


a = 


eos a 


la ecuación toma la forma 

1 


cos(co — a). 


o = 


sen a 


[9] 


= a eos co 4- b sen co 4- c 


c = 


que es la ecuación general de las cónicas que tienen un foco 
en el polo, que depende de tres parámetros. Recíprocamente 
toda ecuación de este tipo representa en coordenadas polares 
una cónica, pues de las fórmulas [8] se pueden deducir los 
valores de a, p y e en función de a. b y c mediante las fór¬ 
mulas 

, b 1 1 ,—-—¡—— 

t ga = —— ; p = — ; e = — r y a~-\-b ¿ 

c c 

y los valores de «, p, e determinan la cónica (a determina el 
eje focal, p la directriz y e es la excentricidad). 

La ecuación de la directriz de una cónica definida por la 
ecuación [9] se deduce de [7] y es 

— -- eos (co — a) o - — = a cosco + o sen co 

Q P Q 

es decir, que la ecuación de la directriz se obtiene suprimiendo 
en la ecuación de la cónica el término constante. 

5. Cónicas homofocales con centro. — Dek. 4. Se llaman cónicas 
homofocales con centro a las elipses o hipérbolas que tienen los mismos 
focos. 

Consideremos un sistema cartesiano ortogonal y dos puntos de coor¬ 
denadas (c, 0) y (— c, 0). Una elipse o una hipérbola que tengan estos 
focos tienen respectivamente como ecuaciones 


C* + + 6" 1 5 c* — b* 

que pueden ponerse en la forma general 

[ 10 ] — + JL- = 

?. + c“ X 

en donde ?. toma los valores siguientes: 


_-f =1 


1 
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a) ). > 0 y la ecuación representa una elipse. 

b) — c 2 < l < 0 y la ecuación representa una hipérbola. 

j.Zí ecuación [10] es la ecuación de la serie de cónicas homofocales . 
Sea M?/..) un punto del plano; la condición necesaria y suficien¬ 
te para que una cónica de la serie pase por él es 



o bien 

[11] V + <<r — * 0 # — V*) /. — !/o 2 c 2 = 0. 

Si 0, para ~ 0 el trinomio es negativo, luego la ecuación tiene 
dos raíces reales, /.> y de signos opuestos por ser h, /.a = — y 2 c 3 . 


Para /. = — c ? el tri 
nomio vale x.V, luego s* 
X) =£ 0 es positivo y la 
raíz negativa es mayor 
que — c\ 

Por consiguiente: si 
M (x 0 , y 0 ) no está en los 
ejes, por él pasan una 
elipse y una hipérbola 
de la serie de cónicas ho¬ 
mofocales (fig. 62). 

Si 2 /o = 0 la condi¬ 
ción para que por ese 
punto pase una cónica de 
la serie es 

_ i 

Á + c* “ * 

es decir X = Xo — c\ lue¬ 
go sólo hay una solución 
en /.. Analicemos los va¬ 
lores de esta solución. 



Fi s. 62. 


Si Xu = ± c es /. 0, que no corresponde a ninguna cónica de la 

serie. 

Si xc= 0 es /. = —c 2 que tampoco corresponde a ninguna cónica de 
la serie. 

Si ix©| > c es 7. > 0 y si 0 < x.» <c es —c<?. <0. 

Pasemos ahora al caso en que sea Xo=0, yo#=0; la condición para 
que por el punto pase una cónica de la serie es yj 1 = /. que nos da una 
solución única y positiva. 

Todos estos resultados se resumen en el teorema siguiente: 

Teorema 3. Por todo punto del plano no situado en los ejes, pasan 
una elipse y una hipérbola de la serie. Por los puntos del eje O Y distin¬ 
tos del centro pasa una elipse . Por los puntos del eje OX interiores al 
segmento focal y distintos del origen, pasa una hipérbola y por los exte¬ 
riores una elipse. Por el centro y los focos no pasa ninguna cónica. 

Sea M(xo, y*) el punto de intersección de dos cónicas homofocales; 
dichas cónicas tienen como ecuaciones: 

x- . Vi _ i X a . Vl_ = i 

Ai + c°- ‘ Ai * A 2 + c- ^ At 


en donde h y /. 2 son las raíces de la ecuación [11]. Las tangentes en M 
a las dos cónicas tienen como coeficientes angulares 
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m« = -- 


?.» x<% 

(>.i + c-) yo 


—•.. y 


m* — 


(Xa + c) M" 


y se tiene 


_ _ X, X 2 ay _ 

m ' m * ~~ í/ü" (c 4 + (/., + /. 2 ) C 2 + /.! /. 2 ) 

Reemplazando ahora h Xa y Xi + U por sus valores dados por la ecua¬ 
ción [11], se tiene: 


m i m 2 = 


— a?..* ?/ 2 c 2 


/ . • • ° *1,42 •• •» 

1 / 9 * (C* — c- + C‘ ay -f <r yo — cr yo) 
de donde se deduce la propiedad siguiente: 




Teorema 4. Dos cónicas homofocales se cortan ortogonalmente. 
Tomemos ahora una recta del plano definida por su coeficiente an¬ 
gular vio y un punto (x 0 , t/,>), es decir, la recta de ecuación 


[ 12 ] 


y = y Q -f- moX — m&o. 


La tangente o asíntota a una cónica del sistema homofoeal paralela 
a esta recta tiene como ecuación [§ 15 n? 4] y [§ 16 n 9 3] 

y = m 0 x ± V (c 2 + X) w« s + X 

y para que esta recta pase por el punto (x 0 ,y*) se ha de cumplir la 
condición 

(yo — vux o) 2 = (c 2 -f X) vio 2 + X 

luego se tiene 

. _ (?/n — m-x n) g — w-?c* 

X ~ 14- m/ 

y este valor ?. cumple la condición 

x + e , = >0 ; 

Luego, con excepción del caso en que se obtenga X = 0, siempre hay 
una cónica de la serie que tiene como tangente o asíntota la recta dada. 

El caso de excepción se presenta cuando /. = 0, es decir, y 0 — moXo ~ 
vi,c= 0 o lo que es lo mismo cuando la recta [12] pasa por el punto 
(c, 0) o por el (—c, 0). 

El punto de intersección de la recta de ecuación [12] con el eje 
OX tiene como abscisa 


x = 


Vln ,To- fifí 


I-as condiciones 


’PO X: —y o 


< C , (yo — VloXo ) 2 < Alio*. 


son equivalentes y la última equivale a que el valor de /. sea menor que 
cero, o lo que es lo mismo, que la cónica sea una hipérbola. 

Nos queda ahora el caso de la recta x = Xo\ como es paralela al eje 
OY sólo puede ser tangente a una cónica en los puntos de intersección de 
la recta con el eje OX, luego, salvo en el caso en que la recta pase por 
los focos o por el origen, es tangente a una cónica de la serie, que será 
una hipérbola si el punto de intersección es interior al eje focal y una 
elipse en caso contrario. 

Resumiendo todas estas conclusiones se llega al siguiente teorema: 

Teorema 5. Toda recta , distinta del eje O Y, que no pase por los 
focos, es tangente o asíntota a una y a una sola cónica de la serie. Di- 
cha cónica es una hipérbola si corta al eje OX entre los focos y una 
elipse en caso contrario. 
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Observación: cuando X tiende hacia cero con valores positivos, la 
cónica es una elipse cuyo eje mayor tiende hacia el segmento FF' y el 
eje menor hacia cero, la posición límite de dichas elipses es pues, el seg¬ 
mento FF'. Cuando /. tiende hacia cero con valores negativos, la cónica 
es una hipérbola cuyo eje real tiende hacia FF', la posición límite de di¬ 
chas hipérbolas es la parte del eje OX exterior al segmento FF'. Fi¬ 
nalmente cuando X tiende hacia — c 2 pero conservándose superior a este 
valor, la curva es una hipérbola cuyo eje real tiende hacia cero y las 
asíntotas hacia OY, luego la posición límite de dichas hipérbolas es el 
eje OY. ... 

Pueden considerarse estas tres figuras como casos límites de las có¬ 
nicas de la serie y pertenecientes a ésta, con lo que se consigue dar una 
mayor generalidad a los teoremas enunciados en esta teoría, pues bajo 
estas hipótesis se ve, por ejemplo, fácilmente, que por un punto del 
plano pasan dos cónicas de la serie de las que una es una hipérbola y la 
otra una elipse. 

6. Parábolas homofocales. — Def. 5. Se denominan parábolas ho¬ 
mofocales a las que tienen el mismo foco y el mismo eje. 

Tomemos un sistema cartesiano ortogonal, con el eje común de las 
parábolas como eje OX y el foco como origen. Cada parábola quedará 
determinada por la directriz cuya ecuación es x -f X = 0. Dando a X 
todos los valores reales, salvo el X = 0, obtenemos todas las parábolas de 
foco O y eje OX. 

La ecuación de la serie de parábolas homofocales será pues [2] 

x” + y % — (x + ).) 2 = 0 
que también puede ponerse en ia iorma 

[131 2/ s = 2X (x + ) 

Si X > 0, las parábo¬ 
las tienen su concavidad 
hacia la parte positiva 
del eje OX, y si X < 0 
hacia la parte negativa 
(fig. 63). 

Sea ahora (x>, yo) 
un punto del plano. Pa¬ 
ra que una parábola de 
la serie pase por él, de¬ 
be cumplise la condición 

[14] X a + 2*oX — j/o* = 

= 0. 

Esta ecuación en X 
tiene como discriminan¬ 
te x? + 7/ci" que es siem¬ 
pre positivo, si t/o^O; 
luego la ecuación tiene 
dos raíces reales de sig¬ 
nos contrarios por ser 
Xi, Xa = — 2/o\ 

Si t/o — 0 la ecuación Fi*. 63. 

toma la forma X(X4- 
4-2x o )=0, que dejando 

de lado la solución X = 0, que no corresponde a ninguna parábola de la 
serie, admite una solución si es x o 4=0 y ninguna si es Xo = 0. Tenemos 
asi el teorema siguiente: 
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Teorema 6. Por rada punto del plano no situado en el eje OX, 
pasan dos parábolas homo focales de concavidades contrarias. Por los pun¬ 
tos del eje OX pasa uva sola con excepción del foco por el que no pasa 
ninguna. 

Consideremos ahora dos parábolas homofocales que se cortan en un 
punto M (x 0l Vi) ; sus ecuaciones son 



en donde y son las raíces de la ecuación [14]. Las tangentes en M 
a ambas parábolas tienen como coeficientes anguiares 

m _ /.t m 

V* ’ í/o 

cuyo producto, reemplazando por su valor —yf sacado de [14] es 
—1» luego se deduce la propiedad siguiente: 

Teorema 7. Dos parábolas homofocales son siempre ortogonales. 
Tomemos ahora una recta del plano definida por su coeficiente an¬ 
gular iMo y un punto (x 0 ,y,>), es decir la recta de ecuación y = y» 4- 
+ m„x —■ m„Xn. 

La tangente a una parábola de la serie, paralela a esta recta, tiene 
como ecuación: 



y pala que pase por (x<y o) se na de cumplir la condición: 



de donde se deduce el valor de ). 

^ _ 2m,(y „— vux.,) 

~ 1 4- tito* 

luego si /. =}= 0 se obtiene una parábola a la que es tangente la recta 
dada. 

Para que sea /. = 0 tiene que ser ó »i« = 0, ó }/, = nu Xo, es decir, 
o la recta es paralela al eje OX, o, por satisfacer a la relación y<, = m<>Xo, 
pasa por el origen. (Su ecuación es y = nux). 

Nos queda ahora el caso de las rectas paralelas a OY, sólo pueden 
ser tangentes a una parábola de la serie en los puntos de intersección 
con el eje OX, luego, salvo el caso del eje OY, la recta es tangente a 
una parabola de la serie. Se tiene por consiguiente el teorema: 

Teorema 8. Toda recta no paralela a OX y que no pase por el 
origen es tangente a una y sólo a una parábola de la serie. 

Observación: Cuando /. tiende hacia cero con valores positivos las 
parabolas tienden hacia el semieje positivo de las abscisas y si es con 
valores negativos hacia el semieje negativo de las abscisas. Como en el 
caso de las cónicas homofocales con centro, pueden considerarse las se¬ 
mirrectas como casos límites de las parábolas de la serie y pertenecien¬ 
tes a ésta, con lo que también se consigue una mayor generalidad en 
los enunciados de los teoremas; se tiene por ejemplo que por todo punto 
del plano pasan dos parábolas homofocales. 
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? 20. Cónicas en general 

1. Curvas representables por una ecuación de segundo gra¬ 
do con dos variables. — Ya vimos, al hacer el estudio de la 
línea recta, que toda ecuación de primer grado representaba 
una recta y que reciprocamente toda recta tenía como ecua¬ 
ción una de primer grado. Después hemos dado (§ 15-1) como 
definición general de cónicas, las curvas cuya ecuación en un 
sistema de coordenadas cartesianas es un polinomio de segun¬ 
do grado en las dos variables x é y, igualado a cero. 

Entre las cónicas vimos que figuraban la elipse (de la cual 
la circunferencia es un caso particular), la hipérbola y la pa¬ 
rábola. Además vimos que una ecuación de segundo grado po¬ 
día igualmente darnos uno de los casos siguientes: 

a) No existe ningún punto real cuyas coordenadas satisfa¬ 
gan a la ecuación de la curva, tal es el caso de la ecuación 

ax- -f by- -f c = 0 
siendo a, b y c mayores que 0. 

b) Existe un solo punto real cuyas coordenadas satisfacen 
a la ecuación de la curva, tal es el caso de la ecuación 

ax- 4 - by- = 0 
siendo a y b mayores que 0. 

c) La curva representa dos rectas distintas o confundidas, 
tal es el caso de las ecuaciones 

(ax + by + c) (mx + ny+p) = o ; (ax+ by -f c) 2 = 0. 

Vamos a demostrar ahora que toda cónica, o es una elipse, 
una hipérbola o una parábola o nos da uno de los tres casos 
aj, O) y c) antes mencionados. 

Al mismo tiempo que demostramos esta propiedad, daremos 
un método muy rápido y práctico para determinar, dada una 
ecuación de segundo grado, cuál es la curva que representa. 
Este método es el denominado de la formación de cuadrados. 

2. Estudio de las cónicas por el método de formación de 
cuadrados. — Sea la ecuación más general posible de segundo 
grado en dos variables 

[1] ax 2 -f 2 hxy + by 2 + 2 gx -f 2fy + c = 0 

y vamos a estudiar la curva que representa en un sistema dado 
cualquiera de coordenadas cartesianas, rectangulares o no. 

Supongamos a 4 0, multiplicando por a, reuniendo los tér¬ 
minos en x y completando el cuadrado de ax -f hy + g, la ecua¬ 
ción [1] toma la forma 
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(ax 4 hy + g)* — h-'J- — 9 1 — Zghy + aby- 4 2 afy 4 ac - 0. 

poniendo 

[2] ó = ab — h- : /. = af—gh ; u = ac — g- 
es decir 

[3] (ax 4 hy 4 g)- 4 W 2 4 2 \y 4 |* = 0. 

Supongamos ahora 5 4=0, multiplicando por 5, reuniendo 
los términos en y y completando el cuadrado, la ecuación [2] 

toma la forma 

[ 4 ] b(ax -\-hy \-g)- 4 ( 61 / + X ) 2 — Á 2 4 5u = 0 . 
Calculemos el término independiente de esta ecuación: 

__ xa 4 5 u = — a "/ 2 — g-h- 4 2 afgh 4 a-be — ach- — 

— abtf 2 4 g z h- = a(abc + 2fgh — bg 2 — ch 2 — af*) = aA 


siendo A el determinante 




a h g 
h b f 
g f c 


Las rectas ax 4 hy 4 g — 0 y by 4 X — 0, son concurrentes 
por ser nulo el coeficiente de x en la segunda ecuación y no 
serlo, por hipótesis, en la primera; tomémoslas como nuevos 
ejes de coordenadas y se tendrá: 

ax 4 hy 4 g — k<x' ; hy 4 X = k 2 y' 


luego la ecuación [4] toma la forma 

[6] bkfx' 2 -|- fc 2 V 2 = — a±. 

Consideraremos ahora dos casos distintos según que b sea 
mayor o menor que cero. 

a) b > 0. La curva representa entonces (§ 15-2) : 

Una elipse, si es a. A < 0. 

Un solo punto real (el origen) si es A = 0. En este ultimo 
caso, cuando se consideran elementos imaginarios representa 
las dos rectas imaginarias 

yfbktf + ik 2 y' = 0 y y/bfax- — ifc,y' = 0. 

Una curva sin puntos reales, si es «A > O. Se dice enton¬ 
ces que se tiene una elipse imaginaria. 

b) 5 < o. La curva representa entonces (§ 15-2) : 

Una hipérbola si es A^O. 

Dos rectas que pasan por el origen (las y/-bk x x' + k 2 y' = 0 
y —4 k-gy' — 0) si es A =0. 

Estos resultados han sido obtenidos en las hipótesis 5 4° 
y a 4 0; subsisten si es 5^0 y b 40 (haciendo un razona- 
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miento idéntico, o permutando la x con la y. Observaremos 
por otra parte que el caso a = 0 sólo cabe si es b < 0. 

Pasemos ahora al caso en que suponiendo todavía 5 4 0, 
sean a = b = 0. Entonces, para que la ecuación sea de segun¬ 
do grado se debe tener h 4 0. La ecuación [1] toma ahora la 
forma 

2hxy = 2 gx + 2 fy + c = 0 
[7] = + c - 0. 

Como se ve desarrollando esta última y haciendo la tras¬ 
lación 


x = x' 

toma la forma 






2fg — ch 
h- 




Si observamos que, en la hipótesis a — b = 0, el determi¬ 
nante A vale 2 fgh — ch-, la ecuación [8] toma la forma 


C9] xv - 

que representa una hipérbola referida a sus asíntotas (§ 16-7) 
si es A 4 0, y dos rectas (los ejes coordenados) si es A = 0, 
luego subsisten los resultados establecidos. 


Pasemos ahora al caso en que es 6 = 0. La ecuación [2] 
toma la forma 

[1°] (ax + hy + g) 2 + 2Xy 4 n = 0. 

Supongamos a 4 0. entonces si es X 4 0, tomando como nue¬ 
vos ejes coordenados las rectas concurrentes ax + hy + g = 0 
y 2 /.y + p = 0, la ecuación [10] toma la forma 

[11] kí’x' 2 + lc 2 y' = 0 

que representa (§ 15-1) una parábola. 

Si fuese X = 0, la ecuación [10] toma la forma 

(ax + hy-\-g+ V — u) (ax 4 hy 4 g — V — u) = 0 

que representa dos rectas paralelas, reales y distintas si es 
P < 0, una recta doble si es p = 0 y dos rectas imaginarias 
paralelas si es p > 0. 

Si fuese a = 0, tendría que ser b 4 0. pues si no, tendría¬ 
mos también, por la hipótesis 5 = 0, h = 0 y la ecuación no 
sería de segundo grado. Entonces subsisten los resultados ob¬ 
tenidos; basta hacer un razonamiento idéntico, o permutar la 
x por la y. 
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Queda así probado el teorema siguiente: 

Teorema 1. Una ecuación de segundo grado sólo puede 
representar en un sistema de coordenadas cartesianas (ortogo¬ 
nales u oblicuas) las siguientes curvas: 

a) Una hipérbola, una parábola o una elipse (real o ima¬ 
ginaria) . 

b) Dos rectas reales que se cortan, dos rectas paralelas 
(reales y distintas, reales y confundidas o imaginarias y dis¬ 
tintas) o dos rectas imaginarias con un punto real común. 

Definición 1. En el caso b), cuando la cónica se reduce 
a dos rectas, se dice que es una cónica degenerada. 


3. Clasificación de las cónicas. — Para clasificar una cóni¬ 
ca dada por su ecuación, pueden utilizarse las funciones Ay 5 
de los coeficientes que hemos considerado. La clasificación 
surge de las consideraciones que acabamos de hacer, con la 
única restricción, en los casos 8 < 0 y 8 = 0 , de ver lo qué ocu¬ 
rre cuando, por ser a = 0 , hemos tenido que permutar la va- 
viable x por la y en la ecuación [1]. Al permutar x por y, las 
funciones A y 8 toman la forma: 






y es inmediato que se tiene A' = A y 8 = 8', luego los resulta¬ 
dos obtenidos son totalmente válidos en el caso en que es 8 < 0. 

Pasemos al caso 8 = 0. Si es a =j= 0, se tiene, desarrollando 
por los elementos de la tercera columna, el determinante A 

A = — bg 2 + 2 fgh — a/ 2 

— al = abg 2 + a-f- — 2 afgh = g 2 h 2 + a 2 / 2 — 2 afgh = X 2 

luego, Ay?, son simultáneamente o nulos o distintos de cero. 

Si es a = 0, obtenemos al permutar la x por la y en lugar 
de X = af — gh la función X' = bg — fh, mientras que A, como 
acabamos de ver, permanece invariante; además se tiene h = 0. 
luego los valores de A y ?/ son — bg 2 y bg, es decir — ÓA = ?/-, 
luego también en este caso A y X' sólo pueden anularse simul¬ 
táneamente. 

Podemos resumir entonces los resultados obtenidos en el 
cuadro siguiente que nos da la clasificación general de las có¬ 
nicas. 


1 a =4 0 

( A = 0 

8 < 0 

Hipérbola. 

Dos rectas reales que se 
cortan. 

f 

1 

5=0 Parábola. 

i i 

1 | 

Dos rectas paralelas (rea¬ 
les y distintas, reales y con- 
1 fundidas o imaginarias y 
l distintas). 

8 > 0 

Elipse (real si aA < 0 é 
imaginaria si aA > 0). 

Dos rectas imaginarias con 
un punto real común. 


En el caso de la parábola degenerada (8 = 0 y A = 0), si 
es a 4 = 0, tendremos dos rectas reales distintas si u = ac — g 2 
es < 0, una recta real doble si es u = 0 y dos rectas imagina¬ 
rias distintas si es p > 0. Cuando sea a = 0, hay que reem¬ 
plazar en los resultados anteriores p por p' = be — f 2 . 

Puede comprobarse fácilmente que si son a 4 = 0 y 6 4 = 0, 
en el caso de la parábola degenerada se tiene que p y p' son 
simultáneamente positivos, nulos o negativos (basta ver que 
se tiene a 2 p' = h 2 p). En cambio si es a = 0 ó b = 0, esta pro¬ 
piedad no se cumple (basta considerar la ecuación y 2 -f 4?/ -f 
4-3 = 0). 

Si consideramos coordenadas homogéneas, la ecuación [1] toma la 
forma 

[12] ax* + 2hxy + by’ + 2 gxt + 2 fyt -f ct 1 = 0 

que puede considerarse como de segundo grado, aún cuando se tenga: 
a = h = b = 0. En este caso la ecuación toma la forma 

[13] t(2gx + 2 fy + ct) = 0 

que representa una recta propia y la impropia si es sr=M ó / =4= 0 y 
la recta impropia doble si es g = f = 0. 

La introducción de las coordenadas homogéneas nos da también una 
interpretación clara de la clasificación de las cónicas. Si determinamos 
la intersección de la cónica con la recta impropia t = 0, obtenemos la 
ecuación ax‘ A-2hxy -f- by- = 0. y se obtienen dos puntos reales de inter¬ 
sección si es h* — ab = — 5 mayor que cero (es decir si la curva es del 
género hipérbola), un solo punto real si hr — ab = 0 (es decir si la curva 
es del género parábola) y ninguno si /i 3 — ab < 0 (es decir si la curva es 
del género elipse). 

4. Aplicación práctica del método de formación de cuadra¬ 
os* — En la práctica, resulta más cómodo para clasificar las 
cónicas, aplicar directamente la formación de los cuadrados, 
en lugar de buscar los valores de 8 y A y aplicar la clasifica¬ 
ción del cuadro del parágrafo anterior. Daremos algunos ejem¬ 
plos para mostrar la foi’ma de aplicarlo. 

I 9 Sea la curva de ecuación: 
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x- — 2xy + 2 y- — 2ax — 2a y + 4 a- = 0 
(x — y — a) - + y~ — 4 ay -f 3a 2 = O 
(x — y — a)-+ (y — 2a) 2 = a 2 . 

La curva es una elipse, las rectas x — y- 
y — 2a son diámetros conjugados y el centro es 
(3a, 2a). 

2 (? Sea la curva de ecuación: 

2 xy + 3a — 2/4- 1 = 0 

(3x — 1)(» + -§~) + -f* + 1 = 0 


- a = 0 é 
el punto 


1 ) V + 


+ 1 = 0 


(2x — 1)| y + -|-J = 


La curva es una hipérbola; sus asíntotas tienen como ecua¬ 


ciones 


x = 


y = 


y el centro es el punto 


3_ 

2 


S 9 Sea la curva de ecuación 

x 2 + Axy + 4 y- + 2x 
(X + 2I/+1) 2 — 6y 

La curva es una parábola. 


2 y + 1 = 


4 9 Sea la curva de ecuación 

2a; 2 + 5 xy + 2 y 2 + 3a; + 3y + 1 = 0 
4a; 2 + 10 xy + Ay 2 + Kx + 6y + 2 = 0 

/ 0 . 5 . 3 \ 2 9 „ 3 

2x + — y + —-7 -y -o V 


2x + 


y 4 - 


y 4 - 


La curva se compone de las dos rectas 

2a; + Ay + 2 = 0 ; 2a: + y + 1 — * . 

5 9 Sea la curva de ecuación 

x 2 + Axy + Ay 2 — 2a; — Ay + 2 = 0 
(a + 2?y —1) 2 + 1 = 0. 

La curva se compone de las dos rectas imaginarias para¬ 
lelas 

a; + 2 y — 1 + i = 0 ; a; + 2 y — 1 — i = 0. 
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6? Sea la curva de ecuación 

5a; 2 + 2 xy + 10 y 2 — 12a; — 22y + 17 = 0 
25a; 2 + lOxy + 50 y 2 — 60a; — 110 y + 85 = 0 
(5a;+ 2 / — 6) 2 + A9y 2 — 98y + 49 =0 
(5a:+ 2 / — 6) 2 + (7y — 7) 2 = 0. 

La curva se compone de las dos rectas imaginarias 

5a; + (l + 7i)2/ — 6 — li = 0 ; 

5a; + (1 — 70 V — 6 + 7¿ = 0 

que tienen común el punto real (1,1), único punto real cu¬ 

yas coordenadas satisfacen a la ecuación de la curva. 

7 9 Sea la curva de ecuación 

4a: 2 — 20xy + 25 y 2 + 4a: — lOy + 1 = 0 

(2a; — 5?/ + l) 2 = 0. 

La ecuación representa una recta doble. 

5. Centro de las cónicas. — Vamos a ocuparnos ahora del 
problema de determinar los centros de una cónica, es decir, sus 
centros de simetría. El método de formación de los cuadrados 
nos determina, para las elipses, reales o imaginarias, o para 
las hipérbolas, las ecuaciones de un par de diámetros conju¬ 
gados, y el punto de intersección de dichos diámetros conjuga¬ 
dos es el único centro de simetría de la cónica. Cuando la có¬ 
nica se reduce a dos rectas que se cortan, el mismo método 
de la formación de los cuadrados nos da las ecuaciones de las 
dos rectas y su punto de intersección es el único centro de la 
cónica. 

Cuando la cónica es una parábola no degenerada, ya sabe¬ 
mos que carece de centro de simetría; si es degenerada todos 
los puntos de la recta cuyos puntos equidistan de las dos rec¬ 
tas paralelas que constituyen la cónica son centros de la có¬ 
nica. En particular, si la cónica se reduce a una recta doble, 
todos los puntos de ella son centros. 

El problema de determinar los centros puede igualmente 
hacerse en forma directa. Supongamos que la cónica tenga su 
ecuación referida a un sistema de coordenadas cartesianas 
cuyo origen sea un centro de la cónica; su ecuación no ha de 
cambiar cuando se cambie x por — x, ó y por — y, y por con¬ 
siguiente, como se ve inmediatamente, han de ser nulos los 
coeficientes de los términos de primer grado; recíprocamente, 
si dichos coeficientes son nulos, el origen es un centro de si¬ 
metría. Por consiguiente, el problema de determinar los cen¬ 
tros se reduce al de hacer una traslación de ejes que conduzca 
a la anulación de los términos de primer grado. 

Sea pues, la cónica de ecuación 

[14] f (x, y) = ax 2 + 2hxy + by 2 + 2 gx + 2 fy + c = 0 
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y hagamos el cambio de coordenadas x = x' + x 0 ; y — y' H- yo- 
Se tiene, apncanao la tórmula de Taylor (o reemplazando y 
desarrollando) 

[15] f(x' + x 0 , V' + Vo) = f(x 0 , y o) 4 x'f' x (Xo,yo) 4 

■+• y'f'Axo, yo) 4 i(x' - -f" í2 (x n , y») + 2x'y'í" xu ( x 0 , y,,) 4 
■ y' 2 f"u(x 0 , y o) = f (x„, V o) 4- 2 ( ax n 4 hy 0 + g)x’ + 

4 2(hx 0 + by 0 4 f)y' 4 ax'- 4 2 hx’y' 4 by'- 

y como han de ser nulos los coeficientes de los términos de pri¬ 
mer grado, se ha de cumplir 

nfil f ax 0 4 hy 0 4 9 = 0 

L J 1 hx 0 4 by 0 4 / = 0 . 

El problema de determinar los centros de la cónica se re¬ 
duce por consiguiente a la resolución del sistema anterior, es 
decir a encontrar el punto de intersección de las rectas de 
ecuaciones [16]. 

El determinante de los coeficientes es el 8 del n? 2, luego 
las rectas serán concurrentes, si, y sólo si, es ó 4 0 (género 
elipse o hipérbola). Si es Ó = 0 y X = af —p/i=|=0, las rec¬ 
tas son paralelas y no existe ningún centro de simetría (pará¬ 
bola no degenerada) ; en cambio si es X = 0 (parábola dege¬ 
nerada), las dos rectas se reducen a una sola, cuyos puntos 
son todos centros de la cónica. 

Ejemplos: Apliquemos los resultados anteriores a los ejem¬ 
plos del n 9 4. 

En el primero obtenemos las ecuaciones x — y — a = 0 y 
— ir 4 2 y — a = 0, que admiten como solución x = 3a é y = 2a, 
coordenadas del centro de la elipse. 

En el segundo obtenemos las eceuaciones 

V 4 -y- = 0 ; x —y «= o 

que admiten como solución las coordenadas del centro de la 
hipérbola. 

En el tercero se obtiene el sistema de ecuaciones 

x 4 2y 4 1 = 0 ; 2x 4 4?/ — 1 = 0 

que carece de solución. 

En el cuarto las ecuaciones son 


2x - 4 —V ^-= 0 

que tienen como solución 

x = — 1 


2 y 


= o 


éstas son las coordenadas del punto de intersección de las dos 
rectas que componen la cónica. 
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En el quinto se obtienen las ecuaciones x 4 2 y — 1 = 0; 
2x 4 Ay — 2 = 0, que representan ambas la misma recta pa¬ 
ralela a las dos imaginarias que componen la cónica. 

En el sexto se obtienen las ecuaciones 5x4 y —6 = 0 y 
x 4 10?/ — 11 = 0 cuya solución x — 1, y = 1, nos da el único 
punto real de la cónica. 

En el séptimo se obtienen las ecuaciones Ax — 10?/ 4 2 = 0; 
— lOx 4 25 y — 5 = 0, que representan ambas la recta que, 
considerada como doble, forma la cónica. 

En lo expuesto hemos considerado los elementos imagina¬ 
rios; se sobreentiende que el concepto de simetría que sólo es 
aplicable en su primera definición a los elementos reales, se 
extiende a los imaginarios, generalizando el significado ana¬ 
lítico de la simetría, es decir que se considerará como simé¬ 
trico del punto (x,y), de coordenadas reales o complejas, res¬ 
pecto del origen al punto de coordenadas (—x, — y) y en ge¬ 
neral el simétrico de (x, y) con respecto al punto (x 0 , 2 / 0 ) es 
(—x 4 2x„, —2/422/o). 

En el caso de la parábola no degenei’ada, como las rectas [16] son 
paralelas puede considerarse el punto impropio que ellas tienen común 
como un centro impropio de la parábola. 

Cuando se ha trasladado el origen al centro de una cónica 
del tipo hipérbola o elipse, la ecuación [14] toma la forma 

ax' 2 4 2hx'y' 4 by r - 4 f (x 0 , ?/<>) = 0. 

Vamos a calcular el valor del término independiente: 

z 0 = f (x 0 , y 0 ) = ax 2 0 4 2hx 0 y 0 4 by 2 0 4 2 gx 0 4 2fy 0 4 c = 

= x 0 (ax 0 4 hy 0 4 0) 4 Vn(hx 0 4 by 0 4 /) 4 Qx o + 2/o 4 c - 

= yx 0 4 fyo 4 c. 

Pero entonces el sistema de ecuaciones lineales 

ax 4 hy = — g 

hx 4 by = — / 

gx 4 fy — 2 = — c 

tiene como soluciones x 0 , y 0 > 2 0 = 0. 

La solución z 0 se puede obtener aplicando la regla de los 
determinantes de Cramer, es decir: 

a h — g 
h b — / 

2 = 9 7 — c 

ah 0 
h b 0 

g f — 1 

y por tanto la ecuación en el centro de la cónica (es decir la 
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ecuación de la cónica en un sistema de ejes paralelos a los 
dados y con origen en el centro de la cónica) es 

ax' 2 4 2hx'y' 4- by' 2 + = 0. 

O 


6. Diámetros en las cónicas. — La teoría de los diámetros 
que hemos desarrollado para la elipse, hipérbola y parábola, 
puede hacerse en forma general que abarca los resultados ob¬ 
tenidos en los casos particulares mencionados y se aplica tam¬ 
bién a las cónicas imaginarias o degeneradas. 

Consideremos la cónica de ecuación [14] y tomemos una 
recta cuyas ecuaciones paramétricas sean 

[ 17 ] x = x 0 + pl ; y = y 0 + ql. 

Los puntos de intersección de la recta con la cónica están 
dados por las raíces de la ecuación en l 

cp(l) = f(z 0 4 pX, y 0 + ql) = 0. 

Desarrollando cp(X) por la fórmula de Mac-Laurin, se tie¬ 
ne, por ser un polinomio de segundo grado 

[18] q>U) = <p(0) + Xcp'(O) 4 <p"(0). 


Para calcular <p'(/.) apliquemos la fórmula de la derivada 
de función 


cp'U) = f' ; 


dx 


V 


dy 




ctt 1 " d i 

= 2(ax + hy + y)p 4 2{hx 4 by + f)q 

y volviendo a derivar se tiene 


<p"U) = 2(ap4 qh)p -f 2{hp -j- bq)q = 2(ap 2 + 2hpq + bq 2 ). 

La ecuación que nos da los puntos de intersección de la có¬ 
nica con la recta es por consiguiente 

[19] f (x 0 , Vo) + 2l[p(ax 0 + hy 0 + g) + q(.hx 0 4 by 0 + /) ] 4 

+ l 2 a (p,q) = 0 

en donde a(p,q) es el conjunto de los términos de segundo 
grado en la ecuación de la cónica. A la fórmula [19] puede 
llegarse, sin usar la teoría de la derivación, reemplazando en 
la ecuación de la cónica x é y por x 0 -f pl, yo 4 ql, y orde¬ 
nando el desarrollo con respecto a /.. 

Si a(p, q) 4 = 0 . la ecuación será de segundo grado y la recta 
cortará a la cónica en dos puntos reales, en dos imaginarios 
conjugados o en un punto real doble. Las rectas paralelas a 
la dada determinan cuerdas en la cónica. 

Si a(p, q)=0, y el coeficiente de /. es 4 0, la recta cor¬ 
tará a la cónica en un solo punto; si dicho coeficiente es cero, 
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entonces, según que f (xo, y„) sea distinto o igual a cero, la 
recta no tiene ningún punto común (real o imaginario) con 
la cónica o forma parte de la cónica. 

Para que se tengan valores de p y q que hagan nula 

a(p, q) = ap 3 -f 2 hpq 4 bq 2 

debe ser h 2 — ab > 0, es decir, la curva ha de ser del género 
hipérbola o parábola; en el primer caso hay dos direcciones 
que no definen cuerdas en la cónica (las rectas paralelas a 
las asíntotas si se trata de una hipérbola no degenerada, o las 
paralelas a las rectas que la componen, si la cónica se compone 
de un par de rectas concurrentes). 

Si la cónica es del género parábola hay una sola dirección 
que no define cuerdas (las rectas paralelas al eje si la curva 
es una parábola no degenerada o las paralelas a las rectas que 
la forman si la parábola es degenerada). 

Vamos ahora a introducir la siguiente definición: 

Def. 2. Diámetro de una cónica es el lugar geométrico de 
ios puntos medios de las cuerdas paralelas a una recta dada. 

Cuando los puntos de intersección sean imaginarios conju¬ 
gados, se entenderá naturalmente por punto medio el punto 
real cuyas coordenadas son la semisuma de las coordenadas 
de los puntos de intersección, y cuancio el punto sea doble, el 
punto medio coincide con el mismo punto (punto de contacto 
de la recta tangente a la cónica). 

Se tiene ahora el siguiente teorema fundamental: 

Teor. 2. Los diámetros de una cónica son líneas rectas. 

En efecto, sea la cónica de ecuación [14] y tomemos una 
recta de ecuaciones paramétricas x = x 0 -f pl ; y = y 0 -f- ql, tal 
que a(p, q)^= 0. Dejando constante p y q y haciendo variar 

é 2/o se obtienen las rectas paralelas a la dada. Por otra 
parte, para cada una de estas rectas pueden tomarse como va¬ 
lores de Xo é y 0 las coordenadas de un punto cualquiera de la 
recta. Tomemos entonces las coordenadas del punto medio de 
la cuerda que cada recta determina con la cónica (que siem¬ 
pre existe por ser a (p, < 7 ) 4 = 0 ). 

La condición necesaria y suficiente para que (¡r 0 , y») sea 
el punto medio de la cuerda es que los valores de l correspon¬ 
dientes a los dos puntos de intersección sean iguales y de signo 
contrario, es decir que sea nulo el coeficiente de l en la ecua¬ 
ción [19]. Por consiguiente dichos puntos deben satisfacer a 
ecuación 

[20] pf', + qi' v = 2 p(ax + hy + g) +2 q (hx 4 by + f) =0 
que ordenándola toma la forma 

[ 21 ] (ap 4 / 15)24 {hp-\-bq) y 4 pg 4 qf = 0 

ue es la ecuación de una recta, !o que prueba el teorema. 
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De la ecuación [20] y de las ecuaciones [16] que determi¬ 
nan el centro de la cónica se deduce que las coordenadas del 
centro, cuando éste existe, satisfacen a la ecuación, cualesquie¬ 
ra que sea p y q. Por consiguiente se deduce el siguiente 

TEOR. 3. Los diámetros de una cónica con centro pasan 
todos por el centro. 

Si la cónica es del género parábola, las rectas de ecuación 
[20] son, cualesquiera que sean p y q, paralelas a las rectas de 
ecuaciones [16], que sabemos son paralelas entre sí, luego po¬ 
demos enunciar el siguiente 

TEOR. 4. En las cónicas del género parábola los diámetros 
son rectas paralelas entre sí. 

Def. 3. Dos diámetros se dice que son conjugados, cuando 
cada uno de ellos el lugar de los puntos medios de las cuerdas 
paralelas al otro. 

Es claro que para que existan diámetros conjugados la có¬ 
nica no puede ser del género parábola ya que en este caso to¬ 
dos los diámetros son paralelos entre sí. Vamos a ver que en 
las curvas del género elipse o hipérbola todo diámetro tiene 
siempre un diámetro conjugado. 

El diámetro lugar de los puntos medios de las cuerdas de 
coeficientes directores p y q tiene a su vez como coeficientes 
directores, según [21] 

[22] q' = ap + hq ; p' = — hp — bq 

y el diámetro lugar de los puntos medios de las cuerdas de 
coeficientes directores p' y q ' tiene como coeficientes direc¬ 
tores 

p x = — hp' — bq' = h 2 p + hbq — abp — hbq = p(h 2 — ab) 

<7x = ap' -f hq' = — ahp — abq -f ahp -f Ji-q = q (h~ — ab) 

es decir proporcionales a p y </; por consiguiente queda así 
probado que todo diámetro tiene siempre un diámetro conju¬ 
gado. 

Si consideramos ahora el coeficiente angular del diámetro 
m = q/p en lugar de los coeficientes directores p y q, de [22] 
se deduce que el coeficiente angular del diámetro conjugado es 

/ _ ap + hq _ _ a + hm 

m hp -p bq h-r bm 

de donde se deduce 

[23] bmm' -f h{m + m’) + a = 0 

que nos da la ecuación de los coeficientes angidares de dos diá¬ 
metros conjugados. 
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Consideremos una cónica con centro. Tomemos el centro 
como origen de coordenadas, su ecuación es del tipo 

ax 2 -f 2 hxy + by 2 c = 0. 

Si suponemos que los ejes son diámetros conjugados, se 
debe tener para el eje OX: p=j=0 y q = 0; para el eje OY: 
V =■ 0 y q' ^ 0; teniendo en cuenta las relaciones [22] se ve 
que tiene que ser h = 0, y por consiguiente la ecuación toma 
la forma 

[24] ax 2 + by 2 -¡- c = 0 

que es la ecuación de una cónica referida a dos diámetros con¬ 
jugados. 

Si la curva es del género parábola dejemos invariable el 
eje O Y y tomemos como eje OX el diámetro lugar de los 
puntos medios de las cuerdas paralelas al eje O Y. La ecua¬ 
ción del eje OX viene dada por [21] siendo p = 0 y ^4=0; 
para que esta ecuación sea la del eje OX se tiene que cumplir 
hq = 0; bq 4= 0; qf = 0, y por consiguiente se tiene h = 0 ; 
b =b 0; / = 0; además, como 5 = 0, se tiene a = 0, es decir 
que la ecuación de la cónica toma la forma 

by- + 2 gx + c = 0. 

En esta ecuación es A = — bg 2 , luego como b 0 A y g 
se anulan simultáneamente. Si g^=0, es decir si la parábola 
no es degenerada, la cónica corta al eje OX en un punto de 
abcisa — c/2g; llevando el origen a este punto, desaparece 
el término independiente y la ecuación de la parábola toma 
la forma 

[25] by 2 + 2gx = 0 

que es la ecuación de la parábola referida a un diámetro y la 
tangente en su extremo. 

Si es g = 0, es decir si la parábola es degenerada, la ecua¬ 
ción toma la forma by 2 + c = 0. En este caso es indiferente 
la posición del eje O Y. 

7. Ejes de las cónicas. — Consideraremos aquí únicamente 
sistemas de coordenadas cartesianas rectangulares, y nos ocu¬ 
paremos del problema de la determinación de los ejes de las 
cónicas, es decir de sus ejes de simetría ortogonal. 

Un eje de simetría ortogonal de una cónica corta en su 
punto medio a las cuerdas que le son perpendiculares, luego, 
el problema de la determinación de los ejes de una cónica con 
centro se reduce a la determinación de los diámetros conju¬ 
gados que son perpendiculares entre sí. 

Si p y <7 son los coeficientes directores de un diámetro y 
P' y q’ los de su conjugado, la condición de perpendicularidad 
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es qq' __ pp', y teniendo en cuenta [22] se ha de cumplir 

apq + hq 2 = hp 2 -f bpq 
h(q--p-) + pq(a — b) = 0. 

Si h 4= 0, esta condición no puede ser satisfecha ni por 
p = o, q 4= 0, ni por p =}= 0, q = 0, es decir que los ejes no pue¬ 
den ser paralelos a los ejes de coordenadas. Dividiendo por 
p 2 y poniendo m = q/p se tiene la relación 

[26] hm- -f (a — b)m — fe = 0 , 

ecuación de los coeficientes angulares de los ejes, la cual pue¬ 
de también deducirse directamente de [23]. 

Esta ecuación tiene dos raíces reales y de signo contrario 
que son los coeficientes angulares de los ejes. Para determi¬ 
narlos basta determinar el centro o también aplicar directa¬ 
mente la ecuación [21]. 

Cuando sea fe = 0, se tiene la condición pq(a — b) = 0, que 
si a 4= b, admite como soluciones p = 0 ó q = 0, es decir que 
en este caso los ejes son paralelos a los ejes coordenados. Si 
además fuera a = b, la condición se satisface cualesquiera que 
sean p y q, es decir que todos los diámetros conjugados son 
perpendiculares, lo que se podría preveer de antemano por ser 
en ese caso la cónica una circunferencia. 

Ejemplo: Sea la cónica de ecuación 

*2 __ Qxy _1_ 7y2 _ 4a; _ 2í/ — 1 = 0. 

Se ve inmediatamente que es una cónica con centro del gé¬ 
nero hipérbola. La ecuación de los coeficientes angulares de 
los ejes es — 4m 2 —6m + 4 = 0 cuyas raíces son \ y —2. 

Podemos determinar ahora el centro de la cónica resolvien¬ 
do el sistema de ecuaciones [16] 

x — Ay — 2 = 0 ; — 4x + 7y — 1 = 0 

cuya solución es x= — 2, y = — 1; las ecuaciones de los eies 
son por lo tanto 

2x 4- y 4- 5 = 0 ; x — 2y = 0. 

Estas ecuaciones pueden obtenerse aplicando directamente 
[21]. Se tiene para m =— 2: q =—2, p = 1 

9x — 18y = 0 ó x — 2y = 0 
y para ra = i: <7 = 1, p = 2 

— 2x — y — 5 = 0 ó 2x ~r y — 5 = 0. 

En coordenadas oblicuas los coeficientes anguiares de los ejes se ob¬ 
tienen resolviendo el sistema de ecuaciones 

Xnnm.' •+■ li(m + «’) 4- ci = 0 

1 mm' -f (m + m ') eos 8 = U 
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que indican la primera que los ejes son diámetros conjugados y la se¬ 
gunda que son perpendiculares, siendo 8 el ángulo de los ejes de coorde¬ 
nadas. 

Conocidos los ejes se pueden determinar los vértices, inter¬ 
secciones de los ejes con le cónica. Basta para ello resolver el 
sistema de ecuaciones formado por la ecuación de la cónica y 
la de uno de los ejes. 

Ejemplo : En el ejemplo anterior para encontrar ?os vér¬ 
tices de la cónica, hay que resolver primero el sistema for¬ 
mado por las ecuaciones 

x- — 8 xy -f7 y 2 — 4x — 2 y — 1 = 0 ; x — 2y = 0 

que nos conduce a la ecuación 

5 y 2 4- 10y 4- 1 = 0 

con dos raíces reales que nos dan las abscisas de dos vértices 
de la cónica. Luego buscamos la solución del sistema 

x- — 8 xy 4-7 y- — 4x — 2 y — 1 = 0 ; 2x y 4~ 5 = 0 

que nos conduce a la ecuación 

45x 2 4- 180x + 184 = 0 

que no tiene raíces reales. La cónica tiene por consiguiente 
un solo par de vértices reales. 

Consideremos ahora el caso de una cónica del género pará¬ 
bola; para determinar su eje bastará determinar la dirección 
de sus diámetros (Teorema 4) que viene dada por una de las 
ecuaciones [16], después determinar la dirección perpendicu¬ 
lar a la de os diámetros y el diámetro correspondiente a esta 
dirección es el eje de la parábola. 

Dada la cónica por su ecuación [14], los diámetros tienen 
como ecuación ax 4- hy 4- ¡i = 0, una recta perpendicular a 
ellos es la de ecuación hx — ay = 0, cuyos coeficientes directo¬ 
res son p = a; q = a, luego según [20] la ecuación del eje es 

[27] ai' x 4- hf' u = 0. 

Para determinar el vértice basta determinar la intersec¬ 
ción del eje con la parábola. 

Si en lugar de partir de la ecuación ax -f hy ■+■ p = 0, hu¬ 
biéramos partido de la hx 4* by 4- = 0, hubiéramos obtenido 

como ecuación del eje 

[27'] hf' x 4- bí' u = 0. 

Es además inmediato comprobar que ambas ecuaciones repre¬ 
sentan la misma recta, pero puede suceder que por ser nulos 
a y n, ó b y h, una de estas ecuaciones no tenga sentido y 
entonces hay que aplicar la otra. 
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Ejemplo : Sea la cónica de ecuación 

x 2 + 6* + Ay + 1 = 0. 

El eje tiene como ecuación x = — 3, y el vértice es el punto 
(—3, 2). 


8. Ecuación en S. — Vamos a dar otro método para determinar los 
ejes de una cónica que tiene además utilidad por su generalización a 
teorías de gran interés del dominio de la matemática superior. 

Def. 4. Diremos que una dirección es “principal” si es perpendicu¬ 
lar al diámetro lugar de los puntos medios de las cuerdas paralelas a 
dicha dirección . 

Dada una dirección por sus coeficientes directores p y q. La ecua¬ 
ción de la paralela por el origen al lugar de los puntos medios de las 
cuerdas paralelas a la dirección es, según [21] 

(a p + hq)x + (hp + bq)y = 0 . 

La recta perpendicular por el origen a la dirección dada tiene como 
ecuación 

px + qy = 0. 

La condición necesaria y suficiente para que la dirección dada sea 
principal es que ambas ecuaciones representen una misma recta y para 
ello tiene que existir un factor S de proporcionalidad entre sus coeficien¬ 
tes, es decir que se ha de cumplir para algún valor de S 


[28] 


ap + hq = Sp 
hp + bq = ¡S<7 


o lo que es lo mismo, que el sistema de ecuaciones en p y q 


[29] 


(a — S)p + hq = 0 
hp + (b — S)q = 0 


admita una solución distinta de la p = 0 y q = 0. Para ello sabemos que 
es necesario y suficiente que se anule el determinante de los coeficientes, 
es decir que se cumpla 


[30] (a — S) (b — S) — /r - ü 

que es la denominada ecuación en S de la cónica, que sólo depende de 
los términos de segundo grado de la ecuación de la cónica; esta ecuación 
puede ponerse también en la forma 

[30'] S 2 — (a + b) S + ab — h 2 = 0. 


Vamos a estudiar sus propiedades. 


Teor. 5. Las raíces de la ecuación en S son siempre reales y son 
iguales, sí y sólo si la cónica es una circunferencia. 

Basta, en efecto, ver que el discriminante de la ecuación es 
(a — b)* + 4h\ 


Teor. 6. Si la raíz de la ecuación en S , es doble , todas las direccio¬ 
nes son principales . Si las dos raíces son simples y no nulas , a cada raíz 
corresponde una dirección principal y ambas direcciones son perpeyidicu- 
lares entre sí, siendo por consiguiente , las direcciones de los ejes de la 
cónica . 

En efecto, si la raíz es doble se tiene /? = 0, y la raíz es So = a = 6, 
luego las ecuaciones [29] se satisfacen cualesquiera que sean p y q . 

Si las raíces son simples y es h 4= 0, las raíces son distintas de a y 
de b; las dirección principal correspondiente a una raíz Si queda deter¬ 
minada por la relación (a —Si)p + hq =: 0, que determina p y q , salvo 
un factor de proporcionalidad; además se tiene p=t=0 y q=r0. Si es 
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h = 0 , las dos raíces son ay b, que tienen que ser distintas; a la raíz a 
le corresponde según [29] q = 0, ya la raíz b le corresponde p = 0, es 
decir que las dos direcciones principales son las de los ejes de coorde¬ 
nadas. En este caso es inmediata la perpendicularidad de las dos direc¬ 
ciones principales, en el caso h 4 = 0 , sean pi y qi los coeficientes directo¬ 
res de la dirección principal correspondientes a la raíz Si y p 2 y q 2 los 
correspondientes a la raíz S 2 ; se tiene [28]: 

api 4- hqi = S 1 P 1 apa 4- hq* = S 2 p* 

hpx + bqi = S]<7i hp* 4 - bq 2 = S:<7a 

multipliquemos la primera igualdad del primer sistema por p 2 , la segun¬ 
da por qi y sumemos; multipliquemos la primera igualdad del segundo 
sistema por jh, la segunda por qi y sumemos; se tiene 

apip 3 4- hqip 2 + hpiq 2 4 - bq x q% = Si(pip a + q x qa) 

apiPi hpiq 2 4" hq\p 2 4 - bqiq 2 = Ss(PiPa 4- QiQ*) 

y restando miembro a miembro 

0 = (Si— S 2 ) (PjPs 4" QiQ*) 

pero como las raíces son distintas se tiene PiPa 4 - 7172 = 0 , que prueba la 
perpendicularidad de las dos direcciones principales. 

Los coeficientes del diámetro perpendicular a la dirección principal 
son, según [21] y [28], Sp y Sq, luego para que dicho diámetro sea 
una recta propia es necesario que el valor de S no sea nulo. 

La condición necesaria y suficiente para que una raíz de la ecuación 
en S sea nula es que ab — h* = 0, es decir que la curva sea del género 
parábola. Por consiguiente el teorema 6 nos sirve para determinar los 
ejes de las cónicas con centro; en el caso de la cónica de género pará¬ 
bola. la raíz de la ecuación en S, distinta de cero, nos da la única direc¬ 
ción principal y el diámetro correspondiente es el eje de la parábola. 

Ejemplos: Retomemos los ejemplos del número anterior. 

La ecuación en S correspondiente a la cónica de ecuación 

x 9 — 8 xy 4 - 7 y 9 — 4x — 2y — 1 = 0 
es S 3 — 8 S — 9 = 0 

cuyas raíces son S-. = 9, S» = — 1. 

Reemplazando en una ecuación de [29] se tiene 

— 8 pi — 4<7, = 0 ; 2 p 2 — = 0 

que nos da los coeficientes angulares de las direcciones principales, es 
decir de los ejes: m 1 = — 2; m 2 = l. La determinación de las ecuaciones 
de los ejes se hace, bien determinando el centro, bien aplicando directa¬ 
mente [ 21 ], como en el número anterior. 

Consideremos ahora la cónica de ecuación 

4* 6* -f 4y + 1 = 0. 

La ecuación en S es: S 3 —S = 0, que tiene la raíz no nula S = l. 
Reemplazando en la segunda ecuación de [29] se tiene q = 0. La direc¬ 
ción principal es por consiguiente la del eje de ordenadas. El diámetro 
correspondiente a esta dirección tiene como ecuación, aplicando [ 21 ], 
a; 4- 3 = 0. 
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§ 21. Polaridad en las cónicas 

1. Polar de un punto con respecto de una cónica. — Consi¬ 
deremos una cónica de ecuación 

[1] f (x, V) = ax 2 -i- 2 hxy + by - + 2 gx + 2/i/ + c = 0 

en un sistema cualquiera cartesiano, y la recta de ecuaciones 
paramétricas x = pX; y = ql, en donde el parámetro X es la 
distancia orientada de un punto de la recta al origen. (Basta 
para obtener estas ecuaciones tomar p y q iguales a las coor¬ 
denadas del punto de la recta situado a la distancia -f 1 del 
origen). 

Vamos a determinar las coordenadas del conjugado armó¬ 
nico P del origen con respecto a los dos puntos de intersección 
Mi y Mo de la recta con la cónica, que supondremos existen y 
son reales. Sean X 0 , Xi y X 2 los valores del parámetro corres¬ 
pondientes respectivamente a los puntos P, M a y M«. Para 
que P sea conjugado armónico de O respecto de y M 2 se 
debe tener 

OM, PMi 

OMo PMo 

es decir 

Xi _ Ai—A-n __ _ 2 A 1 A 3 

Xa X 2 —Xo ’ eS A ° _ X, + Xa 

pero Xi y X 2 son las raíces de la ecuación en X, 

[2] (ap 2 + 2 hpq + bq 2 )X 2 -r 2 (g 2 ?+ fq)l + c = 0 

luego se tiene, si gp -j- fq 4 = 0, aplicando las fórmulas de la 
suma y del producto de las raíces de una ecuación de segundo 
grado 

Xq = -¡-- r 

9P + fg 

Si gp + fq = 0, la ecuación en X tiene dos raíces iguales 
y de signo contrario, es decir que el origen es el punto medio 
del segmento su conjugado armónico es impropio, lo 

que corresponde al valor infinito que toma entonces el pará¬ 
metro 

Las coordenadas de P son 

_ - cp _ _ — cq 

X ~ OV 4 fq ’ v - gp 4- fq' 

que satisfacen a la relación 

[3] gx + fy + c = 0 

que es independiente de p y de q, es decir que las coordena- 
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das del conjugado armónico del origen respecto de los dos pun¬ 
tos de intersección, pertenecen a la recta de ecuación [3], cual¬ 
quiera que sea la secante escogida que pase por O. 

Consideremos ahora en lugar del origen un punto cualquie¬ 
ra de coordenadas (a* 0 , ?y<,). Traslademos los ejes de forma que 
el origen sea dicho punto; las fórmulas de cambio de coorde¬ 
nadas son: 

x = x' + xo ; y ~ y r -f- yo 

y la ecuación de la cónica en el nuevo sistema de ejes es, se¬ 
gún vimos en (§ 20-5), 

ax' 2 + 2 hx'y' + by' 2 -f 2(az 0 -f- hijo g)x' + 

+ 2(hx 0 -\- by 0 + f)y' -f f (a* 0 2/o) =0. 

La recta de ecuación [3] toma ahora la forma 

(ax o + hy 0 -f g)x' + (hx fí + by 0 -f f)v' 4 f (xoVo) = 0 
y en el primer sistema de coordenadas tiene como ecuación 

[4] (axo + hijo + g) (x — x 0 ) + 

+ (hxo + bija 4- /) (y — yo) + f (x n y 0 ) = 0 
y desarrollando y simplificando 

[4'] («o-’n + hy 0 + g)x -f (hx „ + by 0 + /)[/ + 

+ gx o + fyo + c = 0 
que puede ponerse también en la forma 
[4"] (ax 4* hy + g)x „ + (hx + by 4 - f)y 0 + 

4- gx 4- fy + c = 0. 

Definición 1. La recta de ecuación [4] se denomina la 
polar del punto (x 0 , y o) con respecto a la cónica de ecuación 
[1]. Para que exista la polar es necesario y suficiente que los 
coeficientes de x é y en la ecuación no sean ambos nulos, o lo 
que es lo mismo (§ 20-5), que (Xo, 2 / 0 ) no sea un centro de 
la cónica. 

Acabamos de ver que la polar de un punto contiene a todos 
los conjugados armónicos del punto con respecto a los puntos 
de intersección de la cónica con una secante cualquiera que 
pase por el punto, lo que prueba la independencia de la defi¬ 
nición respecto del sistema de coordenadas. 

Si el punto (x 0 ,y<,) está sobre la cónica, se tiene f(x 0 , y*)- 
= 0, y la ecuación T4] toma la forma 

f'x(x 0 , y 0 ) ,x — x 0 ) + í’u(x 0 , yo) (y —y 0 ) = 0 

que es la forma de la ecuación de la tangente a una curva de 
ecuación f(x,y)—0 en un punto (x 0 ,y 0 ) de la misma, luego: 
si el punto está sobre la cónica su polar se confunde con la 
tangente a la cónica en dicho punto. 
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un 

[5] 


Si consideramos coordenadas homogéneas, la ecuación de la polar de 
punto (xo, ye U) con respecto a la cónica de ecuación 

£(x,y,t) = ax* + 2 hxy + by 3 + 2 gxt + 2f yt + ct 2 = 0 


es 

[5'] a;f'r(xo, yo, U) 4- yf Axo, yo, h) + td'i(x,y,t) = 0 


ó 

[5"] xd'.(x,y,t) + yd' v (x,y,t) 4- W'.(*o,iM.) = 0 


como se ve inmediatamente. 

Cuando el punto es propio y centro de la cónica, la ecuación [5'] re- 
presenta, si í'(xo,yo, <»)=}= 0, la recta impropia. Consideremos el sistema 
de ecuaciones homogéneas 


f'x = ax + hy + gí = 0. 

f' v = hx -f by + ít = ü 

f'< = gx + fy 4- ct = 0 


cuyo determinante es el A de la cónica (§ 20-2). Si A 4=0, es decir, si 
la cónica no es degenerada, no puede haber un sistema de soluciones no 
todas nulas del sistema, por lo tanto, si Va, z») y f\(.x*. yo, t«) son 

nulas no puede ser nula f*i ( x», ?/„, í 0 ), es decir que la polar del centro es 

la recta impropia. 

Si la cónica es degenerada, toda solución de las dos primeras ecua¬ 
ciones es solución de la tercera, luego la polar del centro es indeter¬ 
minada. 

Podemos ahora considerar el caso en que ei punto sea impropio 
(x 0 , yo, 0). La ecuación [5"] toma la forma 

xd'x(x,y,t) + yd\(x.y,t) = 0. 


Si la cónica no es del tipo parábola, esta ecuación representa una 
recta que pasa por el centro de la cónica, puesto que si (x\ t yi,U) es el 
centro se tiene ft.) =0; l/„ M = 0; es fácil ver que esta 

polar es el diámetro conjugado del que pasa por el punto impropio daao. 
puesto que el conjugado armónico del punto impropio de una recta con 
respecto a dos puntos de la misma es el punto medio del segmento que 
determinan dichos dos puntos. 

Este razonamiento es también válido en el caso de la parabola; la 
polar de un punto impropio, distinto del de los diámetros, es el diámetro 
correspondiente a las rectas que pasan por el punto impropio. La polar 
del punto impropio de los diámetros es la recta impropia, como se ve, de 
la forma de la ecuación [5'] de la polar, que se reduce en este caso a 

t = 0. , 

Si la parábola es degenerada en dos rectas, la polar de un punto im¬ 
propio es la paralela media. 


2. Polo de una recta con respecto de una cónica. — Def. 2. 
Se dice que un punto es polo de una recta con respecto de una 
cónica si la recta es la polar del punto con respecto a la có¬ 
nica. Vamos ahora a estudiar el problema d.e la determinación 
del polo de una recta. Consideraremos dos casos distintos: 

a) La cónica es del tipo elipse o hipérbola. Referida a dos 
diámetros conjugados su ecuación es (§ 20-[24]) : 

ax- 4- by- 4- c = 0 

siendo a 4= 0, b 4= 0 y, según que la cónica sea o no degene¬ 
rada, es c = 0 ó c 4= 0. Supondremos primeramente c 4= 0. 
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La polar de un punto cualquiera (xo, y o) tiene como ecua¬ 
ción [4'J 

[6] ax 0 x 4- by 0 y + c = 0. 

Dada ahora una recta cualquiera de ecuación 

[7] mx 4- ny 4- P = 0 

para que ( x 0 , yo) sea su polo, es necesario y suficiente que 
sean proporcionales los coeficientes de [6] y [7], es decir que 
exista fc 4 = 0, tal que 

ax n = mk ; by 0 = nk ; c = pk. 

Si p 4 = 0, quedan determinados unívocamente k, x 0 é y 0 , y 
por consiguiente la recta tiene un polo y uno solo. Si es p = 0, 
tiene que ser forzosamente k = 0, y por lo tanto no existe nin¬ 
gún punto que sea polo de la recta. Tenemos por consiguiente 
el teorema siguiente: 

Teorema 1. Con respecto a una cónica con centro, no de¬ 
generada, toda recta que no pase por el centro de la cónica 
tiene un polo y uno solo. Este teorema se complementa utili¬ 
zando coordenadas homogéneas. 

En coordenadas homogéneas la ecuación de la cónica es 

ax * + by 3 -f r.t 3 = 0 

y la de la polar de un punto (x 0 , ya, ta) es 

ax 0 x 4- by<,y 4- ctot = 0. 

Dada ahora una recta que pase por el centro, de ecuación 

mx -f- ny = 0 

para que un punto (so, y 0 , t„) sea polo de la recta se debe tener 

axo = m , by a = n , ct„ = 0 , 

y como este sistema tiene siempre solución, siendo por lo menos uno de 
los dos valores de x 0 ó yo no nulos, se deduce que: toda recta que pasa 
por el centro tiene un polo impropio y uno solo. 

Si consideramos ahora la recta impropia t = 0, para que un punto 
(xo,y«,to) sea polo de la recta es necesario y suficiente que sea nj o = 0; 
j/o = 0; ¿ 0 = 40 ; es decir que: la recta impropia tiene como polo el centro 
de la cónica. 

Supongamos ahora que sea c = 0, es decir que la cónica 
sea degenerada; la ecuación de la polar de un punto (xn, y 0 ) es 

ax 0 x 4- by 0 y = 0 

que pasa siempre por el centro, luego, para que una recta ten¬ 
ga polo, ha de pasar por el centro. 

Consideremos entonces una recta de ecuación 

mx 4- ny = O 

que pase por el centro. 
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Para que un punto (x», y 0 ) sea polo de esta recta es con¬ 
dición necesaria y suficiente que se tenga, con k=¡= 0: 

m = akx o ; n ■-= bky 0 

y eliminando k se tiene como condición necesaria y suficiente 

anx o = bmy 0 

luego: todos los puntos de la recta anx — bmy = 0 son polos 
de la recta mx + ny = 0. 

b) La cónica es del tipo parábola. Si no es degenerada, su 
ecuación puede ponerse en un sistema conveniente de coorde¬ 
nadas en la forma (§ 20-[25]) 

by 2 + 2 gx = 0 

siendo b =|= 0 y g 4= 0. 

i-.a ecuación de la polar del punto (x 0 , y 0 ) es [4'] 

gx -f by 0 y + gx 0 = 0. 

Dada ahora una recta de ecuación 

mx + ny -f- p = 0 

su polo se obtiene resolviendo el sistema de ecuaciones en 

k, x 0 é 2/0 

kg = m ; kby n = n ; kgx 0 = p 

debiendo ser además k =j= 0. En estas condiciones el sistema 
admite una solución y una sola si es m =f= 0. 

Si m = 0. la recta es un diámetro y el sistema no tiene so¬ 
lución; luego: 

Teor. 2. Con respecto a una parábola no degenerada, cual¬ 
quier recta que no sea un diámetro tiene un polo y uno solo. 

Consideremos ahora coordenadas homogéneas; la ecuación de la pa¬ 
rábola es 

by s + 2 £tííc = 0 

y la de la polar de un punto (#«, y o, U) es 

g tvx + by ¿y -f gx.t — 0. 

Consideremos un diámetro de ecuación 

ny + pt = Ü 

para que (x<,,yot.,) sea polo de este diámetro se debe tener 

g<o = 0 ; by 0 = n ; gxo = p 

sistema que admite siempre una solución siendo f o =0 y por lo menos 
uno de los dos valores x a ó y 0 no nulos, luego, con respecto a una parábola 
no degenerada, los diámetros tienen un polo impropio. 

Consideremos ahora la recta impropia f = 0; para que ( Xo,y a ,U ) sea 
polo de la recta se debe de cumplir 

gf 0 = 0 ; by 0 = 0 ; gx 0 = 1 

sistema que admite solución, siendo nulos y n y ío y x 0 4= 0, luego: el polo 
de la recta impropia es el punto impropio de los diámetros. 
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Resumiendo ahora los resultados obtenidos en el caso de cónicas no 
degeneradas obtenemos el teorema fundamental siguiente: 

Teor. 3. Con respecto a una cónica no degenerada, todo punto pro¬ 
pio o impropio del plano tiene una polar y una sola, propia o impropia, 
y toda recta propia o impropia del plano tiene un polo, y uno solo, propio 
o impropio. 

Si la parábola se reduce a dos rectas paralelas distintas 
su ecuación puede ponerse en la forma (§ 20-6) 

by- + c = 0 

siendo los dos coeficientes distintos de cero. 

La ecuación de la polar de un punto (z 0 , 2/o) es 

by»y -1- c = 0 

es decir, paralela a las dos rectas que componen la cónica, luego 
sólo las rectas paralelas a las que componen la cónica pueden 
tener polo. 

Sea j/ + m = 0 una de estas rectas; para que (z 0 ,2/o) sea 
polo de esta recta se debe cumplir by 0 = k; c = mk, y elimi¬ 
nando k, bmya = c ; luego, si w-jr0, todos los puntos de la 
recta de ecuación y = c/bm son polos de la recta y + m = 0. 
Si m = 0, el sistema no tiene solución, es decir, la línea de los 
centros no tiene polo. 

Tomando coordenadas homogéneas la ecuación es 

by 2 + ct 2 = 0 

y la de la polar de un punto (x 0 , 2 / 0 , U) es 

by 0 y 4 - cUt = U. 

De aquí se ve que la línea de los centros cuya ecuación es y = 0, 
tiene como polos los puntos de la recta impropia y que la recta impropia 
tiene como polos los puntos de la línea de los centros. 

Finalmente, si la cónica se reduce a una recta doble, esta 
recta es la polar de cualquier punto del plano, y por consi¬ 
guiente es la única recta que tiene polos, siéndolo cualquier 
punto del plano. 

En la práctica para determinar el polo de una recta no hay 
necesidad de realizar el cambio de coordenadas. Si la ecuación 
de la recta es 

mx -f ny + p = 0 

la condición para que un punto (x Q , y 0 ) sea el polo de la recta 
es que los coeficientes de la ecuación de ésta, sean proporcio¬ 
nales a los de la recta [4'], es decir que basta resolver el sis¬ 
tema 

ax 0 -f hy n + g = km 
hxn -f by a + f = kn 
gx o + fijo + c = kp 

cuyas incógnitas son k, x t) e y 0 , con la condición de ser k=%=0. 
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Ejemplo: Sea la cónica de ecuación 

2 xy + 3 a; — y + 1 = 0 

y vamos a determinar el polo de la recta de ecuación 

5a; -f- y + 4 = 0. 

Para ello planteamos el sistema 

. 3 


2/o + 


= 5 k 


xo -g - = k 

-|- x 0 -^-l/o + l = 4fc 

y resolviéndolo se ve que tiene las soluciones Xn = 1; yo — 1 * 
k = \ \ luego el polo de la recta es el punto (1, 1). 
Consideremos ahora la recta de ecuación 


2 = 0 


el sistema a resolver es el 


Vo + 


= k 


= — k 


Vo + 1 = 


2 k 


del que eliminando k se deduce 

x 0 + V o + 1 = 0 

3 . 3 . . „ 

y ío + y !/o + 4 = 0 

sistema que evidentemente no tiene solución. 

Ello es debido a que la recta pasa por el centro de la có¬ 
nica, que es (§ 20-[4], Ej. 2 9 ) el punto ,-|-J. 


Si tomamos coordenadas homogéneas tenemos el sistema 

, 3 . - 

J/o + 2 — * 

Xo — “~Z to = — 1 

Cá 

3 1 , . o 

•g- x« — ~ 2 ~ y<> ¡- U = —a 

que admite como solución x<, =—1. Vo = 1, t« — 0, luego el polo cic !a 
recta es el punto impropio (—1, 1, 0). 
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3. Propiedades de los polos y polares. — Teor. 4. Si la po¬ 
lar de un punto M 0 pasa por el punto M x , la polar del Mi pasa 
por el punto M 0 . 

Def. 3. Los puntos M 0 y Mi tales que cada uno de ellos 
está en la polar del otro, se dice que son conjugados respecto 
de la cónica. 

Vamos a demostrar el teorema: La ecuación de la polar 
de M 0 es [4']. Como por hipótesis el punto Mi está en la 
polar, se tiene 

(ax 0 -p hy 0 + g) x x + ( hx 0 + by 0 H~ /) 2/i + (üx 0 + fv o + c) = 0 

pero esta relación indica, teniendo en cuenta la forma [4"] de 
la ecuación de la polar, que M 0 pertenece a la polar de Mi, 
como queríamos probar. 

De aquí se deduce que cuando un punto P recorre una recta 
p, su polar describe el haz de rectas de vértice el polo de p, 
y reciprocamente cuando una recta recorre un haz, su polo 
describe la polar del vértice del haz. 

Otra consecuencia inmediata del teorema 4 es 

Teor. 5. La polar de un punto P respecto de una cónica, 
pasa por los puntos de contacto de las tangentes a la cónica 
que pasan por P. 

En efecto, basta ver que si T es el punto de contacto de 
la tangente, la polar de T es la misma tangente que pasa por 
P, luego la polar de P pasa por T. 

Def. 4. Un triángulo ABC se dice autopolar respecto de 
una cónica no degenerada si cada lado es la polar del vértice 
opuesto. 

Es claro que la condición de que la cónica no sea degene¬ 
rada es necesaria, puesto que las polares respecto de una cónica 
degenerada pasan todas por un mismo punto (el centro) o son 
paralelas (si la cónica es una parábola). 

Para construir un triángulo autopolar basta tomar un pun¬ 
to arbitrario A y otro punto B cualquiera, pero sobre la polar 
de A. El tercer vértice C está sobre la intersección de las po¬ 
lares de A y de B. 

Def. 5. Dos rectas se dicen conjugadas respecto de una có¬ 
nica cuando cada una de ellas contiene el polo de la otra. 

Dadas dos rectas para ver si son conjugadas se determina 
el polo de una de ellas y se ve si sus coordenadas satisfacen a 
la ecuación de la otra recta. 

Utilizando coordenadas homogéneas puede darse una forma elegante 
a la condición para que dos rectas sean conjugadas. Sean 

mx -f ny + pt = 0 ; qx + ry -f st = 0 
las ecuaciones de las dos rectas; para que el polo de la primera esté so- 
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bre la segunda es condición necesaria y suficiente que sea compatible el 
sistema de ecuaciones homogéneas en x 0 , y 0l U y k 

ax 6 + hy 0 4 - gU + mk — 0 

h/Xo 4- hyo 4- fto 4~ nk ~ 0 

gxo 4- fy* + cu 4- pk =0 

qxo 4- ry» + sto = u 

es decir que se tenga 

a h g m 

h b f n _ n 

O f c p ~ 

q r 8 0 

Si una recta es tangente a la cónica, es conjugada de sí misma. Apli¬ 
cando la condición anterior para que dos rectas sean conjugadas obtene¬ 
mos como condición de tangencia de la recta mx 4 - ny 4 - pt = 0 a la 
cónica. 

la h g m 

h b f n _ n 

g f c p ~ 

m n p 0 


4. Construcción de la polar de un punto. — Supuesta dibu¬ 
jada una cónica, vamos a ver cómo se puede construir con el 
sólo uso de la regla, la polar de un punto cualquiera P (fig. G4). 

Tracemos por P las secantes arbitrarias PA,A y PBiB que 

cortan a la cónica en los 
puntos A, y A, y B, y 
B respectivamente. Sea 
Q el punto de intersec¬ 
ción de las rectas AB y 
AiBj, y R el de las rec¬ 
tas A T B y ABl La po¬ 
lar de P es la recta QR- 
En efecto: sean P, y 
P', los conjugados armó¬ 
nicos de P respecto de 
los puntos A, y A y a los 
Bj y B respectivamente. 
La polar de P, respecto 
de la cónica dada, es 
PiP',, pero dicha recta es 
también la polar de P 
respecto de la cónica for- 
Fig. 64. mada por las dos rectas 

RA y RAj y también res¬ 
pecto de la cónica formada por las rectas QA y QA t ; como la 
polar de un punto respecto de una cónica formada por dos 
rectas pasa por el punto de intersección, se ve que la polar 
pasa por los puntos Q y R, como queríamos probar. 

Determinada la polar, si se unen los puntos en que corta 
a la cónica con P, se obtienen las tangentes a la cónica que 
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pasan por P. Tenemos así un método para construir las tan - 
gentes desde un punto a una cónica con el sólo empleo de la 
regla. 


§ 22. Determinación y construcción de cónicas 

1. Condiciones que determinan una cónica. — La ecuación 
general de las cónicas 

f(x, y) = ax- + 2hxy + by- + 2gx + 2f y -f c = 0 

tiene seis coeficientes; como se pueden dividir todos ellos por 
una constante distinta de cero, no contiene más que cinco pa¬ 
rámetros arbitrarios. Por lo tanto, para determinar una cóni¬ 
ca será necesario dar relaciones que liguen los cinco paráme¬ 
tros, de forma que éstos queden determinados. Habrá que dar 
cinco ecuaciones con las seis incógnitas a, h, b, f, g, c, de las 
cuales una de ellas puede tomar un valor arbitrario distinto 
de cero 

Cuando las cinco ecuaciones sean de primer grado, el sis¬ 
tema admitirá, en general, una sola solución (o ninguna si es 
incompatible, o infinitas si es indeterminado), pero cuando 
algunas de las ecuaciones sean de un grado superior al pri¬ 
mero, el sistema puede admitir un número finito de solucio¬ 
nes distintas. 

Las ecuaciones se obtienen, naturalmente, expresando en 
forma analítica las condiciones geométricas impuestas a la có¬ 
nica. Así, por ejemplo: la condición de que la cónica pase por 
el punto (# 0 , 2 /o) se expresa mediante la ecuación 

ax~o -p 2hx 0 y 0 -p by~o -p 2 -p 2/í/o -p c = 0. 

La condición de que una recta sea tangente a una cónica 
se obtiene reemplazando en la ecuación de la cónica una de 
las variables por su valor en función de la otra, deducido de 
la ecuación de la recta y expresando que la ecuación así obte¬ 
nida tiene una raíz doble 

La condición de que un punto (.r 0 ,?/n) sea centro de la có¬ 
nica se expresa (§ 20-[16]), mediante dos ecuaciones 

ax o -P hy 0 + g = 0 
tix o + by 0 -P / = 0. 

La condición de que una recta de ecuación mx + ny-\-p = 0, 
sea tangente a la cónica en un punto (x 0 , y n ) de la recta, se 
expresa poniendo que los coeficientes de x é y en la ecuación 

1 Este valor arbitrario no se puede dar sin e*»ar seguro de que ese coeficiente no 
\a a tomar el valor de cero. En general se puede hacer al ir eliminando incógnitas, como 
se vera en les ejemplos. 
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de la recta dada y en la ecuación general de la tangente a Ik 
cónica en ( x 0 , yo) sean proporcionales, es decir 

m _ n 

ax 0 + hy 0 -Vg ~ hx 0 + by 0 + f * 
y además expresando que el punto (x 0 , y 0 ) está en la cónica. 

La condición de ser una parábola se traduce por la ecu£> 
ción fe- — ab — 0, y la de ser circunferencia por las condición 
nes ffi = í) 5¿0 y ft = 0 (en coordenadas rectangulares). 

Vemos así que una condición geométrica puede equivaler a 
una o a varias condiciones analíticas. Se dice que una condi¬ 
ción geométrica equivale a p condiciones analíticas si ella se 
traduce por un sistema de p ecuaciones entre los coeficientes 
de la cónica. 

Entre las condiciones para determinar una cónica, la más. 
corriente es la de dar lo que se denominan elementos notablet, 
de la cónica, es decir, un elemento que está determinado, cuan¬ 
do lo está la cónica; por ejemplo el centro, los focos, los vér¬ 
tices..., entre los puntos; las asíntotas, los ejes, las directri¬ 
ces..., entre las rectas, los círculos principales, etc. 

Un elemento notable equivale al número de condiciones ana¬ 
líticas necesarias y suficientes que sirven para determinarlo, 
dos para un punto o una recta, tr^s para un círculo, etc. Cuan¬ 
do nos dan dos o más elementos notables, el número de condi¬ 
ciones que ello implique, será igual o menor que la suma de 
condiciones de los elementos; es claro que no puede ser mayor, 
pero puede muy bien ser menor, ya que la determinación de un 
elemento notable puede disminuir la indeterminación del otro. 
Así por ejemplo, dar un eje y el centro equivale a tres con¬ 
diciones (dos para determinar el eje y una para determinar 
el centro sobre el eje) ; dar los dos ejes equivale a tres condi¬ 
ciones por estar obligados a ser perpendiculares; los dos focos 
equivalen a cuatro condiciones, pero si nos dan los dos focos 
y el centro seguimos con cuatro condiciones, ya que los dos 
focos determinan el centro. 

2. Determinación de cónicas en casos concretos. — Para 
aclarar las ideas que acabamos de expresar vamos a dar una 
serie de casos concretos de determinación de cónicas. 

I 9 Determinar la ecuación de la cónica que pasa por los 
puntos (0,0); (0,1); (1,0); (1,1) y (-1,-2). 

!La condición de pasar por el origen nos indica que debe ser 
c = 0. 

Las otras cuatro condiciones se expresan mediante las ecua¬ 
ciones 
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b + 2/ = 0 
a + 2/7 = 0 

a -4- 2 fe -j- b -f- 2/ -j- 2g = 0 
a + 4fe -f 46 — 2 g — 4/ = 0 

reemplazando en las dos últimas / y g por los valores obte¬ 
nidos en las dos primeras se obtiene fe = 0 y la ecuación 

2 a + 66 = 0 . 

Demos a a un valor arbitrario, por ejemplo a = 3, y ia 
solución del sistema es la siguiente 

« = 3 ; 6 = — 1; fe = 0; 2f = l; 2g = — 3; c = 0 

luego la cónica buscada tiene como ecuación 

3a> s — y- — 3x + y = Q. 

Puede comprobarse fácilmente que ésta es la solución, reem¬ 
plazando en la ecuación x é y por las coordenadas de los pun¬ 
tos que nos han dado. 

2 9 Determinar la ecuación de la cónica que pasa por los 
puntos (0,1); (0,2); (0,3); (0,4) y (1,1). 

Las cinco ecuaciones que obtenemos son: 

b + 2/ + c = 0 
46 + 4f -\- c = O 
96 H- 6/ + c = 0 
166 + 8/ + c = 0 
a + 2h + b + 2g + 2/ + c = 0 

las cuatro primeras nos dan las soluciones 6 = 0 ; f = 0 ; c = 0 , 
y la última toma la forma 

a + 2h -f- 2g = 0 

lo que nos indica que hay indeterminación, pues se puede dar 
valores arbitrarios a dos coeficientes en vez de a uno solo. 
Poniendo a = — 2 (fe+ .</), la ecuación de la cónica que bus¬ 
camos es 

— 2 (fe — g)x 2 + 2hxy + 2 gx = 0 
o lo que es lo mismo, 

x[h(y — x) -f 0(1 — *)] 

es decir, que la cónica se compone de la recta x = 0 y de la 
fe(l/ — a’)4- 0(1 — x)=0 que representa una recta cualquiera 
que pasa por el punto (1,1). 

Este resultado podía preverse desde un principio, ya que 
la cónica pedida teniendo más de dos puntos comunes con el 
vje OX, tenía que contenerlo, y como la única condición que 
faltaba era la de pasar por el punto ( 1 , 1 ), era claro que la 
sónica debía de componerse de una recta cualquiera que pase 
vor ese punto y del eje OX. 
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Si en el enunciado del problema cambiamos el punto (1,1) 
por otro punto del eje OX, por ejemplo el (0,—1), las cinco 
ecuaciones nos dan únicamente los valores b = f = c — 0, que¬ 
dando los otros indeterminados. La ecuación de la cónica es 
por lo tanto 

ax- + 2 hxy + g = 0 ó x(ax -f 2 hy -f- g) = 0 

es decir que la cónica se compone del eje OX y de una recta 
cualquiera del plano, resultado que, como en el caso anterior, 
podía preverse desde un principio. 

3° Determinar la parábola tangente a la recta x — 4y 
+ 1 = 0, en el punto (—1,0), y a la recta x — 3í/ + 2 = 0, 
en el punto (—2,0). 

Las ecuaciones son: 

h 2 — ab = 0 
a — 2g + c = 0 

~ Y" — = ~ f - ó — 4a+40-M-/ = O 

-t J L = ~~ 2h . fl ó 6a — 3g + 2h — / = 0 
1 — ¿5 

4a — 4g + c = 0 , 
eliminando c y f se obtiene el sistema 

h 2 — ab = 0 
3a — 2g = 0 
10a — Ig + h = 0. 

Demos ahora a g el valor 3, la solución del sistema es 
g = 3; a = 2; h = 1; b = i; c = 4; / = 5 

y por lo tanto la ecuación de la parábola es 

2x 2 + 2.r?/ -f -y- + 6x + 10)/ + 4 = 0. 

4 <? Determinar una hipérbola sabiendo que sus asíntotas 
son las rectas de ecuaciones 



y que pasa por el punto (1,—4). 

Si tomamos como ejes las asíntotas, es decir, hacemos el 
cambio de coordenadas 

, 2 . 3 

x' = x - — : y = y + — : 


§ 22 -2 


DETERMINACIÓN Y CONSTRUCCIÓN DE CÓNICAS 


173 


la ecuación de la hipérbola es del tipo x'y' = k, y como ella 
pasa por el punto 



se tiene 



es decir eme la ecuación de la hipérbola es 



Volviendo ahora aT sistema dado de coordenadas se tiene 
como ecuación 



que es la solución del problema. 

El método empleado en este caso de buscar un sistema dis¬ 
tinto de coordenadas para dar una forma más simple a las 
relaciones que debe cumplir la cónica, es de gran aplicación. 

Vamos a ver, a título de aclaración, cómo se podría resol¬ 
ver este problema sin utilizar el cambio de coordenadas. La 
condición de la recta x = i de ser asíntota, indica que no tiene 
ningún punto real o imaginario propio común con la cónica, 
luego reemplazando x por 4 en la ecuación de la cónica, te¬ 
nemos que la ecuación en y 


-j- + hy + by 2 + g + 2 fy c = 0, 


no debe tener ninguna raíz real ni imaginaria, es decir que 
deben ser nulos los coeficientes de y 2 y de y; se tienen pues, 
las ecuaciones 

6 = 0 ; 2/ + h = 0. 

Un razonamiento análogo para la otra asíntota nos daría 
las ecuaciones 

a = 0 ; 2 g — Sh = 0 

y expresando que pasa por el punto (1,—4) 

a — 8 h -\- 16& + 2g — 8/ + c = 0. 

Dando a h el valor 1 se obtiene como solución del sistema 
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a = 0; 6 = 0; 6 = 1; 2/ = — 1; 2 ff = 3; c = l 

y por lo tanto como ecuación de la cónica 

2xy + Sx — y + 1 = 0. 

5? Determinar una cónica sabiendo que su centro es el 
punto (3,2) y que pasa por los puntos (4,2) y (2,1) admi¬ 
tiendo como tangente en este punto la recta de ecuación y- 1. 

Llevemos el origen al centro; se tienen las fórmulas de cam¬ 
bio de coordenadas 

x' = x — 3 ; y’= V — 2. 

La ecuación de la cónica en el nuevo sistema es (§ 20-5) . 

ax' 2 + 2 hx'y' + by'°- + c' = 0: 

las relaciones de pasar por esos dos puntos y de tangencia a 
la recta nos dan las tres ecuaciones 

a + c' = 0 
a + 2h + b -|- c' = 0 
— a — h = 0 . 

Dando a a el valor 1 se obtiene como solución del sistema 

a =* 1; h ■-15 c' ~ 1: b = 2 

la ecuación de la cónica es por consiguiente: 

x'~ — 2x'y' + 2 y 2 — 1 = o 
y volviendo al sistema dado de coordenadas 

(* —3) 2 — 2(a? — 3) (2/ — 2) -f 2(í/ — 2)- — 1 = O 

* 

O 

a- — 2 xy + 2 y 2 — 2x — 2y + 4 = 0, 
que es la solución del problema. 

Nota: Supongamos que en vez de darnos el punto (4, 2) nos hubie¬ 
ran dado el (4, 3), es decir en el nuevo de sistema de coordenadas el 
(1, 1). El sistema tomaría la forma 

a + 2h 4- b + c' = 0 
a + 2/t + b 4- c' = 0 
— a — h = 0 

de dos ecuaciones con cuatro incógnitas, lo que permite dar valores arbi¬ 
trarios a dos coeficientes en vez de a uno. Hay pues, indeterminación, 
veamos la causa. El punto (4, 3) es simétrico del (2, 1) respecto del 
centro (3, 2), luego el dato del punto (4, 3) no nos anade ninguna con¬ 
dición. pues va incluida en las de pasar por el punto (2, 1) y en la de 
ser (3, 2) centro de la cónica. Las cinco condiciones se reducen en rea¬ 
lidad a cuatro y por eso hay indeterminación. 

6 9 Determinar una cónica que tiene como foco el origen, 
la directriz es la recta de ecuación x-\-2y-\-2 =0 y pasa por 
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1 * /1 + V 5 \ 

el punto I-g- , 0 j 

Sabemos que la ecuación general de las cónicas que tienen 
ese foco y esa directriz es 

x 2 + y 2 = X(x + 2y + 2) 2 

y expresando que pasa por el punto dado, se tiene 


6 + 2 V 5 . 30 + 10 y 5 

-4- A 4 

la ecuación de la cónica es por lo tanto 

s 2 4- y 2 = -j- («4-22/4-: 


y- = 


(x + 21/4-2) 2 


5 4-yo 
2 


K = 


4x 2 — 4xy 4 -y- — 4x — 82 / — 4 = 0 
que es la solución del problema. 

Si quisiéramos determinar una cónica conocidos los dos 
focos y un punto, tomaríamos un sistema de ejes rectangula¬ 
res que tuviera como eje OX la línea de los focos y como ori¬ 
gen el cunto medio del segmento focal. El problema se reduce 
entonces al de determinar en un sistema de cónicas homofo- 
cales con centro (§ 19-5) la que pasa por un punto, problema 
que vimos (teorema 3 del § 19) tiene, en general, dos solu¬ 
ciones. 


3. Intersección de cónicas. — El teorema fundamental de 
la intersección de cónicas es el siguiente: 

Teorema 1. Dos cónicas distintas tienen a lo mas cuatro 
puntos comunes, con excepción del caso en que ambas sean de¬ 
generadas y tengan una recta común. 

Sean Ci y Co las dos cónicas. Para probar el teorema con¬ 
sideraremos primero el caso de que una de ellas sea degene¬ 
rada, por ejemplo que la Ci se componga de dos rectas Di y 
Do. La recta Dj corta a la cónica C 2 a lo más en dos puntos, 
pues si tuviera más de dos puntos pertenecería a la cónica 
(§ 20-6), y lo mismo sucede con la D 2 , lo que prueba el teo¬ 
rema en este caso particular. 

Pasemos al caso general. Siempre podemos suponer que las 
dos cónicas Ci y C 2 no son degeneradas. Sean sus ecuaciones 

[1] fi (x, y) = ax - 4- 2hxy 4- by 2 4- 2 gx 4 - 2fy 4- c = 0 

[ 2 ] f 2 («, y) = a'x 2 4- 2h'xy 4- b'y 2 4- 2 g'x 4- 2 f’y 4- c' = 0 

y consideremos la cónica Cx de ecuación 
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ro-i f _l if n = (a + la')x 2 + 2 (h + lh') xy + (b-\-lb')y- 
+ 2 (g + lg')x + 2 (/ + lf’)y + c + Ác' = 0 

siendo ?. un parámetro variable no nulo. Es inmediato que los 
puntos comunes a Ci y C 2 son los mismos que los comunes a 
Ci y C por lo tanto si consiguiésemos determinar /. de for¬ 
ma que C?, fuese una cónica degenerada, el teorema estaría 

demostrado. 

La condición para que C> sea degenerada es que su deter¬ 
minante A sea igual a cero, es decir que se tenga 

a + la’ h + lh' g + lg’ 

[4] h lh' b -j- Ib’ f + lf' =0. 

g + lg' f + lf' c + le' 

Ésta es una ecuación de tercer grado, que se denomina la 
ecuación en l de la cónica; de las propiedades de los determi¬ 
nantes se deduce que el coeficiente de l 3 en la ecuación es el A 
de la cónica C 2 , y el término independiente es el A de Cr, 
luego, como por hipótesis C, y C 2 no son degeneradas, la ecua¬ 
ción en l tiene siempre una raíz real y distinta de cero. Las 
cónicas Ci y C> tienen a lo más cuatro puntos comunes, pues¬ 
to que la cónica C x no es degenerada. Queda así probado el 

teorema. 

Cuando se consideran elementos impropios, el teorema toma una for¬ 
ma más precisa. Como una recta corta siempre a una cónica en dos pun¬ 
tos distintos o confundidos, reales o imaginarios, propios o impropios, de 
la demostración anterior surge: dos cónicas que no tengan una recta co¬ 
mún se cortan siempre en cuatros puntos, distintos o confundidos, reales 

o imaginarios, propios o impropios. ... 

Así por ejemplo, consideremos las cónicas de ecuaciones 
x * _ y* _1 = 0 é y‘ — x s — 1 = 0. La ecuación en ?. es 

1 - l 0 0 

o — 1 + X 0 =0 

o o — 1 —- X 

que se ve, admite la raíz X = — 1. La cónica C> tiene como ecuación 

x* _ y’ J = 0, y por lo tanto se compone de las dos rectas x -r y — U, 

x — y = 0 que no tienen, ninguna, puntos comunes con las cónicas dadas; 
en cambio, si consideramos coordenadas homogéneas la recta * + y — 0, 
tiene común con la cónica z 2 —y 2 —« 5 = 0 el punto impropio (1, —1, O), 
y la recta x — y = 0 tiene común con la cónica el punto (1, 1, 0 ) ; en anv 
Los casos los puntos son dobles, luego las dos cónicas tienen comunes dos 
puntos dobles, los (1, —1, 0) y (1, 1, 0). 

Consideremos ahora dos cónicas Ci y C 2 que tengan cua¬ 
tro puntos comunes únicamente. Consideremos las cónicas de 

ecuación 

[5] lU(x,y) + nía (*,!/) = 0 

siendo fi {x, y) = 0 la ecuación de Ci y fa (^» 2/) = 0 la de C 2 , 
y l, ¡i números reales cualesquiera. Vamos a ver, la ecuación 
[5] representa todas las cónicas que pasan por los puntos co¬ 
munes a las cónicas Ci y C 2 . 
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Es inmediato que toda cónica de la familia [5] pasa por 
la intersección de Ci y C 2 . 

Recíprocamente supongamos una cónica C que pase por la 
intersección y sea (x 0 ,2/o) un punto de C que no pertenezca a 
la intersección. Siempre se pueden determinar dos valores 
lo y Ho de Á y ¡i tales que 

[6] /.ofi(a-o,2/o) + qof 2 (Zo,2/o) = 0. 

Llamemos C' a la cónica de ecuación 

Áofi (x,y) + pof «(3,2/) = 0. 

Las dos cónicas C y C' tienen cinco puntos comunes, los 
cuatro de intersección de C, y C 2 y el ( x 0 , yo). Por consiguien¬ 
te, o coinciden o tienen una recta común R. 

Veamos que la segunda hipótesis es imposible: en efecto, 
teniendo común una recta R y no siendo la misma cónica, C 
y C' sólo tienen comunes los puntos de R y el de intersección 
de las otras dos rectas que las componen; luego, de los cuatro 
puntos comunes a Ci y C 2 , tres por lo menos tienen que estar 
en R; entonces Ci y C 2 tienen que tener común R contra la 
hipótesis. 

Consideremos ahora un cuadrilátero ABCD y sean 

ri(x, y)=0; r 2 (x,y) = 0\ c^(x, y)=0; r i (x,y)=0 
ías ecuaciones de los lados AB, BC, CD y DA, respectivamente. 

Las cónicas C y C' de ecuaciones 

Yi(x,y) . r 3 (x,y) = 0 ; r 2 {x,y ) . r A {x,y) = 0 

tienen únicamente comunes los cuatro puntos A, B, C y D; 
luego, en virtud de lo que acabamos de decir, la ecuación de 
las cónicas que pasan por esos cuatro puntos, es decir la ecua¬ 
ción de las cónicas circunscrítas al cuadrilátero, es 

[7] Xr x r 3 + nr 2 r 4 = 0 . 

4. Cónica que pasa por cinco puntos. — Vamos a hacer un 
estudio del problema de la determinación de una cónica por 
cinco puntos. El teorema fundamental es el siguiente: 

Teor. 2. Por cinco puntos, de los cuales cuatro no están 
en línea recta, pasa siempre una cónica y una sola. 

En efecto, sean A, B, C, D, E los cinco puntos; no ha¬ 
biendo cuatro en línea recta, siempre se pueden determinar 
cuatro de ellos que formen un cuadrilátero; supongamos que 
sean los A, B, C y D. La ecuación general de las cónicas cir¬ 
cunscritas al cuadrilátero es [7] y siempre se pueden deter¬ 
minar l y (i de modo que la cónica pase por E. Tenemos así 
una cónica que pasa por los cinco puntos y esta cónica es úni¬ 
ca, pues si hubiese otra, ambas tendrían una recta común y 
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entonces sólo podrían tener común fuera de esa recta, otro 
punto, el de intersección de las otras dos rectas que las for¬ 
man, lo que está en contradicción con la hipótesis. 

En la práctica, en lugar de utilizar la forma [7] que solo 
determina 1 y u, salvo un factor de proporcionalidad, es pre¬ 
ferible utilizar la forma 

[8] ri . r 3 + Xr 2 r 4 = 0 

que determina unívocamente X; el único caso en que /. no 
queda determinado, es cuando las coordenadas del quinto 
punto anulan a r 2 .r 4t pero entonces, es claro que r 2 (z, y). 
.r 4 (x,y) = 0, es la ecuación de la cónica que pasa por los 

cinco puntos. . , 

Si cuatro de los cinco puntos estuviesen en linea recta, a 

cónica se compone, como ya lo indicamos en el ejemplo 2 de 
2 de dicha recta y de otra cualquiera que pase por el quinto 
punto, y si los cinco puntos están alineados la comea se com¬ 
pone de dicha recta y de otra cualquiera del plano. 

En la práctica, el método de formar la ecuación general de 
las cónicas inscriptas en el cuadrilátero y determinar después 
la que pasa por el quinto punto es, en general, el que conduce 

más fácilmente a la ecuación. 

EJEMPLOS: 1. Tomemos la cónica del caso l 0 de 2. Los cinco pun¬ 
tos son A(0, 0), B(0, 1), G(l, 0), D(1 D, E(-l. -2). Las ecuac.o- 
nes de AB, CD, AC y BD son respectivamente 

X = 0 ; X = 1 ; y = o i y = l. 

La ecuación de las cónicas circunscritas al cuadrilátero ABCD es 

x(x — 1) + l(y — 1)2/ = 0. 

Determinando l para que pase por (—1, —2), tenemos 

2 + 6X = 0 ; \ = — 1/3 

y la ecuación de la cónica es 

3 = _ * _ -JíL + JL - o ó 3ar — y* — 3* + V = 0. 

3 3 

2. Consideremos ahora un caso de tipo más general que el anterior, 
en el que la existencia de coordenadas nulas simplificaba los calculo.. 

Sean los cinco puntos 

A(1, 2); B(—3, 1); C( —2, —1) ; D(4, —3); E(5, —6). 

Las ecuaciones de las rectas AB, CD, AC y BD son, respectivamente. 


a- — 1 

4 

<N 

1 

II 

0 

X 

— 

4 y 

4- 

7 

= 0 

x + 2 
— 6 

v 4- 1 
"* 2 

* 

0 

2x 

+ 


+ 

10 

= C 

.r — 1 

3 

y — 2 

- 3 

* 

0 

X 

— 

y 

4- 

1 

1 

= 0 

x -|- 3 

1 * 

e*- 

11 

0 

0 

Ax 

+ 

7 y 

-1- 

5 

= 0. 
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La ecuación de las cónicas circunscritas al cuadrilátero ABCD es 
(x — 4 y + 7) ( 2x + (jy + 10) + l(x — y -f1) (Ax + 1y + 5) = 0 
y haciendo x = 5, y — — 6, se tiene 

- 576 - 204,. = 0 , 1 ~ li- = - -f- 

y la ecuación de la cónica es 

17 (x — Ay + 7) (2x + 6y + 10) — AS(x — y + 1) (4a + ly + 5) = 0 
ó 79ar + 89 xy + 3 6y 2 + 12x + 31y — 475 = 0. 

Otra forma de la ecuación de la cónica que pasa por los cinco pun¬ 
tos Mi(*i, y x ) ; M 2 (a: s , y») ; i/ 3 ) ; y *); Mz(x it y„) es la si¬ 

guiente : 


X 1 

x y 

y 8 

X 

y 

1 

x\ 

XiVi 

y" > 

Xi 

yi 

1 

x\ 


v** 

x« 

y* 

1 

x\ 

Xiy* 

v\ 

X3 

2/3 

1 

X*, 

x* 2/4 

y\ 

X4 

y< 

1 

X~z 

Xsy* 

y\ 

Xz 

2/5 

1 


Se ve, en efecto, que esta ecuación es la de una cónica; al poner en 
vez de x , y las cordenadas de uno cualquiera de los puntos se satisface 
la ecuación por tener, el determinante, dos filas iguales, luego la cónica 
pasa por los cinco puntos. 

Para completar este razonamiento sería necesario probar que si cua¬ 
tro de los puntos no están en una línea recta, no se anulan los coeficien¬ 
tes de los términos de segundo grado, pero no haremos este estudio que 
no presenta interés especial, dado el poco valor práctico de esta forma de 
la ecuación, que exige el desarrollo de seis determinantes numéricos de 
orden cinco. 

5. Construcción de cónicas. — Nos limitaremos a dar las 
que se apoyan en los teoremas de Pascal y Brianchon. 


Teor. 3. (Teor. de Pascal) : Sea (fig. 65) MiMoM 3 M 4 M 5 M fl 
un exágono inscripto 


en una cónica y sean 
P, Q y R los puntos 
de intersección de 
los lados M,Mo y 
M.|Mr„ MoM 3 y M 3 M c , 
M3M4 y M«M,, res¬ 
pectivamente. Los 
tres puntos P, Q y R 
se encuentran en una 
misma recta. Esta 
recta se denomina la 
recta de Pascal. 

En efecto, la có¬ 
nica, siendo circuns¬ 
crita al cuadrilátero 
MjMoM 3 M 4 , tiene una 
ecuación de la forma 



Kig. 65. 



180 


LAS CÓNICAS 


§ 22 -Ej. 


[10] htTiT» = — Horr 2 

siendo r 1 (x,y)=0; r s (x,y)=0 y r 3 (x,y)=0 las ecuaciones 
de las rectas MiM 2 , M 2 M 3 y M 3 M 4 respectivamente, y r(x,y) = 

= 0 la ecuación de la recta M x M 4 . 

La cónica es igualmente circunscrita al cuadrilátero 
y por lo tanto su ecuación tiene también la forma 

[11] Hirr 3 = — ¿libre 

siendo r 4 (tf,2/) = 0; r 5 (®, 3 /)= 0 ; r«(*, 2 /) = 0 las ecuaciones de 
las rectas M 4 M 3 , M 3 M 6 y M 0 M lf respectivamente. 

Multiplicando miembro a miembro [10] y [11] 

/,ou,rrir 3 r 5 = — poXirr 2 r 4 r c 

que se satisface para todos los puntos de la cónica; también 
se seguirá satisfaciendo si dividimos por el factor común r; 
es decir que la cúbica (curva de tercer grado) de ecuación 

¿ 0 pii'ir 3 r 3 + po¿ir 2 r 4 r )! = 0 

contiene a la cónica. En consecuencia (ver por ejemplo § 26, 
n 9 2), la cúbica se descompone en la cónica y en una recta; ahora 
bien, los puntos P (que está en las rectas r t y ib), Q (que 
está en las rectas r 2 y r 3 ) y R (que está en las rectas r 3 
y r 0 ) están en la cúbica, y como no están en la cónica, tienen 
que estar en la recta; esta recta es, pues, la recta de Pascal 
y el teorema está demostrado. 

Este teorema se aplica para la construcción de una cónica 



Fie. 66. 


§ 22 -Ej. 


DETERMINACIÓN Y CONSTRUCCIÓN DE CÓNICAS 


181 


por puntos cuando se conocen cinco puntos de la cónica, con 
el solo empleo de la recta. Veamos cómo se procede: 

Sean Mi, M 2 , M 3 , M 4 y M r , los cinco puntos dados de la 
cónica (fig. 66), y vamos a determinar puntos de ésta en las 
rectas que pasan por M t . Sea M X S una recta cualquiera que 
pasa por M x ; P el punto de intersección de MiMo y M.,M 5 y 
R el punto de intersección de M 3 M 4 con M,S. 

La recta de Pascal del exágono cuyos vértices son M x , M 2 , 
M 3 , M 4 , M 3 y el punto (desconocido) de la cónica situado so¬ 
bre M,S es la recta PR; sea Q el punto en que PR corta a 
M l .M 3 ; Q debe estar en la recta que une M 3 con el punto des¬ 
conocido de la cónica; luego, trazando la recta M-,Q, el punto 
C en que corta a la M,S será un punto de la cónica. Variando 
la secante MiS obtendremos nuevos puntos de la cónica C\ 
C" 

v j • • • 

Vamos a dar ahora un teorema dual del de Pascal: 

Teor. 4. (Teorema de Brianchon) : Sea (fig. 67) el exá¬ 


gono circunscri¬ 
to a la cónica 
M 1 MoM 3 M 4 M 3 M c . 
Las rectas 
M_.M 3 y M 3 M r , se 
cortan en un mis¬ 
mo punto B. Es¬ 
te punto se de¬ 
nomina yunto de 
Brianchon. 

Considere¬ 


mos el exágono 
T,T 2 T 3 T 4 T 3 T f, 
inscripto en la 
cónica cuyos vér¬ 
tices son los pun¬ 
tos de contacto 



Fig. 67. 


con la cónica de los lados del exágono circunscrito. 

Sea PO) el punto de intersección de T,T 2 con T 4 T 3 ; como 
TjT.j es la polar de M t (§ 21, teorema 5) y T,T 3 es la polar 
de M 4 , entonces (§ 21, teorema 4) P es el polo de MjM 4 . 

De una manera análoga se ve que los puntos Q, intersec¬ 
ción de T 2 T 3 con T-,T C , y R, intersección de T 3 T 4 con T 0 Tj, 
son los polos de M 2 M 3 y de M 3 M 6 , respectivamente. 

Por el teorema de Pascal los tres puntos P, Q y R están 
en una recta, sea B el polo de esta recta; por él pasan las po¬ 
lares de P, Q y R, es decir las rectas MiM 4 , M 2 M 5 y M 3 M 6 ; 
luego, el teorema está probado. 

Como en el caso del teorema de Pascal, el teorema de Brian- 


1 I.os puntes P. Q y R no están señalados en la finura. 
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chon se usa para determinar tangentes a una cónica cuando 
se conocen cinco tangentes a la misma. Sean, en efecto (fig. 
68), t u t 2 , t S) t.¡ y las cinco tangentes; M 2 , M 3 , M 4 y M 5 
los puntos de intersección de í, y U, t-< y f 3 , t 3 y í, y í., y f s ; 

vamos a determinar 
tangentes que pasen 
por puntos de t,. 

Sea M! un punto 
de íj; el punto de 
Rrianchon del exágo¬ 
no formado por las 
cinco tangentes da¬ 
das y la que buscá¬ 
is mos es el punto B, in¬ 
tersección de MxM* 
con luego, 

uniendo M 3 con B y 
determinando la in¬ 
tersección de esta 
recta con í 5 obtene¬ 
rte. es. mos el punto M c ; la 

recta M,M n es la tan¬ 
gente buscada. Variando el punto M se obtienen nuevas tan¬ 
gentes a la cónica ... 

EJERCICIOS SOBRE CÓNICAS 

En los ejercicios con un asterisco los datos se dan en un sistema 
cartesiano rectangular. 

* 1” Encontrar la ecuación de una elipse sabiendo que uno de sus 
vértices es el punto (0, —7), que su centro está en el origen y que pasa 
por el punto (1, 14/3). 

R.: ar/9 + y-14 9 = 1. 

* 2"Una elipse tiene su centro en el origen, su eje menor coincide 
con el eje OX y la longitud de su eje mayor es el doble de la del menor. 

Sabiendo que la elipse pasa además por el punto (V^7?2, 3) determinar 
su ecuación. 

R.: ar/4 + y -/16 = 1. 

* 3" Lugar geométrico de los puntos tales que su distancia a la 
recta de ecuación y + 8 = 0 es el doble de la distancia al punto (0, —2). 

R.: 4a; a + 3 y* = 48. 

4'^ El punto medio de la cuerda de una elipse de ecuación ar 4- 4y*— 
— 6x — 8 y — 3 = 0 es (5, 2). Determinar la ecuación de la cuerda. 

R.: x + 2y — 9 - 0. 

* 5 9 Determinar la ecuación del lugar geométrico de los centros de 
las circunferencias tangentes a las dos circunferencias de ecuaciones 

+ V s — 4y — 12 = 0 y ar + y»=l. 

R.: 100a; ,J + 84 y 3 — 168y — 441 = O; 

36a." + 20r — 40y — 25 = 0. 
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* 6° Determinar la ecuación de una hipérbola sabiendo que sus lo¬ 
cos son los puntos (3, 4) y (3, —2) y su excentricidad es igual a 2. 

9 27 • • 


= 1 . 


* 7 9 Una hipérbola tiene su centro en el origen y su eje focal es 
el OX. Sabiendo que pasa por el punto (3, —1) y que una de sus asín¬ 
totas es la línea recta de ecuación 2 y —6 V2x, determinar su ecuación. 

R.: 2x 2 — 9y*=9. 

8 9 Determinar las tangentes a la hipérbola de ecuación x 2 — 2?/ + 
+ 4x — Sy — 6 = 0, que son paralelas a la recta de ecuación 4x — 4y + 
+ 11 = 0 . 

R.: x y — 1; x = y + 1. 

0 9 Determinar las tangentes a la hipérbola de ecuación 4.r 2 — 9y*~ 
= 36, que pasan por el punto (0, —1). 

R.: y = ± VT/Sx — 1. 

* 10 9 Determinar la longitud del segmento determinado'por la pa¬ 
rábola de ecuación y- = 4x en la recta de ecuación x = 2y — 3. , 

R.: 4 VT. 

* ll 9 Los puntos (—4, 3) y (—1, 3) son el vértice y el foco res¬ 
pectivamente de una parábola. Determinar la ecuación de la parábola, la 
de su directriz y la de su eje. 

R.: (y — 3) 3 = 12(* + 4); x = — 7; y = 3. 

* 12 9 Encontrar la ecuación de una parábola cuyo eje es paralelo 

al eje OX y que pasa por los puntos (0, 0), (8, —4) y (3, 1). . 

R.: y 2 — x + 2 y = 0 . . 

* 13 9 Encontrar la ecuación de la parábola cuyo vértice es el punto 
(4, —1), cuyo eje es la recta de ecuación y +1 = 0 y que pasa por el 
punto (3, —3). 

R.: y 2 + 4x + 2y — 15 = 0. 

* 14 9 Demostrar que las parábolas de ecuaciones x 2 — 4x + Sy — 
— 20 = 0 y x J — 4x — 4y + 4 = 0, se cortan ortogonalmente en sus pun¬ 
tos de intersección. 

* 15 9 Deducir la fórmula del área encerrada por una elipse de 
ecuación 

4+4=1. 

a 3 b J 

A = ti . ab , basándose en la propiedad de la elipse de ser proyección or¬ 
togonal de una circunferencia. 

i 

16 9 Demostrar que en una elipse o hipérbola la distancia de una 
tangente al centro es inversamente proporcional a la longitud del diáme¬ 
tro paralelo a la tangente. 

17 9 Demostrar que en una elipse o hipérbola el producto de las dis¬ 
tancias de un punto variable a los dos focos es constante e igual al cua¬ 
drado de la longitud del semieje no focal. 

18 9 Demostrar que ei lugar de los pies de las perpendiculares tra¬ 
zadas desde un foco de una elipse o hipérbola a las tangentes a la curva, 
es la circunferencia que tiene como diámetro el segmento del eje focal 
comprendido entre los vértices. 
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199 Demostrar que en una elipse o hipérbola el lugar de los puntos 
simétricos del foco respecto de las tangentes a la curva es la circunferen¬ 
cia que tiene por centro el otro foco y por radio la longitud del segmento 
del eje focal comprendido entre los vértices. 

209 Demostrar que el lugar geométrico de los puntos desde los cua¬ 
les se puede trazar un par de tangentes perpendicular es a un a elipse es 

una circunferencia de centro el de la cónica y radio V a 2 + b~. Extender 
este resultado a la hipérbola. 


219 Sea un triángulo en que la base BC es fija y el vértice A varia 
de forma que la diferencia de los ángulos B y C es constante. Demostrar 
que el punto A describe una hipérbola equilátera. 

22 9 Dar bajo forma de determinante la ecuación de la cónica que 
pasa por cinco puntos (análoga a la dada para la circunferencia). 

239 Clasificar cónicas cuyas ecuaciones son: 

a) 4x a — 24 xy + ll ?/ 2 + 56# — 58 y + 95 = 0. 

R.: Hipérbola. 

b) lGx 2 — 24 xy + Sy* — 19* — lly + 11/4 = Ü. 

R.: Parábola. 

c) 3x 2 — 4 xy — Ay* + 16a? + 16t/ — 12 = 0. 

R.: Dos rectas que se cortan. 

d) Ax 2 + 2 xy + y 3 — 2a? 4 - y + 3 = 0. 

R.: Elipse imaginaria. 

e) 5x° -f 2 xy + 10 y- — 12x — '¿'¿y + 17 = 0. 

R.: Dos rectas imaginarias que se cortan. 

f) x* — 4 xy + y 1 — 2.x + 3y 4- 2 = 0. 

R.: Una hipérbola. 

g) x 2 4 - 8 xy 4 - 36 y 2 — Ax — 16?/ 4-7 = 0. 

R.: Elipse imaginaria. 

h) 2a ; 3 — 12 xy -f 18// 2 4 - x — Zy — 6 = 0. 

R.: Dos rectas paralelas. 

i) 6 a ? 9 — 4a :y 4- 9 y 2 — 4a: — 32 y — 6 = U. 

R.: Una elipse real. 

j) 3a ; 5 — 2 xy + 3y 2 + 2 vl>x — G VTj/ 4- 2=0. 

R.: Una elipse real. 

k) 4a ; 5 — 20 xy + 25 ?/ 3 + 4x — 10?/ + 1 = 0. 

R.: Una recta doble. 

249 Dada la cónica de ecuación 2a * 2 — 2xy + y- — 4a; — Ay + 16 = 0, 
clasificarla y determinar su centro y sus ejes. 

R.: Elipse: (4, 6 ); ecuación del eje focal 


(y — 4). 


C 1 + V 5 . 

v — 6 = --- (y — 4). 

259 Dada la cónica de ecuación 7a; 2 — 8 xy + y 2 + 2a; 
clasificarla y determinar su centro y sus ejes. 

R.: Hipérbola: (1, 2); ejes: y = 2x, x + 2 y — 5 


— 1 = 0 , 


1 
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2G" Dada la cónica de ecuación 4ar—4a;?/ + y 2 — 8*_8?/ 4 -4 — 0 

probar que es una parábola y determinar su vértice y su e'e ' ’ 

R-: (23/50, 3/2); 10* — 5y — 4 = 0. 

lx * -Ly - 2* + 22,'+ í=0 nt ° S V3l0reS de 13 CÓniCa de ecuación 

R,: el l pse real » =— 1, parábola; —l < fc < — 1/3 

hipérbola; l — — 1/3, dos rectas reales; —1/3 < X < l hi¬ 
pérbola; )„=l dos rectas imaginarias paralelas; ?/>l, 
elipse imaginaria. 

+ y = 2 l D, ^ Ut,n ’ íf de Ia cónica de ecuación ax : + 20 * 2 / + 

íc^pínTo ¿"deT piano !,+ 0 ' “ ‘ i °" de ' 1 * las ««rdenada. 

R.: Se llega a la consideración de dos circunferencias de ecua¬ 
ciones C>:*- +y — 2a; = 0; y 1 — 2x — y — l —0 

tangentes en un punto M y .se tiene: P interior a C,, elip¬ 
se imaginaria; P en C r , pero no en M, dos rectas imagi¬ 
narias que se cortan; P coincide con M, dos rectas ima¬ 
ginarias paralelas; P exterior a C= pero interior a C„ 
elipse real; P en Ci pero no en M, parábola; P exterior 
a C, hipérbola. 

® ot f rm ” lar la ecuación del lugar geométrico de los puntos de 
contacto de las tangentes a la s cónicas de ecuación x 2 — 2),xy — y 1 — 
— 2i.x + 1 = 0 que son paralelas al eje OY. 

R.: x- + y- — 2v + 1 = 0. 

Determinar el imrai geométrico de los centros de las cónicas que 
pasan por los puntos ( 2 , o), (— 1 , U), ( 0 , 3 ) y ( 0 , 1 ). 

K.: La cónica de ecuación fiar + 4 y- — 3* — 3y — 0. 

* 10 ^terminar una cónica sabiendo que es tangente a los cíes OX 
y OY en los puntos (0, 1) y ( 1 , 0) y que pasa por el punto <£ 2). 

R.: x a + y 1 — 2x — 2y + 1 = 0. 

i? —U J 5 n ” n i trar la i eci ! a< : i ? n (le ]a cónica que pasa por el punto 
, ’ } ’ ? P 01 1 , os P l ' ni . os 1,6 intersección de las cónicas x s + 2xy — 2 ?/ a + 

+ 2* + y+l = 0 y 2x I + xy + y 2 — 5x + 3y — 4 = 0 . 

R.: 7x s + 11 xy — 9y 2 + 5a; + Sy + 1 = 0. 

r~i. í) y 5paaa >° s 

R.: ar + y* + 2a; — 2y — 23 = 0. 

p».,.or,i En orí-i/í rsstt: n p * s o, p ° r ioa ™ atr » 

E - : aS/fBST 4 =° ; 

350 Encontrar las cónicas del sistema de cónicas homofocales 

X- y 1 

+ 9 + /- + 5 = 1 
que pasan por el punto ( 2 , 3 ). 

R.: 3 x a + 4 y 1 = 48; 3x 5 — r = 3. 

369 Hallar la ecuación de la parábola que pasa por el origen, tiene 



lg g LAS CÓNICAS § 22 * E L 

en él la tangente y — 2x = 0, pasa por A (5,0) y tiene el eje paralelo a 

la recta y — 6a; = 0. 

R.: 90(2/ — 2x) + (y — 6x) 2 = 0. 

379 De una hipérbola se sabe que: a) pasa por el origen y la tangente 

en él es y x = 0; b) pasa por A(4,0); c) tiene por asíntota la íecta 

® 6 = 0. Se pide la ecuación de la hipérbola y la ecuación de la otra 

asíntota. 

R.: 3a;’ — 2xy + 12y — 12a; = 0; 3x — 2y+6=0. 

38? Hallar las ecuaciones de las cónicas que cumplen: a) pasan por 
A(0 1) y en este punto son tangentes al eje y 4 , b) pasan por DU,>U> 
C(2,0); c) son tangentes a la recta x = 3. Hallar también los puntos 

contacto con esta última tangente. 

R.: a) 3a: 3 + Sxy + Gy* — 9a: — 12» + 6 = 0; 

b) x* + 2y-— Zx —- 42/ + 2 = 0; c) Pi(3,l), Pa(3,—1). 
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S 23. Curvas notables de tercero y cuarto grado 

1. Definición de curva algebraica. — Hemos visto que la 
ecuación general de las rectas es de la forma ax -f by -f c = 0, 
es decir, se obtiene igualando a cero un polinomio de primer 
grado en las variables x, y. Análogamente, la ecuación gene¬ 
ral de las cónicas es de la forma f(x, y) =0, donde f(x, y) 
es ahora un polinomio de segundo grado en las variables x, yi 

La generalización a otros tipos de curvas se presenta de 
manera natural e inmediata. Bastará considerar ecuaciones de 
la forma f(x, y) =0, donde f (x,y) sea un polinomio en x,y 
de tercero, cuarto, quinto, ..., grado. Se llega así al concepto 
de curva algebraica. 

Definición 1. Se llama curva algebraica al conjunto de 
puntos del plano cuyas coordenadas cartesianas (rectangula¬ 
res u oblicuas) x, y satisfacen a una ecuación de la forma 

f (^*. 2/) = 0 

donde f (x,y) es un polinomio en las dos variables x, y. 

El grado del polinomio f (x,y) se llama grado u orden de 
la curva. 

Las curvas de primer grado son las rectas; las de segundo 
grado las cónicas; las de tercer grado se llaman cúbicas, las 
de cuarto grado, cuárticas, etc. 

No todas las curvas son algebraicas. Por ejemplo, la cur¬ 
va y — sen x = 0, llamada sinusoide, no es algebraica, puesto 
que el primer miembro y — sen x no es ningún polinomio en 
x, y. Tampoco son algebraicas las curvas. 

y — a x = 0 , y — log x — 0 , y* — x = 0. 

Las curvas que no son algebraicas se llaman trascendentes. 

Dejamos para más adelante (§ 26 y sig.) el estudio gene¬ 
ral de las curvas algebraicas. Por el momento, como intro¬ 
ducción, vamos a estudiar algunas curvas notables de tercero 
y cuarto grado. 
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2 La parábola cúbica y = ax 3 . — Es una curva que pasa 
ñor él origen de coordenadas. Las intersecciones con una recta 
y = lx, tendrán por abscisas las soluciones de la ecuación 

[l] Ix — ax 3 = 0 

o sea, x, = 0, x 2 = + yjT/a, x 3 = — y/T/á. P° r lo tanto, si 
\ tiene el mismo signo que a, la recta corta a la curva en o 
puntos, además del origen, simétricamente colocados respecto 
del mismo. Si l es de signo opuesto a a, la recta corta a la 
curva en el origen como único punto real, mas otros dos puntos 

imaginarios. 

Para l = 0, caso del eje x, la ecuación [1] se reduce a 
ax 3 = 0, la cual tiene x = 0 como raíz triple. Esto nos dice 
que el eje a tiene con la curva tres puntos de intersección 
confundidos en el origen. Se dice que es una tangente de in¬ 
flexión. 

Si a > 0, y es positivo y creciente para x > 0 y negativo 
y creciente para x < 0, caso de la fig. 69. Si a < 0 la curva 
tiene la forma simétrica de la anterior respecto al eje y. 

Veamos una propiedad curiosa de la tangente a la pará¬ 
bola cúbica. Sea P(x„,?y 0 ) un punto de la misma, o sea un 
punto tal que y 0 = ax 0 s . Una recta general por P sera 

[2] y — y o = U* — x «) 

y las abscisas de los puntos de intersección de esta recta con 
la curva serán las soluciones de la ecuación Xo) 

— ax 3 , o sea, 

[ 3 ] ax 8 — X(x — x 0 ) — V o = 6. 

Para que x = Xo sea raíz doble de esta ecuación, ella debe 
serlo también de la derivada 

3 ax- — l = 0 

o sea, debe ser 1=3ax„ 2 . La recta con este coeficiente angu¬ 
lar será la tangente en el punto P. Su ecuación seia la [ J 

para X = 3ax 0 2 , o sea, 

y — t/o = 3ax,r ( X Xo) • 

Esta tangente corta al eje y en el punto y = yo — 3az 0 3 = 
= —2a Xo 3 = —2y 0 - Es decir, para trazar la tangente a la pa¬ 
rábola cúbica en un punto P(x 0 ,?/o) basta unir este punto con 

el E(0, —2y 0 ) • 

Esta propiedad generaliza la de la parábola ordinaria y == ax se 
gún la cual para trazar la tangente a esta curva en el punto, P'<** *> 
basta unirlo con el punto E(0, — yo). En general, para la cur\a y — ax 
(m = entero positivo), llamada parábola de orden m, la tangente en 
punto P (íCo, yo) se obtiene uniendo este punto con el L(0, (m )y) 
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3. La parábola cúbica completa y = ax 3 -j- bx 2 + ex + d. — 
La curva corta al eje y en el único punto x = 0, y = d. Las 
intersecciones con el eje x son las raíces de la ecuación ax 3 + 
+ bx- + ex -f d = 0, la cual, si los coeficientes son reales, siem¬ 
pre tendrá por lo menos una raíz real. Los máximos y míni- 



Kík. 69. Fig. 70. 


mos de la curva corresponden a los valores de x para los cua¬ 
les es y' = 3 ax- + 2 bx c = 0 ; por lo tanto hay dos de ellos, 
que pueden ser reales o imaginarios. Para x->—co el tér¬ 
mino predominante en el segundo miembro de la ecuación de 
la curva es el ax 3 y por tanto también y —» —co si a > 0, o 
bien y -|- co si a < 0. Para x -»-f co, resulta y -» + oo 
si a>0, — co si a < 0. 

La fig. 70 representa el caso 

y = x 3 — 3x- — x -1- 3 

en que el segundo miembro tiene las tres raíces reales x = —1, 
x = 1, x = 3. 

Una parábola cúbica completa queda determinada por 4 
puntos. En efecto, si estos son los A¡(x¡, y,) {i = 1, 2, 3, 4), 
bastará hallar los coeficientes a, b, c, d, de manera que se 
satisfagan las cuatro ecuaciones 

y¡ — ax¡ s — bXi 2 — cx¡ — d¡ = 0 (i — 1, 2, 3, 4) 

que son cuatro ecuaciones lineales respecto de las incógnitas 
a, b, c, d. Resolviendo el sistema por la regla de Crámer o cual¬ 
quier otro método de resolución de ecuaciones lineales, se ten¬ 
drán los coeficientes de la curva buscada. 

Por ejemplo, la parábola cúbica completa que pasa por los 
puntos A!(0,1), A 2 (l, 4), A s (—1,4), A 4 (2, 7) resulta ser 

y = — x 3 -j- 3x 2 + x + 1. 
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4. La parábola semicúbica y- = ax 3 . — Consideremos, pa¬ 
ra fijar las ideas, el caso a> 0 (fig. 71). Si fuera a < 0 la 
curva presentaría una forma análoga, pero sobre la parte ne¬ 
gativa del eje x. 

Siendo a > 0, la curva sólo es real para x > 0. Ella es 
simétrica respecto del eje x, puesto que si (x, y) es un punto 
de la curva, también lo es el ( x ,— y). Cualquier recta y = lx 
por el origen, corta a la cúbica en los puntos cuyas abscisas 
son soluciones de la ecuación X 2 x 2 — ax 3 = 0 , la cual tiene 
x = 0 como raíz doble y x = )?/a como raíz simple. Esto nos 




dice que todas las rectas que pasan por el origen tienen dos 
puntos de intersección con la curva confundidos en el mismo. 
Un punto de esta clase se llama un yunto doble de la curva. 
En el caso l = 0 (eje x) la recta tiene tres puntos de intersec¬ 
ción confundidos en el origen y dicho valor de ). es el único 
para el cual esto ocurre; esto quiere decir que el eje x es la 
única recta que tiene tres puntos de intersección confundidos 
con la curva en el origen, es decir, un punto más que todas 
las otras rectas; por esto se dice que el eje x es la tangente 
en el yunto doble. 

Como al crecer x crece ax 3 y por tanto y, la rama posi¬ 
tiva y = - f V ax' ¿ será creciente y la negativa y = — V ax3 
decreciente. Basta esto para poder trazar la curva cuando se 
conocen algunos de sus puntos calculados directamente. 

5. La parábola cuártica y = ax\ — Se llama también pa¬ 
rábola bicuadrática. El coeficiente a es una constante y para 
el estudio de la curva se puede suponer a > 0, pues si es 
a < 0 la curva se sustituye por su simetría respecto del eje x. 

La curva pasa por el origen, es simétrica respecto del eje y 
(puesto que si (x, y) es un punto, también lo es (— x, y) ) y 
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está siempre situada por encima del eje x (por ser ?/>0). 
Una recta general y = lx, por el origen, corta a la curva en 
los puntos cuyas abscisas son raíces de la ecuación lx = ax*, 
o sea, x (ax 3 — l) =0. Si 1 4= 0 esta ecuación tiene x = 0 
como raíz simple; las otras raíces son las raíces cúbicas de 
l/a, de las cuales siempre una es real y las otras dos son 
imaginarias; es decir, la recta corta a la curva, además del 
origen, en un solo punto real. Si l = 0, la ecuación anterior 
se reduce a ax 4 = 0, y por tanto tiene x = 0 como raíz cuá¬ 
druple; por esta razón se dice que la recta y — 0 (eje x) tie¬ 
ne cuatro puntos de intersección con la curva, confundidos en 
el origen o bien que se trata de una tangente con contacto 
“cuadriyunto”. 

Con esto, y siendo la ordenada y siempre creciente con 
| x , la forma de la curva resulta la indicada en la fig. 72. 

Como ya observamos al final del estudio de la parábola cúbica, tam¬ 
bién para la parábola cuártica existe una fácil construcción de la tan¬ 
gente en un punto P(x<,, y u ) de la misma. En efecto, procediendo como 
en el caso de la parábola cúbica, resulta que la ecuación de la tangente 
en P es 

y — y» =z 4ax» 3 (x — x 0 ) 

la cual corta al eje y en el punto de ordenada y = y 0 — 4 ax,,* = 
= —3axo 4 = — 3 y 0 . Por tanto, dado P(x 0 , 2 /») se determina inmediata¬ 
mente E(0, —3j/o) y la recta EP es la tangente buscada. 

6. Cuárticas polizonales. — Def. 2. Reciben este nombre 
las curvas de cuarto grado cuya ecuación puede ponerse en la 
forma 

[4] y = ± V f (x) ± V'g(*) 

donde f(x), g(x) son polinomios de primero o segundo gra¬ 
do en x. 

Para ver que estas curvas son efectivamente de cuarto 
grado, hay que transformar [4] en un polinomio en x, y, ó 
sea, hay que racionalizar la ecuación, haciendo desaparecer 
las raíces cuadradas. Para ello, elevando al cuadrado resulta 

y- = f + g ± 2 \íí g 

y de aquí 

[5] (y -—f — g) 2 — 4fg = 0 

que es la ecuación racionalizada de la curva, la cual, siendo 
/, g de primero o segundo grado, es de cuarto grado. 

Las curvas parciales i/i = ± \/f (x), y 2 = ± V g(x) son 
cónicas, pues sus ecuaciones racionalizadas son y x - — f(x)= 0, 
y-r — g(x) =0, que son de segundo grado. La construcción 
de la curva [4] se hace fácilmente por puntos a partir de es¬ 
tas cónicas. En efecto, y será real únicamente para los valores 
de x en que sea f(x) > 0, g(x) >0, es decir, en la parte co- 
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mún a las dos franjas paralelas al 
cónicas parciales. Bastará entonces 
de las ordenadas y x de la primera 



Fig. 73. 

Por tratarse de una ecuación bicuad 
dando _ 

y = ± VU ± V 4 — x. 

Para representar esta cur¬ 
va bastará trazar las dos pa¬ 
rábolas ?/» 2 = 4a\ y¿- = 4 — x 
(fig. 74) y tomar sobre cada 
vertical AB los segmentos 7 -*^, 

BP = BP' = AH. Los puntos *2 

P, P' son los puntos de la par¬ 
te correspondiente a y i >0 de 
la curva. Haciendo lo mismo 
con la parte negativa de la pa- 
rábola se tiene la curva 
total. 

A veces no se puede des¬ 
pejar y en la forma [4], pero _ ^ 
se puede despejar la x en for¬ 
ma análoga; se trata entonces 
también de una cuártica poli- 
zonal, con los papeles de x , y 
invertidos. Por ejemplo, pa¬ 
ra estudiar la cuártica 


eje y que contienen a las 
llevar a un lado y a otro 
cónica, el valor y 2 de las 
ordenadas de la segunda 
cónica. 

Consideremos dos ejemplos 
aclaratorios. 

a) Sea la cuártica 

y — — V 2a a — X' ± Ver — ar 
o sea 

(2T -r 2x 2 — 3a 2 ) 2 — 

— 4 (2a 2 — ir) (a 2 — x 2 ) = 0 ? 

es decir 

y* — 6 aV + AxY + 

Las curva s 2/1 — — V2a*— 

_ i) 2 = ± Va — a 2 son dos 

circunferencias de centro, el 

origen y radios Y 2a, y a res¬ 
pectivamente. Para construir 
la curva bastará llevar a par¬ 
tir del punto M de la circun¬ 
ferencia y i segmentos MPi MP* 
¡guales a las semicuerdas 
llEi = IIEa de la circunferen¬ 
cia 2 / 2 . La curva está formada 
por dos óvalos separados como 
indica la figura 73. 

b) Consideremos la cuár¬ 
tica. 

y* — 2(4 + 2x)y 2 + 

+ (5a — 4) 9 = 0. 

rática en y, se puede resolver. 
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(ar — x')x 2 — by 9 , se puede o bien despojar y, o bien de spejar x . en cuyo 

caso queda una ecuación de la forma x=± Vf(y)± Vg(|/) con f(?/) = 
= a 2 /4 -f (by/2), g(y) = a*/ 4 — (by/2), la cual se estudia fácilmente ñor 
el método anterior. 

7. Cuárticas bicirculares. Curvas de Cassini. Lemniscata. 
— Def. 3. Se llaman cuárticas bicirculares aquellas cuya ecua¬ 
ción en coordenadas cartesianas rectangulares pueden reducir¬ 
se a la forma 

[6] (x 2 -f y -) 2 + «1 & + a s xy + a s y 2 + a^x + a a y -f a„ = 0 

carente de términos de tercer grado y los de cuarto grado re¬ 
ducidos a la forma (x 2 -\-y 2 ) 2 ; los coeficientes a lt a>, . .., «<¡, 
constantes. 

Un ejemplo importante de cuárticas bicirculares son las 
llamadas curvas de Cassini. Ellas pueden definirse como el lu¬ 
gar geométrico de los puntos cuyo producto de distancias a 
dos puntos fijos es constante, por ejemplo, igual a k 

Por analogía con el caso de la elipse, cuya definición era 
análoga, con la sola sustitución de la “suma” de distancias por 
el “producto” de las mismas, llamemos F, F', a los dos puntos 
fijos, tomemos el punto medio del segmento F F' como origen 
de coordenadas, la recta F F' como el eje x y pongamos 
OF = OF' = c. Si x, y son las coordenadas de un punto de la 
curva de Cassini deberá ser 

[(* —C ) 9 + t/ 2 ] . [(X+ C ) 2 -H/ 2 ] = k' 

o sea 

[7] (x 2 + y-)- + 2c- (y 2 — x 2 ) + c‘ — k' = o. 

Según los valores de c y de k se tiene toda una familia 
de curvas de Cassini con formas diferentes. Todas ellas, sin 
embargo, son simétricas respecto del origen, puesto que si 
(x, y) es un punto de la curva también lo es el punto (—x, — y ). 

Para ver la forma de la curva [7], resolvamos la ecuación 
respecto de y 2 . Se tiene 

y 2 = — (x 2 -f c 2 ) ± y 4c 2 x 2 + k *. 

El radical que aquí figura es siempre real, pero para que y 
también lo sea deberá ser 

x 2 + c 2 < y4c 2 x 2 + k ¿ o sea (x 2 —c 2 ) 2 < k\ 

lo cual obliga a que sea simultáneamente k 2 > x 2 — c 2 . 
k 2 > c 2 — x j , 

o sea c 2 — k 2 < x 2 < c- + fc z . 

La segunda desigualdad nos dice que la curva está com¬ 
prendida entre las paralelas x = ± y c ¿ + k 2 . La primera des¬ 
igualdad no dice nada, puesto que se cumple siempre, si c 2 < k 2 ; 
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pero si c- > k- ella nos dice que la cur va es ext erior a la fran¬ 
ja limitada por las paralelas x = ± \/ c- — k-. En este caso, 
la curva consta de dos partes separadas, estando la correspon¬ 
diente a valores pos itivos d e a; comprendida en la franja 
v / c j_ 0 < a: < \/c--\-k-. En el primer caso, en cambio, 

la curva consta de un solo arco continuo. 



Fi<r 7R F'e. “6- 


Veamos un ejemplo de cada caso. 

a) Sea la cuártica 

(x a + !/’ + l) 3 — 4a; 2 = Ib 

° SCa (x a +. i/ 2 ) 3 + 2(y 2 — * 2 ) — 15 = 0. 

Corresponde al caso general para c = 1 , k = 2. Despejando y 2 resulta 

y 3 — — x 3 ■— 1 ± 2 Va; 3 + 4 . 

Para que y sea real .hay que tomar el signo + del radical; además 
y se anula para a;= ± V 5, que serán los puntos en que la curva corta 
al eje x. Análogamente los puntos en que corta al eje y son y - ± V 3. 
La curva tiene la forma de un óvalo (óvalo de Cassini) (fig. 75). 


b) 

o sea 


Sea la cuártica 

(X a -f y 2 + 4) 2 — 16a; 2 = 1 

(** + y’)* + 8 (y a — x 1 ) + 15 = ó 


la cual corresponde al caso c = 2, fc=l. La construcción por puntos es 

fácil escribiéndola en la forma __ 

y* = — (s a + 4) ± V 16x 3 + 1 


de donde se deduce que y es sólo real para valores de x* tales que 
(163 a + 1) > (4 + X *Y 0 sea (* a — 4) 2 < Ir o bien 3 < x < o. 

La curva consta por tanto de dos óvalos separados. 


Es importante el caso c = k, en el cual la curva se reduce 
a la forma 
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[8] (x- + y 2 ) 2 = 2c 2 (x- — y^ 

y se llama lemniscata. 

El estudio de la misma se hace fácilmente pasando a co¬ 
ordenadas polares, o sea poniendo x = o eos cp , y = q sen cp, 
con lo cual resulta 

q 2 = 2c 2 (eos 2 tp — sen 2 cp) = 2c 2 cos2cp. 

Puesto que q vale lo mismo para cp que para cp -f- Jt, resulta 
que la curva es simétrica respecto del origen (como ya vimos 
que ocurre con todas las curvas de Cassini). Además q sólo 
es real para valores de cp comprendidos en el intervalo 
— jt/4 < cp < jt/4, es decir, las bisectrices y = ± x de los 
ejes coordenados separan la región en la cual existe curva, 
de aquella en que no la hay; son las tangentes en el origen. 
El máximo de p corresponde a eos 2 cp == 1, o sea cp = 0 y 
para los valores extremos cp==fcjt/4 es p = 0. En el inter¬ 
valo — jt/4 < cp < 0, p es creciente, mientras que en el in¬ 
tervalo 0 < p < jt/4 es decreciente. Bastan estas considera¬ 
ciones para deducir que la forma de la figura es la indicada 
en la fig. 76. 

Ejercicios 

1. Hallar la ecuación de la lemniscata que resulta al girar la de la 
fig. 76 en 90° alrededor del origen. 

2. A partir de la ecuación [8] probar que todas las rectas que pa¬ 
san por el origen tienen en el mismo dos puntos confundidos de intersec¬ 
ción con la lemniscata, excepto las rectas y = ± x que tienen cuatro pun¬ 
tos confundidos. Esto significa que el origen es un “punto doble” y que 
las rectas y = ± x son las tangentes en el mismo. 

§ 24. Curvas planas en general 

1. Curvas en forma explícita. — Recordemos brevemente 
el concepto de función. Si para cada valor de una variable x 
(variable independiente) está determinado uno o varios valo¬ 
res de otra variable y (variable dependiente), se dice que esta 
última es función de la primera y se representa, en general, 

[1] y = f (x) . 

Si a cada valor de a corresponde un solo valor de y, la 
función se llama uniforme. En caso contrario se llama mul¬ 
tiforme. 

Por ejemplo, la condición 

y — sen x 

define a y como función uniforme de x, puesto que para cada 
valor de x corresponde un valor bien determinado de y. 

En cambio, la condición 

y = are sen x 
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define a y como función multiforme de x, puesto que para 
cada valor de x hay varios, en este caso infinitos, valores 
de y (todos los arcos cuyo seno es .r). Por ejemplo, a x = 1, 
corresponden todos los valores y = Jt/2, jt/2 — 2jc, jt/ 2 + 4rc,... 

Supongamos en el plano unos ejes de coordenadas cartesia¬ 
nas ortogonales x, y y representemos para cada valor de x el 
punto cuyas coordenadas son x, y = f (:c). Al variar x, el con¬ 
junto de puntos correspondientes es lo que se llama la curva 
representativa de la función y = f(x). 

Se dice también que la curva está dada por la ecuación 
explícita y = f(x). 

Ejemplos : 1. La ecuación y = 3x — 2 es la ecuación de una recta. 

2. La ecuación y = ± V a- — x* es la ecuación explícita de una cir¬ 
cunferencia de centro el origen y radio a. 

3. La ecuación y = l/x es la ecuación explícita de una hipérbola 
equilátera. 

4. La ecuación y — ± V — x representa una parábola. 

2. Curvas en forma implícita. — La relación [1] puede 
escribirse en la forma 

[2] y — f(x> = u 

que nos dice que los pares de valores correspondientes de la 
variable x y de la función y pueden caracterizarse también 
por el hecho de anular a una cierta expresión formada con las 
mismas. 

Si, en general, F (x,y) representa una expresión que liga 
a las variables x, y, la condición 

[3] F (x,y) = 0 

define también a y como función de x si se hace correspon¬ 
der a cada valor cíe x el valor o los valores de y que junto 
con dicho valor de x satisfacen a [3]. Se dice entonces que 
la función está dada en forma implícita. La representación 
gráfica de la función se obtendrá señalando en el plano el 
conjunto de puntos cuyas coordenadas cartesianas satisfacen 
a la ecuación [3]. 

Es decir, a cada valor particular x = x 0 le corresponden 
los valores de y que satisfacen a la ecuación F(x 0 ,y) = 0. 
En este caso se dice que la curva está dada por su ecuación 
implícita F {x,y) = 0. 

El caso [2] se puede escribir inmediatamente en la for¬ 
ma [1], o sea se puede despejar y, pasando de la forma im¬ 
plícita a la forma explícita. Pero hay otros casos en que la 
forma de F (x,y) no permite o hace muy difícil pasar de la 
forma [3] a la [1]. 
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Ejemplos: 1. La ecuación 3ar + y "—1 = 0 es la ecuación implícita 
de una elipse. La forma explícita de la misma es 

y = ± VI — 3ar . 

2. La ecuación x z — x-if + y~ = 0 es la ecuación en forma implícita 
de una curva, constituida por todos los puntos cuyas coordenadas x. y 
satisfacen a la ecuación. En este caso ya no es posible escribir la ecua¬ 
ción en forma explícita, puesto que para despejar y habría que resolver 
una ecuación de grado 7. 

3. La ecuación y sen x + x sen 3 y = 0 es la ecuación implícita de 
una curva cuya forma explícita tampoco es fácil de obtener. 

3. Curvas en forma paramétrica. — Supongamos ahora que 
x, y sean ambas funciones de un parámetro í, o sea 

[4] x = f(í) , y = g(t). 

Para cada valor de t se tendrá un par de valores x, y que 
pueden considerarse como coordenadas de un punto P del pla¬ 
no. Al variar t, el punto P variará también. El conjunto 
de puntos P cuyas coordenadas están dadas por las funcio¬ 
nes [4] al variar t, se dice que forman una curva dada por 
las ecuaciones paramétricas [4]. 

Si las ecuaciones paramétricas permiten eliminar el pará¬ 
metro, se puede pasar de ellas a la ecuación de la curva en 
forma implícita. Por ejemplo, la curva 

x — 3í — 1 , y = t 2 

puede escribirse en forma implícita, despejando t de la prime¬ 
ra ecuación, r=(íc + l)/3, y sustituyendo en la segunda, lo 
cual da, después de pasar todos los términos al primer miem¬ 
bro 

9 y — (z+1) 2 = 0. 

Sin embargo, para el estudio de una curva dada por sus 
ecuaciones paramétricas, no siempre es conveniente pasar a 
la forma implícita por eliminación del parámetro, sino que mu¬ 
chas veces es preferible hacer el estudio directamente, man¬ 
teniendo las ecuaciones en forma paramétrica. 

Ejemplos: 1. Las ecuaciones 

x = a eos t , y — b sen t 

son las ecuaciones paramétricas de una elipse. De ellas se deduce, efec¬ 
tivamente, (x/a)~ + (y lb) s = 1. 

2. Las ecuaciones 

[5] x = at eos t , y = at sen t 

representan una espiral (espiral de Arquímedes ). Si se quiere eliminar 
t para hallar su ecuación implícita, basta observar que de [5] se deduce 

x- + V 2 = a 2 * 2 > y/x = tg¿ 

de donde 

X' + y 2 = a 2 are 2 tg(ylx ). 

3. Las ecuaciones x — t, y ■= 1/t son las ecuaciones paramétricas de 
la hipérbola equilátera xy=l. 




198 CURVAS PLANAS § 24 -4 

4. Estudio de las curvas. — Para dibujar una curva dada 
por su ecuación explícita o implícita o bien por sus ecuaciones 
paramétricas, se puede proceder mediante la determinación de 
muchos de sus puntos, uniéndolos luego por un trazo continuo. 
Sin embargo, de esta manera nunca se sabe el número de pun¬ 
tos necesarios para tener la marcha exacta de la curva, puesto 
que en intervalos pequeños a veces la curva puede presentar 
irregularidades imprevistas. 

Sea por ejemplo la curva 

[6] y = — x -4- 8a* 

y consideremos los pares de valores correspondientes 


X — — 

2 , 

y = — 

62 

H?» 

II 

y = \ 

X = — 

1 , 

y = — 

7 

z = i , 

y = 7 

1 O 

1! II 

i . 

> 

II 1! 

V 

2 = 2, 

y = 62 

• • 


Señalando estos puntos en el plano, parecería que la curva 
está bien caracterizada, presentando una forma continua as¬ 
cendente. Con los puntos anteriores nada haría sospechar la 

ondulación que presenta en el 
entorno del origen (fig. 77). 

De aquí que sea muy conve¬ 
niente disponer de ciertos cri¬ 
terios para conocer la marcha 
general de la curva y poderla 
trazar con un mínimo de pun¬ 
tos calculados directamente. Es¬ 
tos criterios se basan en los si¬ 
guientes resultados del cálculo 
infinitesimal elemental \ 

a) Tangentes. La posición 
de la tangente en un punto da 
idea de cómo la curva pasa por 
el mismo. 

Hasta ahora, en los casos estudiados de curvas algebraicas 
elementales (circunferencias, cónicas, cúbicas y algunas cuár- 
ticas) hemos mantenido una definición de tangente puramente 
algebraica. La tangente en un punto P(.r 0 , l/o) ha sido siempre 
la recta que tenía en este punto por lo menos dos puntos de 
intersección confundidos con la curva. Para hallarla conside¬ 
rábamos la ecuación general de todas las rectas que pasan por 
P, o sea y — y 0 = \(x — x 0 ) y buscábamos el valor del coefi- 

i Ver. por ejemplo. Rey Pastor. Pí Calleja, Trejo : Análisis Matemátirc. Tomo 1. 
Cap. VIII, § 33. 
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cíente l necesario para que la ecuación en x que resultaba al 
sustituir en la ecuación de la curva el valor y = j/o + U.X — 2 0 ) > 
tuviera x = x 0 como raíz doble por lo menos. 

Para esta definición no hace falta considerar a la tangen¬ 
te como límite de secantes que pasan por P, es decir, no hace 
falta el concepto de límite, que suele considerarse ajeno al ál¬ 
gebra. Sin embargo, para estudiar curvas no algebraicas es 
necesario disponer de la definición de tangente como límite de 
secantes, tal como se hace en cálculo infinitesimal. La tangen¬ 
te aparece entonces como la recta que pasa por P cuyo coe¬ 
ficiente angular es la derivada y' = dy/dx tomada en el punto 
P(x 0 , y 0 ). Conocido este coeficiente angular, que indicaremos 
por y ’o o por ( dy/dx ) 0 , la ecuación de la tangente en P es 

[7] y — y o = y'o(x — x 0 ). 

Para hallar y’, se tiene 

a) Si la curva está dada por su ecuación explícita y - 
= f(a) es 

[8] y = -H- = í'W. 

b) Si la curva está dada por su ecuación implícita 
F (x,y)= 0, derivando esta ecuación respecto de x e indicando 
con F,, F y las derivadas parciales respectivas, es 

F x + F v y' = 0 


de donde 



c) Si la curva está dada por sus ecuaciones paramétricas 
x = f (t), y = g(t), es 

, dy g'(t) 

[10] y = -ar - i W 

Ejemplos : 1. Hallar la tangente a la curva y = e m — x en el punto 
P(0, 1). Es y' = e x —1, y para x = 0 resulta y o = 0, y según [7] la 

tangente será y —1 = 0. 

2. Consideremos la tangente en el origen a la curva [6]. Es 
y - — — i + 24a: 2 y por tanto y\ = — 1. Luego la tangente buscada es 
y = — x. El conocimiento de esta tangente ya es suficiente para sospe¬ 
char la ondulación de la curva en el origen (fig. 77). 

3. Hallar la tangente a la curva x* — 2x]f + y* = 0, en el punto 
P(l, 1 ). En este caso para hallar y' hay que aplicar [9]. Es L- 
— 3 a; s —2 m 5 , F„ = — 10xy*-f 4y*, y en el punto (1, 1) estas derivadas par¬ 
ciales valen F, = l, F* = — 6. Por tanto es y' o = 1/6 y la tangente bus¬ 
cada es y— l = (l/6)(x — 1). 

4. Hallar la tangente a la espiral de Arquímedes en el punto 
t = n¡2. En este caso, según [10] es 
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sen t 4 t eos t 

y' —-■ 

eos t — t sen t 

y para t = .i/ 2, y'o = —(2/.t). La tangente buscada será la recta 

y — a.i/2 = — (2/.i)x. 

5. Tangente a la curva y = loga* en el punto P(l. 0). Es y'= l/.r, 
2/= 1 y la tangente será será y = x —1. 

6. Hallar la tangente a la parábola ?/" — 4x = 0 en el punto 
P(4, 41. Es F* =—4, F y = 2?/, y según [10], y'= 21 y; en el punto P 
será y\=l/2 y la ecuación de la tangente buscada resulta y — 4 = 
= (l/2)(x— 4), o sea 2 y — x — 4 = 0. 

b) Normal. Se llama normal a una curva en un punto, a 
la recta perpendicular a la tangente en el mismo. Si i/„ es el 
coeficiente angular de la tangente, el de la normal será — 1/y'o 
y su ecuación resulta 

(y — y o) y'o -I- (x — «„) = o 

donde y'o toma una de las formas [8], [9], [10], según la 
forma como venga dada la curva. 

Ejemplos: 1. La normal a la sinusoide y = senx en el punto 
*=«/6, 2/ = 1/2, siendo y\ = eos n/C< = V 3/2, será 

VH (y — 1/2) + 2(x — a/6) = 0. 

2. La normal a la curva j/ = logx en el nunto (1, 0) es 

y + x — 1 = 0. 

3. La normal en el origen a la parábola y = x" — 2x es 

2 y — x = 0. 


c) Puntos de inflexión. Son aquellos en que la tangente 
tiene más de dos puntos comunes con la curva confundidos en 
el punto de contacto. Se caracterizan por ser en ellos la deri¬ 
vada segunda nula, o sea y" 0 = 0. 

Si es y "o = 0, y'"o ^ 0, la curva atraviesa a la tangente en 
el punto de contacto y es el caso más propiamente llamado 
punto de inflexión. Si 

[ 11 ] y " o = 0 , y"’ o = 0 , 2 /<« 0 = 0 , ... , ?= 0 , y<"' 9 ^ 0 

la curva atraviesa o no a la tangente según que ni sea impar 
o par. 

La demostración de esta propiedad es fácil si se recuerda 
el desarrollo de Taylor de una función y = í(x). En efecto, 
en un entorno del punto y 0 — f(x 0 ) será 

y = f (x 0 -i-(z — x <>)) = yo + - (A ~ t) ' y'o + 



(X — Zo ) 2 


y" o + • • • + 


(x — Xoj 


(m) 


m I 



La diferencia entre la ordenada y = f(x) de la curva y la 


§ 24 -4 


CURVAS PLANAS EN GENERAL 


201 


y y» + y’o (X — £,>) de la tangente en el punto P(x 0 , y 0 ) vale 



y si se cumplen las condiciones [11] será 



(x — Xo) 
mi 




que en un entorno Xt, ± h suficientemente pequeño de x 0 , para 
que los términos sucesivos del desarrollo no influyan, cambia¬ 
ra o no de signo al pasar de x = x 0 — h a x = x„ + h según 
que m sea impar o par. 

En el caso de ser m par, si y 0 ,m) > 0, es A > 0 y por tanto 
en un entorno del punto (x 0 ,y 0 ) la curva está por encima de 
la tangente; en cambio si ?y 0 < ” , > < 0, es A < 0 y la curva queda 
por debajo de la tangente. De aquí se deduce que si además de 
las condiciones [11] es también y' 0 = 0, el punto es un mínimo 
en el primer caso y un máximo en el segundo. 


d) Ramas crecientes y decrecientes. Máximos y mínimos. 
bi en un punto P el valor de la ordenada y crece al mismo 
tiempo que la abscisa x, la curva se dice que es creciente en P. 
En tal caso el coeficiente angular de la tangente no podrá ser 
negativo y por tanto será y'o > 0. Análogamente, si la curva 
es decreciente en P, será y' 0 < 0. 

Si y'o = 0, según lo dicho en c) el punto P será un máximo 
si y ''o < 0 y un mínimo si y\ > 0. Si y" 0 = 0 hay que seguir 
la derivación hasta la primera derivada y 0 {m) ^ 6. Entonces, 
si m es par el punto P es un mínimo o un máximo, según que 
sea y 0 lm) > 0, o bien y 0 0n) < 0. En resumen: 

Si en un yunto P el valor de la derivada y' 0 es positivo, la 
curva es creciente; si es negativo, es decreciente; si es nulo, 
la curva presenta un máximo o un mínimo si la primera de¬ 
rivada no nula es de orden par (un mínimo si es positiva y 
un máximo si es negativa) y una inflexión con tangente hori¬ 
zontal si es de orden impar. 


Ejemplos: 1. Sea la curva y = x* — 6x\ Sus posibles máximos o 
mínimos se obtendrán resolviendo la ecuación y’ = 3x= — 12x = 0, cuyas 
raíces son x = 0, x = 4, a las cuales corresponden los puntos P.(0,b), 
1 M4, —32). Para ver su naturaleza, hallemos j/"„ = 6x— 12, que para 
P, \ ale y . = —12 <0, y para P 2 vale y", = 12 > 0. Luego P, es un 
máximo y P; un mínimo. El único punto de inflexión resulta de y" = 

— .ZTn =0, °. sea es el punt0 x=2 ’ y = — 16 - Además, para x>4 
e . s . y . > 0 sea la cu r v a es siempre creciente. Bastan estos datos para 

dibujar la curva. 1 

2. Sea la curva y = (x — l) s (x — 2) a . Es 

»’ = (* — 1) (x — 2) a (5x — 7) 
y" = 2(x — 2) (10x z — 28x+ 19). 

Los puntos para los cuales es y’= 0 son P,(1,0), P s (2,0). 
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Pg(7/5, —108/5*). Para P, es y" < 0, luego es un máximo. Para P. 
es y" = 0; sin necesidad de hallar y'" se ve que P 2 es un punto de in¬ 
flexión, en que la curva atraviesa a la tangente, pues para x < 2 es 
y < 0 y para x > 2 es y > 0. Para P a es y" > 0, luego es un mínimo. 
Los puntos de inflexión corresponden a ce = 0, x = 2, x = 2,8. Obser¬ 
vando que para — ce < x < 1 y para x > 7/5 es y' > 0, o sea la curva 
es creciente, el trazado de la misma se puede hacer sin dificultad con solo 
hallar algún otro punto de referencia por cálculo directo (fig. 78). 

3. Sea la curva 

[12] x = asen t , y — a(logtgf/2 -f cosí). 

Para que y sea real, debe ser tg(t/2)> 0 y por tanto sólo se ob¬ 
tienen puntos distintos de la curva para valores de t del intervalo 
0 < t < n. Además los valores t y a — t dan el mismo valor de x y 
el mismo valor, cambiado de signo, de y; o sea, la curva es simétrica 
respecto del eje a 1 . Bastará estudiar la parte y > 0 que corresponde al 



Fig. 78. Fie. 79. 


intervalo Jt/2 .<«<«. Según [10] es y' = cotí y por tanto la curva es 
siempre decreciente en dicho intervalo. A t = « corresponde el punto del 
infinito del eje y y a t = r r/2 el punto x = a, y = 0; en este punto es 
y' = 0 y por tanto la curva es tangente al eje x. Para x > a no hay 
curva. La forma de la misma es la de la fig. 79. 

Se observa que la tangente en un punto P es y — y a = cotto(x — *<>)» 
la cual corta al eje y en el punto Q de ordenada y = y» — XoCotU=. 

— y, — a costo. La distancia PQ resulta por tanto dada por PQ' = 

— (y _ Vo )= + x 3 - a-cos"to + a 2 sen s f 0 = a 3 . Es decir, la longitud PQ 
de la tangente es constante. Esta propiedad notable es característica ae 
la curva [12], por lo cual se conoce bajo el nombre de tractriz, por ser 
la trayectoria que describiría un punto, inicialmente en M, atado con una 
cuerda de longitud a a un móvil que recorriese el eje y a partir de 0. 
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5. Ramas infinitas. Asíntotas. — Def. 1. Cuando una ra¬ 
ma de curva tiene puntos que se alejan infinitamente del ori¬ 
gen de coordenadas, se dice que es una rama infinita. Sea M 
un punto de una rama infinita y consideremos la recta OM 
que lo une con el origen. Hagamos que M se aleje infinita¬ 
mente describiendo la curva; si la recta OM tiende a una po¬ 
sición límite OMon , se dice que ésta es una dirección asintó¬ 
tica. No siempre las ramas infinitas admiten direcciones asin- 
tóticas; por ejemplo, una espiral o = acp es una rama infinita 
para cp cc y carece de dirección asintótica. 

Def. 2. Se dice que una rama infinita tiene como asíntota 
a. una recta r, si la distancia de M a r tiende a cero cuando 
M se aleja infinitamente. No todas las ramas asintóticas ad¬ 
miten asíntota. Por ejemplo, la parábola y- = x y la sinusoide 
y = sen x, tienen por dirección asintótica el eje x, sin que exis¬ 
ta asíntota. Las ramas infinitas que admiten dirección asintó¬ 
tica pero no asíntota, se llaman ramas parabólicas. 

Si la asíntota r no es paralela al eje y, decir que la dis¬ 
tancia a ella del punto M tiende a cero, equivale a decir que la 
diferencia entre las ordenadas de M y la correspondiente a la 
misma abscisa de r tiende a cero. En efecto, si D es esta 
diferencia de ordenadas, d la distancia y a el ángulo que for¬ 
ma r con el eje y, es d = D sen « y siendo a 0, d y D tien¬ 
den a cero simultáneamente. 

Para el estudio y construcción de una curva es muy conve¬ 
niente saber determinar las direcciones asintóticas y ias asín¬ 
totas, si existen. Cuando el punto M de la rama infinita se 
aleja infinitamente, una o las dos de sus coordenadas deben 
hacerse infinito. Distinguiremos estos dos casos. 

a) Una sola de las coordenadas se hace infinito. Suponga¬ 
mos por ejemplo que y se hace infinito para x = x 0 , entonces 
la recta x = es una asíntota. En efecto, la distancia de un 
punto M( x, y) de la curva a la recta x — x 0 es \x — x 0 |, la 
cual tiende a cero cuando y —» co. 

Por tanto, para hallar las asíntotas paralelas al eje y bas¬ 
tará hallar los valores de x para los cuales y se hace infinito 
(positiva o negativamente). Análogamente, las asíntotas para¬ 
lelas al eje x se hallarán buscando los valores de y para los 
cuales x se hace infinito. 

Ejemplos:!. La curva y = tgx tiene por asíntotas las rectas x = 
= n/2±kn (k = número entero), puesto que para estos puntos es 
y= 00 . 

2. La curva y = iog x tiene por asíntota el eje y, pues para x = 0, 
es y = — zc. En cambio para ningún valor finito de y se hace x infi¬ 
nito, o sea, no hay asíntota paralela al eje x. 

3. La curva y (x — 2) -f a: 2 (y — 3) = 0 tiene las asíntotas *=1. 
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x — _2 paralelas al eje y y la y = 3 paralela al eje como se ve 

despejando y ó x respectivamente (fig. 80). 

4. La curva x = (l + t)/t, y=tV(l-t) tiene la asíntota y = 0 
paralela al eje * y la i = 2 paralela al eje y (puesto que para t = O 
es x=tt, y = 0, y para t = 1 es y =‘X, x = 2). 

b) Las dos coorde¬ 
nadas se hacen infini¬ 
tas. Primero hay que 
hallar las direcciones 
asintóticas. El coefi¬ 
ciente angular de la 
recta que une el punto 
M(íc, y) de la curva con 
el origen O es y/x-, por 
tanto habrá que hallar 
lim y/x para x-* co o 
para y-> oo, que equi¬ 
vale a lim y/x cuando 
M se aleja infinitamen¬ 
te. Si este límite existe 
y es por ejemplo igual 
a ni, la recta y = mx es 
Fiir. so una dirección asintóti- 

ca; si el límite no existe 

se trata de una rama sin dirección asintótica. 

Para hallar la asíntota, si existe, correspondiente a la di¬ 
rección anterior se observa que ella deberá ser de la forma 
y = mx + h y la cuestión está en determinar h. Para ello ob¬ 
servemos que la diferencia de ordenadas entre el punto M (.r, y) 
de la curva y el correspondiente a la misma abscisa de la rec¬ 
ta anterior vale y — mx — h {x, y coordenadas de M), y si la 
recta es una asíntota no paralela al eje y, esta diferencia debe 
tender a cero cuando M se aleja infinitamente, o sea, debe sei 

[13] lim \y — mx — h\ = 0 

donde, bien entendido, x, y son coordenadas de un punto M de 
la curva. Esta condición [13] sirve para determinar h. La 
asíntota es entonces la recta y — mx + h. Si de [13] se de¬ 
duce h = oo, se trata de una rama parabólica. 

Ejemplos: 1. Hallar las asíntotas de la curva 4x s — y : — x = 0 
Para hallar lim y/x escribamos la ecuación de la curva en la forma 
4 — (y/xy — (l/a-) = 0. Llamando lim y/x = vi, para x-^ ce, resulta 
4 — m* = 0, de donde m= ± 2. Por tanto, las direcciones asintóticas 
son y = ± 2x. Para hallar las asíntotas pongamos y = ± 2x + h en la 
ecuación de la curva; queda + 4 hx — h 3 — .r rr 0 y como hay que hacer 
x —» oc, conviene escribir esta ecuación en la forma (-r- 4h — 1) — (n Ix) — 
= 0 que para * eo nos da h = =¡= 1/4. Por tanto las asíntotas son 
y = 2x — 1/4, y =—2a;-!-l/4. 
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2. Hallar las asíntotas de la curva 

x = tl(l-t) , y = t 2 /(l — t). 

Los puntos del infinito corresponden a los valores t = 1. t ■=. ce. 
Para el segundo es x =— 1, 7/ = °°; por tanto x =z — 1 es una asíntota. 
Para el primero es y!x = tz=. 1; luego y = x es una dirección asintó¬ 
tica. La asíntota se obtendrá escribiendo que debe ser lim {y — x — h) = 
= 0 para t = 1; como y — x = — t , resulta h — — 1. Luego la segunda 
asíntota es y = x — 1. 

3. Sea la curva y =z x + e * sen x + 1. Para x — > oo es lim y/x =1. 
Por tanto la dirección asintótica única es y = x. Para hallar la asíntota 
se tiene y — x■—h = e'*senx+l — h, y escribiendo [13] resulta h = 1. 
Luego la asíntota es y = x + 1. 

4. Sea la curva y = loga:. Por ser, para s->oo, lim y!x = Q } re¬ 
sulta que y = 0 es una dirección asintótica. Para ver si hay asíntota, 
según [13] hay que hallar h de manera que sea, para x —» os, 
lim (y — h) = lim (loga; — h) = 0, lo cual obliga que h=cc. Se trata, 
por tanto, de una rama parabólica. 


Observaciones; 1. Decir que OM/ es una dirección asintótica equi¬ 
vale a decir que el punto impropio Meo pertenece a la curva. Entonces 
la recta MM/ , o sea, la paralela por el punto M a la dirección asin¬ 
tótica, es una secante de la curva. Cuando M —> Mjd esta secante tiende 
a la asíntota r (supuesto que existe). Por tanto, según la definición de 
tangente como límite de una secante cuyos puntos de intersección con la 
curva tienden a coincidir, resulta que las asíntotas admiten también la 
siguiente definición: las asíntotas son las tangentes a la curva en los 
puntos del infinito de la misma , cuando éstas existen y son rectas propias. 

Esta definición es más cómoda que la anterior sobre todo para las 
curvas algebraicas. 


2. A partir de la propiedad anterior, podría creerse que la asíntota 
r puede también definirse como límite de la tangente en el punto M 
cuando este punto se aleja infinitamente (siempre recorriendo la curva). 
Sin embargo esta definición sería más restringida que !a adoptada. Por 
ejemplo, la curva 

son x 9 



según la definición adoptada tiene por asíntota y = x. En cambio la tan¬ 
gente en el punto M (x t y) tiene por coeficiente angular y' = 1 + 2 eos x' — 
-(sen r)/x' que para x —» x (o sea M M s ) no tiene límite, por os¬ 
cilar siempre cosa* entre +1 y —1. 


Ejercicios 

1 . La asíntota de la curva y = x + e~ m es y = x. 

2. La curva y = ex l l* tiene las asíntotas x = 0, y = x + 1. 

3. La curva ?/= x-f(l/a;)sena; + 1 tiene la asíntota y=.x-\- 1. 

4. Las asíntotas de la curva y = 1/logx son x = 1, y = 0. 

5. La asíntota de la curva 

70?. 3 at 2 

x - i -i- r y ~ i + f 


es la recta y + x + a — 0. 


206 


CURVAS PLANAS 


§ 24 -6 


6. Curvas en coordenadas polares. — El estudio de una 
curva dada por su ecuación en coordenadas polares 

[14] q = Q (cp) o bien F(o, cp) = 0 

puede hacerse observando que la misma equivale a las ecuacio¬ 
nes paramétricas 

x = q (cp) eos (p , y = e(cp)sencp. 

Por ejemplo, el coeficiente angular de la tangente en un 
punto q, cp, o sea, la tangente trigonométrica del ángulo 0 que 
forma la tangente con el eje x, según (§ 24-[8]) valdrá 

dy _ q' sen cp -f o eos cp _ o' tg cp q 
^ 15 -* v = ~dx q' eos cp — psencp q' — Q tg cp 

donde p' indica la derivada de o respecto de cp. De aquí se 

deduce que el ángulo 
V que forma la tan¬ 
gente a la curva con 
el radio vector (fig. 
81) está dado por 

VA tgV = tg (0 — cp) = 

_ tg 0 — tg cp 
1 + tg 0 tg cp 

Sustituyendo en 
esta expresión el va¬ 
lor [15] de tg 0 re- 
q sulta 

[16] tg V = 


fíb. sv Esta fórmula es 

muy útil para cono¬ 
cer la marcha de la curva en el entorno de un punto. 

La determinación de las direcciones asintóticas de una cur¬ 
va dada por una de las ecuaciones [14], se hace buscando los 
valores de cp para los cuales o se hace infinito. Una vez de¬ 
terminadas las direcciones asintóticas, las asíntotas se deter¬ 
minan por su distancia h al origen O. Supongamos, por ejem¬ 
plo, que cp = cp 0 sea una dirección asintótica. La distancia de 
un punto q (cp) de la curva a la recta paralela a la dirección 
cp 0 , a una distancia h del origen, vale | p(cp)sen(cp 0 — cp )—h |, 
y si esta distancia debe tender a cero cuando cp -»cp 0 , resulta 
que h estará determinado por h = lim(p(cp)sen(cp — cp 0 )) pa¬ 
ra cp-»cp 0 . Si este límite resulta infinito, la rama es para¬ 
bólica. 


Ejemplos: 1. La curva o = l/(,-t/4 — <p) tiene <p==a/4 por direc¬ 
ción asintótica. La asíntota es la paralela a esta dirección a distancia 1 
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del origen, puesto que el lim (sen(a/4 — <p)/(jr/4— (p) para cp—»;t/4 
vale 1. 

2. La curva o 2 cos 3 2tp = 4 tiene q>=x/4, 3rt/4 por direcciones asintó¬ 
ticas. Las ramas correspondientes son ramas parabólicas, pues para 
<P —> a/4 es lim (sen(jt/4 — (p)/cos 3 / s 2cp)= =c. 

3. La curva q = l/tgq> tiene cp = 0, cp = x por direcciones asintóti¬ 
cas. I.as dos asíntotas distan del origen h = 1 y están situadas a un 
lado y al otro del eje polar. 


§ 25. Lugares geométricos. Curvas clásicas 

1. Lugares geométricos. — Def. 1. Un conjunto de pun¬ 
tos del plano se dice que es un lugar geométrico respecto de 
una cierta propiedad A cuando se cumplen las dos condiciones 
siguientes: a) Todo punto que posea la propiedad A pertenece 
al lugar; b) Todo punto del lugar posee la propiedad A. 

Por ejemplo, el lugar geométrico de los puntos del plano 
que equidistan de otros dos fijos P, Q, es la recta perpendicu¬ 
lar en el punto medio dei segmento PQ. Aquí la propiedad 
A es la de “equidistar de P y Q”. 

La mayoría de las curvas clásicas fueron introducidas o 
caracterizadas como lugares geométricos respecto de cierta 
propiedad. Ya hemos visto el ejemplo de las cónicas y de otras 
curvas más complicadas, como las curvas de Cassini (§ 24-7), 
y en este apartado vamos a considerar algunas otras. 

Un lugar geométrico no necesita, sin embargo, ser una cur¬ 
va; puede ser un área o reducirse a un número finito de pun¬ 
tos. Por ejemplo, el lugar geométrico de los puntos cuya suma 
y cuya diferencia de distancias a otros dos puntos fijos son 
iguales a segmentos dados, está formado por los cuatro pun¬ 
tos de intersección de una elipse y una hipérbola que tienen 
dichos puntos como focos. El lugar geométrico de los puntos 
que distan más de una recta dada que de un punto exterior a 
ella, está formado por todos los puntos interiores a una pará¬ 
bola. 

Los métodos de la geometría analítica son los más indica¬ 
dos para estudiar lugares geométricos. El método consiste sim¬ 
plemente en llamar x, y a las coordenadas de un punto del lu¬ 
gar y escribir las condiciones que expresan que efectivamente 
dicho punto pertenece al mismo. Estas condiciones serán cier¬ 
tas ecuaciones (o inecuaciones) que ligarán x, y con los datos 
del problema; ellas serán las ecuaciones del lugar geométrico 
buscado. A veces, las variables x, y aparecen ligadas junto con 
otros parámetros, que no son dados, y que habrá que eliminar 
para obtener la ecuación final. Para que los cálculos resulten 
lo más simples posibles, conviene siempre elegir el sistema de 
•oordenadas más apropiado. 
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Ejemplos • 1. Eiígar geométrico de los puntos cuya razón de distan¬ 
cias a otros dos fijos A, B es igual a una constante dada r. 

Elijamos la recta AB como eje x y el punto medio del segmento AB 
como origen de coordenadas. Con esto las cordenadas de A y B serán 
de la forma A(a.O), B(-a,0). Sea P (x,y) un punto del lugar. La 

condición dei problema se escribe 

(x — a)" -l v* _ 

(x + ay + y- 

que será la ecuación del lugar buscado. Ella puede escribirse 

(1 _,-) (x a + y 3 + cr) — 2a (1 + r)x = 0 . 

Si r = 1, queda x = 0, o sea el lugar geométrico es el eje y. Si 
r=/=l y el lugar es una circunferencia cuyo centro está sobre el eje x. 

2. Lugar geométrico de los centros de las circunferencias tangentes 

a otra dada y a una recta fija. . , . . „ 

Tomemos por eje y la recta dada y por eje x la normal ti azada a 

la misma por el centro de la circunferencia dada; sea C(a, 0) este cen¬ 
tro y r el radio. Si P (x,y) es un punto del lugar, las condiciones del 
enunciado equivalen a que la distancia de P a la recta (que es a:) sea 
igual a la distancia de P a C menos r, o sea 

x = V (x — a) 1 + y J — r 

o bien , . . . 

V a — 2 (a + r)x + o* — r’ = 0. 

Ésta es la ecuación del lugar geométrico buscado que resulta, por 
tanto, una parábola. Buscar, como ejercicio, el foco y el vértice de esta 

parábola. 

3 . Lugar geométrico de los puntos medios de las cuerdas de una cir¬ 
cunferencia trazadas por uno de sus puntos. 

Tomemos este punto como centro de coordenadas y el diámetro que 
pasa por él como eje x. La ecuación de la circunferencia dada sera de 

la forma . „ . . 

x a + y — 2 rx = 0 

siendo (r, 0 ) el centro y r el radio. 

Una cuerda será y = Xx, que cortará a la circunferencia en el punto 
x = 2r/(l + X 8 ), y = 2r\/(l + \ a ). El punto medio de la cuerda sera. 

por tanto, 

r rX 

x = i + y ’ y ~ i + >•* ' 

Estas son las ecuaciones paramétricas del lugar buscado. Si se quiere 
la ecuación implícita hay que eliminar para lo cual basta sustituir en 
cualquiera de las ecuaciones anteriores ). = ylx. Queda con ello la ecua¬ 
ción x u 4- w 5 — rx = 0, o sea, el lugar buscado es una circunferencia de 
radio rl 2 aue pasa por O y por el centro C de la circunferencia dada, 
que por otra parte, es fácil de deducir por consideraciones geométricas. 

2. Podarías. — Sea O un punto fijo del plano y C una 
curva dada. Para cada punto A de C consideremos la tangente 
a la curva y por O tracemos la normal a la misma. Sea F el 
pie de esta normal (fig. 82). Al variar la tangente el punto 
P describirá una curva que se llama la podaría de C respecte 
del punto O. Es decir: 

Def. 2. Se llama podaría de una curva C respecto de un 
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punto O al lugar geométrico de los pies de las normales traza¬ 
das por el punto O a las tangentes de C. 

Para hallar la 
ecuación de la poda¬ 
ría, conviene en ge¬ 
neral tomar el punto 
O como origen de 
coordenadas. Si la 
curva C está dada en 
la forma implícita 
F (.r, y) = 0, la tan¬ 
gente en el punto Xo, 

2/u es (§ 24-4, b) 

[1] (x — 3o) F*. -f 
(y — 2 /o)f«„ == o 

y la recta normal a ella por el origen O será 

[2] F* 0 y — Fu 0 x = 0. 

Las coordenadas del punto P son las soluciones del sistema 
[1], [2] donde x 0 , y n están ligadas por la ecuación de la curva 
F(.r 0 , Vo) = 0. Por tanto, si entre las ecuaciones [1], [2] y 
F(zo, 2 /u) = 0 se pueden eliminar x 0 , yo, se tendrá una cierta 
ecuación E(z, y)=0 que se satisfará para todos los pares de 
valores x, y, para los cuales existen ciertos x 0 , y 0 que cumplen 
[1]» [2] y F(£ 0 , 2/o) = 0. La ecuación E(x, y)=0 será por 
tanto la ecuación de la podaría. 

En los números siguientes vamos a ver ejemplos del mé¬ 
todo. 

3. Podaría de la parábola respecto del vértice. Cisoide. — 

La podaría de la parábola respecto de su vértice se llama 
cisoide. 

Sea la parábola 

[3] y 2 + 2 px = 0. 

La tangente en el punto .r 0 , z/o es 

p(x — x o) + y o (y — y o) = o 
o bien, siendo y 0 - + 2 px 0 = 0 , 

pLt + Xo) + VoV = 0 

y la normal a esta recta por el origen será 

y 0 x — py — 0. 

De ambas ecuaciones se deduce 

pv x- 4- v r 

Vo = —— , Xo = — - 

X x 
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y puesto que a* n , Vu es un punto de la parábola [3], escribiendo 
que se satisface y 0 2 + 2 px 0 = 0, resulta 

VII 2 — 2 x(x-4-y-) = 0 

que será la ecuación de la podaría buscada o cisoide 1 . 

Para estudiar la forma de esta curva, se observa que puede 
escribirse en la forma explícita 



que nos dice que la cisoide tiene las siguientes propiedades: 


a) Es simétrica respecto del eje x. 


b) Solamente es real en el intervalo 0 < x < y/2. 


c) Para x = y/2 es y = co ; por tanto la curva tiene por 
asíntota la recta x = y/2. 



I-';,'. 83. 


d) Es 

, 3p — 4x x- 

U ~ y(y — 2x)- 

y por tanto, para y > 
> 0 es siempre (en¬ 
tre 0 < x < y/2 que 
la curva está defini¬ 
da) y' > 0, o sea, la 
curva es monótona 
creciente. 

Estos datos son 
suficientes para el 
trazado de la curva, 
que tiene la forma in¬ 
dicada en la fig. 83. 

La ecuación de la 
cisoide en coordena¬ 
das polares, poniendo 
.r = ncostf, y — osentf, 
p- = x 2 + y- resulta 

2 o = y sen cp tg . 

De esta forma se 
deduce otra defini¬ 


ción de la cisoide. que 
permite su fácil construcción geométrica por puntos. En efec- 


1 Se acostumbra llamar a est'a curva Ja cisoide de Dioclcs, por atribuirse su descu¬ 
brimiento a este matemático griego del siglo II antes de J. L\, quien la utilizó para re¬ 
solver el problema de la duplicación del cubo. 
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to, consideremos el círculo de diámetro OH = y/2. Según la 
fig. 83 será 

ON = OH/cos ip , OM = OH eos cp , OH = y/2 
y por lo tanto 

0N - 011 = VcoTt = WV sen 9 = o. 

Es decir, los puntos A de la cisoide se obtienen tomando 
sobre cada radio vector ON un segmento O A = ON — OM. 

4. Podarías de la elipse y de la hipérbola respecto del centro. — La 

podaría de la elipse o de la hipérbola respecto de uno de sus focos es 
en los dos casos el llamado círculo principal, cuyo centro es el centro 
de ¡a cónica y radio el semieje mayor o el semieje real respectivamente, 
como ya se vió al tratar del círculo principal de las cónicas. Veamos 
ahora las podarías respecto del centro de la cónica. 

Consideremos primero el caso de la elipse. Las ecuaciones [1] y [2] 
son ahora 


[41 


xx* 


v*h 

b 1 


— 1 = 0 , arya — b*x 0 y = 0 


con la condición 


[5] 


— 1 = 0 . 


De [4] se deduce 


x 0 = 


arx 


yo = 


Iry 


y sustituyendo estos valores en [5] resulta que la ecuación de la podaría 
buscada es 

(x*+y'-)* = aV + 

que es una curva de cuarto orden, simétrica respecto del origen, del tipo 
de las llamadas cuárticas bicirculares (§ 23-7). 

Para la hipérbola los cálculos son exactamente los mismos, con sólo 
sustituir b- por —6 2 . Resulta por tanto 

(s a + r ) 3 = aV — b 2 y* 

que es una curva de Cassini (§ 23-7). Para la hipérbola equilátera. 
o = 6, la podaría resulta una lemniscata (§ 23-7). 


5. Concoides. — Sea C una curva fija y O un punto dado, 
unamos O con un punto P de la curva y tomemos sobre esta 
recta y a partir de P dos segmentos PA = PA' de una lon¬ 
gitud dada k (fig. 84). Cuando P. recorre la curva C, los pun¬ 
tos A y A' describirán cada uno una cierta curva. El conjunto 
de estas dos curvas se llama concoide de intervalo k de la cur¬ 
va C respecto del punto O. 

La ecuación de la concoide es inmediata si se utilizan coor¬ 
denadas polares de centro O. En efecto, si o = f(cp) es la 
ecuación de la curva dada C, la ecuación de la concoide será 

[6] o — f(<p) ± k 

Consideremos dos ejemplos: 
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a) Concoide de la recta o concoide de Nicomedes 1 . To¬ 
memos como eje polar la recta por O perpendicular a la recta 
dada r, con lo cual la ecuación de esta última será 

[ 7 ] o = af eos cp 

siendo a = OH la distancia de O a r (fig. 85). 




Fie. 84. 


Fie. 85. 


La ecuación de la concoide será 



n 

' eos w 


n . 


La ecuación en coordenadas cartesianas se obtiene inme¬ 
diatamente multiplicando ambos miembros de_[8] por eos cp, 

y sustituyendo o eos cp = x, eos cp = x /y x- + y-, con lo cual 
se obtiene después de racionalizar, 


[ 9 ] ( X _ a ) 2 (x 2 -i- y 2 ) — k 2 x 2 = 0. 


Se trata por tanto de una curva de 4 9 orden, simétrica 
respecto del eje x (puesto que si x, y es un punto, también 
lo es (x, — y) ) y con la asíntota x = a, como se obtiene al 
despejar y. 

La concoide de la recta [9] presenta diversas formas se¬ 
gún que sea k > a, k < a o bien k = a. Ellas se estudian fá¬ 
cilmente en la forma polar [8]. Si k > a, la curva pasa por 
el origen, formando un bucle cuyas tangentes en el origen co¬ 
rresponden a los valores de cp para los cuales es o = 0, o sea 
para a ± k eos cp = 0, es decir, cp = arccos(a/fc). Si k < a, 
es siempre o > 0 y la curva no pasa por el origen. Si k — a, 


1 Introducida por Nicomedes (siglo II antes de J. C.) en relación coi» los problemas 
de la duplicación del cubo y de la trisección del ángulo. 


i 
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caso intermedio entre los dos anteriores, la curva pasa por el 
origen pero la única dirección según la cual q se anula es 
cp = 0. 

Las tres clases de concoides de la recta están representa¬ 
das de la fig. 86. 



K >a K<a K-a 


Fig. 86. 


b) Concoide de la circunferencia : caracol de Pascal. Es 
interesante la concoide de la circunferencia respecto de uno de 
sus puntos. Llamando a al diámetro de la circunferencia, su 
ecuación en coordenadas polares es 

q = a eos cp 


y por tanto la ecua¬ 
ción de la concoide 
es 

[ 10 ] 

q — a eos cp zh k. 

De aquí se pa¬ 
sa fácilmente a la 
ecuación de coor¬ 
denadas cartesia¬ 
nas, resultando 

[ 11 ] 

( X 2 + lf -) 2 _ 

— 2ax(x 2 + y 2 ) + 
-¡- (a 2 — k 2 )x 2 — 

— k 2 y 2 = 0 

que indica que se 
trata de una curva 
de 4° orden. 
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Ésta concoide de la circunferencia se llama caracol de Pas¬ 
cal y presenta tres 
formas distintas se¬ 
gún sea k < a, k > 
> a o bien k = a. 

Para k < a, por 
el punto O pasan 
dos ramas cuyas 
tangentes (direc¬ 
ciones según las 
cuales es o = 0) 
(fig. 87), son las 
rectas de dirección 
cp = are cos(A-/«). 
Para k > a, la cur¬ 
va no pasa por O. 
Para k = a, la cur¬ 
va presenta en O 
un retroceso y se 
llama cardioide, por 
su forma de cora- 
fí k . 88 . zón (fig. 88). 

6. Cicloide. — Un tipo de curvas notables se obtienen co¬ 
mo trayectorias descritas por un punto fijo de una circunfe¬ 
rencia cuando ésta gira sin deslizar sobre otra curva fija de) 
plano llamada curva base. Los casos más importantes son 
aquellos en que la base es una recta o bien otra circunferencia. 



Fie. 89. 


Si la curva base es una recta la curva resultante se llama 
cicloide. Para obtener sus ecuaciones tomemos el punto de par¬ 
tida O como origen de coordenadas y la recta base como eje x 
(fig. 89). 
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Si la circunferencia que gira tiene radio r, después de gi¬ 
rar un ángulo a, el punto P que describe la cicloide tendrá las 
siguientes coordenadas (puesto que OM = arco MP = ra). 

[12] v = OM — MP' = r a — r sen a 

y = CM -p CH = r — r cosa 

y por tanto las ecuaciones de la cicloide resultan ser 

x = v (a — sena) , y — r (1 — cosa) 

En el origen y en todos los puntos de abscisa x — 2 /ca 
(k = entero) es y = 0, presentando en ellos la curva un punto 
de retroceso con tangente vertical, puesto que 


[13] 


üy _ sen a 
dx 1 — eos a 



y para a = 2A:.-r resulta y' = oo. 

Una propiedad importante de la cicloide es que la tangente 
en un punto P es la normal a la recta PM que une P con el 
punto M de tangencia de la circunferencia generadora en la 
posición correspondiente a P. En efecto, el coeficiente angu¬ 
lar de la recta PM es m = — HM/PH = — y/r sen a = — 
— (1—eos a)/sen a = — tg a/2 que es de signo contrario y 
recíproco a [13]. 

Se pueden considerar cicloides más generales tomando co¬ 
mo punto generador uno P que no esté sobre la circunferencia 
que gira, sino a una distancia a del centro. Las ecuaciones 
paramétricas en este caso se obtienen igual que antes, con 
sólo observar que en las relaciones [12] ahora es P'M = a sen u, 
CH = a eos a. Las ecuaciones resultantes son por tanto 


[14] x = va — a sen a , y = r — a eos a. 


Y 



Fig. 90. 


Para a = r se tiene la cicloide ya estudiada o cicloide or¬ 
dinaria. Para a < r se tiene la llamada cicloide larga y para 
a > r la cicloide corta. La forma de todas ellas es fácil de 
trazar a partir de sus ecuaciones paramétricas [14] (fig. 90). 
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7. Epicicloide e hipocicloide. — Supongamos la misma cir¬ 
cunferencia del número anterior, que gire ahora sobre otra 



Pie. 91. 


circunferencia de radio R, 
sin deslizar y exteriormente 
a ella. La curva descrita por 
el punto P se llama epici¬ 
cloide. 

Para hallar su ecuación 
observemos en la figura 91 
que siendo por hipótesis 
are AM = are PM, entre el 
ángulo a = AOC que toma¬ 
mos como parámetro, y el 
3 = PCO existe en la relación 

[15] Ra = r(3 

y además PCH = a -f- (3. Se¬ 
gún esto se tendrá 


a; = OH — HP = OH - EP = (r+ R) sen a — r sen (a + p> 
y = CH CE = (r-f- R)eos a — reos (a -f- P) 

o bien, según [15], 


x = (R-J-r)sena — rsen 



[16] 


y = (R + r)cos a — reos 


r -4- R 


que son las ecuaciones paramétricas de la epicicloide. 

Si la circunferencia de radio r gira sobre la circunferencia 
base por el lado interno, la curva descrita por P se llama 
hipocicloide . Sus ecuaciones se encuentran de manera com¬ 
pletamente análoga a la anterior, resultando las mismas con 
sólo sustituir r por —r, o sea 

x — ( R — ?•) sen a — r sen | ^ ^ 7 - a j 



y = (R — r) eos á + r eos 




Es interesante el caso en que el cociente r/R es un núme¬ 
ro racional. Supongamos que sea igual a p/q siendo p y q 
números enteros. Introduzcamos como nuevo parámetro 
<p = a/p. Las ecuaciones [16] quedan entonces 
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[18] x = (r -|- R) sen pq? — r sen (p -}- i/;cp 
V = (r + /?) eos ptp — r eos (p + q)tp 

y por tanto, siendo p y p-\- q enteros, los segundos miembros 
de estas ecuaciones se pueden expresar como polinomios en 
sen cp y eos q>. Poniendo entonces tg (<p/2) = t se tiene 

2 t. 1 — t- 

sernp = - rTT , eos rp = 1 ^— 

y por tanto las ecuaciones [18] se pueden poner en la forma 

F(x,y,t) = 0 , G(x,y,t) = 0 

donde F, G son polinomios en x,y,t. La eliminación del pa¬ 
rámetro t conduce entonces a expresar la ecuación de la cur¬ 
va en la forma f (x, y) = o, siendo f un polinomio en x,y. 
Es decir, la epicicloide resulta una curva algebraica. Como 
el mismo razonamiento vale para la hipocicloide, se puede 
enunciar: 

Si r/R es racional, la epicicloide y la hipocicloide son cur¬ 
vas algebraicas. 

En cambio, si r/R es irracional, ambas curvas dan infini¬ 
tas vueltas, ellas pueden ser cortadas por una recta en infi¬ 
nitos puntos y por tanto son curvas trascendentes. 

Ejemplos: 1. Sea la epicicloide correspondiente a r=R. Sus ecua¬ 
ciones serán 

x = 2 rsena — rsen 2a . y = 2 r eos a — r eos 2a 

o sea. 


[19] x ~ 2rsena(l — cosa' 

De aquí 


. ti = 2rcos a (1 — cosa) -f r. 


tira = 


, o sea, eos a = 


V — r 


y — r 

valor que sustituido en la ex¬ 
presión de y dada en [19] y 
racionalizando conduce a 

(aro- tf— ,-T — 

— 4)-(¡r s -f- (y — r) 2 ) = 0 

c íe coincide, salvo un cambio 
de coordenadas, con la cardioi- 
üe mencionada en el § 25-5. 

2. Sea la hipocicloide co¬ 
rrespondiente a R = 4r. Sus 
ecuaciones serán 

x =. 3r sen a — r sen 3a, 
y — 3 r eos a -)- r eos 3 a, 
o sea 

x = 4r sen 5 a , y = 4r cos a «, 
de donde 

[20] x-/- + ¡/Va = (4r) 7* 

que es la curva llamada as- 
freide (fig. 92). 


V X a + (y — r) J 


M' 


/ /?' 


Fift. 92. 
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Ejercicios. 1 Demostrar que las tangentes a la astroide limitadas 
entre los puntos en que cortan a los ejes coordenados, tienen longitud 

constante. 

2. Estudiar la hipocieloide correspondiente a R = 2r. El resultado, 
que es el diámetro sobre el eje y, ha sido utilizado en ciertos mecanismos 
para producir un movimiento lineal de vaivén. 

3 . Lo mismo que para el caso de la cicloide, en el cual daba lugar 
a las cicloides larga y corta, también para las epi- e hipocicloides se 
puede estudiar el caso de un punto P ligado a la circunferencia que se 
desplaza y situado a una distancia a del centro, distinta de r. Estudiar 
las curvas resultantes. Demostrar que las hipocicloides con R = 2r y 
a r son elipses. 

8. Espirales. — En coordenadas polares se pueden estu¬ 
diar de manera simple ciertas curvas en forma de espiral, 
entre las cuales son notables las siguientes 

a) Espiral de Arquímedes. Está definida por la ecuación 

[ 21 ] Q = ay 

donde a es una cons¬ 
tante (fig. 93). 

Si se consideran 
solamente valores po¬ 
sitivos de cp se tiene 
una espiral simple; 
para valores negati¬ 
vos de cp se tiene otra 
espiral simétrica de 
la anterior respecto 
de la normal al eje 
polar por el origen. 

La espiral de Ar¬ 
químedes puede con¬ 
siderarse como en¬ 
gendrada por un pun¬ 
to que recorre con 
movimiento unifor¬ 
me el radio vector, al 
ne. os. mismo tiempo que és¬ 

te gira también con 
movimiento uniforme. En efecto, si la velocidad con que re¬ 
corre el radio vector es v será q = v ,t y si la velocidad an¬ 
gular con que el radio vector gira es co, será cp = to t. De 
ambas ecuaciones, despejando t en una de ellas y sustituyen¬ 
do en la otra, resulta la ecuación de la trayectoria o = (u/co)cp 
que es de la forma [21]. 

b) Espiral logarítmica. Está definida por la ecuación 

[22] q = acH 
donde a, b, e, son constantes (e > 1). 
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Su propiedad fundamental es que el ángulo V que forma 
el radio vector con la tangente a la curva es constante. En 
efecto, de (§ 24-[16]) se deduce tg V = p/ p ' = 1/6 log e. Es de¬ 
cir: la espiral logarítmica es la trayectoria que corta bajo el 
mismo ángulo a todas las rectas que pasan por un punto fijo. 

Esta espiral tiene el origen como punto asintótico; ello 
significa que la curva se acerca al origen dando infinitas vuel¬ 
tas a su alrededor, puesto que en efecto para q>->—a>, 
q —» 0 . 

c) Espiral parabólica es de menor interés que las anteriores, defini¬ 
da por la ecuación 

[23] q- =z a cp 

d) Espiral hiperbólica , defi¬ 
nida por 

[24] 0 = a/ip 

Esta última tiene el polo co¬ 
mo punto asintótico y la recta pa¬ 
ralela al eje polar a distancia a de 
la misma, como asíntota (fig. 94). 

9. Otras curvas clásicas. — 

Vamos a resumir las ecuaciones 
de algunas curvas clásicas, cuyo 
estudio puede ser un útil ejercicio 
de representación de curvas. 

1. Folium de Descartes (fig. 95). Es la cúbica de ecuación 

+ 2/ 3 — 3 axy = 0. 

2. Triscctriz de MacLaurin (fig. 96). De forma muy parecida al 
folium de Descartes, tiene por ecuación 

*(* 2 + r) = a(y a — 3ar) 

y puede ser usada para el problema clásico de la trisección del ángulo. 




Fie. 95. Fie. 96. 


3. Estrofoide. Sea AOB un ángulo de vértice O (fig. 97). En la pro¬ 
longación del lado OB se toma un punto H. Sea HL una recta arbitraria 


i 
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Dor H que corta al lado OA en el punió P. Soore esta recta se toman 
PM = PM' = PO. El lugar geométrico de los puntos M, M' cuando va¬ 
ria la recta HL es una curva llamada estrofoide (recta si AOB es recto 

y oblicua en caso contrario). Su 
ecuación puede ponerse en la 
íorma 

( ax + by) (x 2 + y-) — 

— cxy = 0. 

4. La curva “ kappa Sea 
r una recta que pasa por el pun¬ 
to O. El lugar geométrico de los 
puntos M tales que trazando la 
recta OM y por M la normal a 
la misma hasta que corte a r, 
supongamos en el punto N, el 
segmento MN tenga una longi¬ 
tud dada, es la llamada curva 
“kappa” (fig. 98) por tener for¬ 
ma parecida a la letra griega 
del mismo nombre. Fué introdu¬ 
cida por Huygens en 1G62 y su 
ecuación es 

aV — (x 2 + y')v 2 = 0. 

5. hosaceas. Reciben este 

Fi «- 97 - nombre las curvas cuya ecua¬ 

ción en coordenadas polares es 

de la forma q = fc senm cp. Si m es racional, m = a/6 (a, 6 enteros), se 
demuestra que la curva es algebraica de grado a -f b , si a, fe son impares, 
y de grado 2(a + fe) si uno de ellos es par. Si m es irracional, la curva 

es trascendente (fig. 99). 



Fíe. 98. Fi *- "• 


6. Curvas de Lissajous. Son las curvas cuyas ecuaciones paramétri¬ 
cas son de la forma 

x — a sen (mt + p) , y = b sen q) 

con m y n números racionales, las cuales aparecen en ciertos fenómenos 
vibratorios. Cambiando el parámetro de manera conveniente, siempre se 
puede suponer que m y n son enteros positivos primos entre sí. Se de¬ 
muestra que son curvas algebraicas (fig. 100). 
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7. Cuadra tiz de Dinostrato . Es una curva trascendente, de ecua¬ 
ción polar o a %/sen <p. Fué introducida para resolver el problema de 
cuadrar el circulo. 




Fie. 100. 


8. Curva de Gauss de distribución de errores. Se llama así a la 
curva representada por 

»/ — ae—bz* 

donde a, b son constantes y e la base de los logaritmos ncperianos. 

La curva, simétrica respecto del eje y tiene forma de campana como 
indica la fig. 101. Su máximo correspo nde a x = 0 y tiene dos puntos 
de inflexión correspondientes a íc = ± V 1/2 6. El eje x es asíntota. 

9. Las curvas de Pearson. En 
estadística son muy importantes 
las llamadas curvas de Pearson, 
de las cuales hay de diversos ti¬ 
pos. Los primeros (tipos I-II) son 
las curvas cuya ecuación es de la 
forma 

y = k(x — a)’’ (fe— x)* 

siendo fe, a, fe, p , q constantes y 
a < fe. Considerando sólo la par¬ 
te de curva comprendida entre 

a < x < fe, estas curvas presentan, según los casos, las formas indicada? 
en la fig. 102, las nueve primeras. 

Otro tipo de curvas de Pearson (tipo III) son las de ecuación 

y = fe (x — a) p 

con K,a,p t q constantes y 1 < p, q> 0. Las formas son las indicadas 
en la fig. 102, las tres últimas, (para a < x < x). 


i 
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-i <q < o -i<q<o -i< q<o 0 <q<i 



0 <q<l 0 < q< l i<q l <q 





10. La desarrollante de la circunferencia. Supongamos un hilo arro¬ 
llado en una circunferencia con el extremo P en el punto A de la mis¬ 
ma. Si se desarrolla el hilo, manteniéndolo siempre tirante, el extre¬ 
mo P describirá una curva llamada la “desarrollante de la circunferen¬ 
cia”. Mas precisamente, esta curva se obtiene tomando sobre las tan¬ 
gentes a la circunferencia en los puntos M de la misma, segmentos MP 
iguales a la longitud del arco comprendido entre el punto de contacto 
M y el punto A. Tomando el origen de coordenadas en el centro de la 
circunferencia y el eje y de manera que pase por el punto A, las ecua¬ 
ciones paramétricas de la desarrollante de la circunferencia, resultan 

x = r (sen cp — (p coscp) , y = r (eos cp + cp senq:) 

siendo el parámetro cp el ángulo central correspondiente al punto M 
contado a partir de A y siendo r el radio de la circunferencia. 

11. La catenaria. Un hilo pesado, flexible pero inextensible, colgado 
por sus extremos, toma la forma de la curva llamada catenaria. Su ecua¬ 
ción en coordenadas cartesianas es 

y = (a/2) (e-* + e“> 


siendo a una constante. 
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§ 26. Curvas algebraicas 

1. Primeras observaciones. — Ya definimos en § 23-1 a 
una curva algebraica como el conjunto de puntos del plano cu¬ 
yas coordenadas cartesianas (rectangulares u oblicuas) satis¬ 
facen a una ecuación de la forma 

[1] í(x, y) = 0 

donde f (x,y) es un polinomio en las dos variables x,y cuyo 
grado constituye el grado u orden de la curva. 

Muchas veces se habla abreviadamente de la curva f (x,y) 
o de la curva /, para indicar la curva cuya ecuación es 
i(x,y) = 0. 

Las curvas algebraicas tienen muchas propiedades no ex- 
tendibles a las curvas no algebraicas o trascendentes, que con¬ 
viene estudiar. Por el momento hagamos las siguientes ob¬ 
servaciones. 

I. Los coeficientes del polinomio f (x,y) pueden ser rea¬ 
les o complejos. Los puntos de la curva serán reales cuando 
lo sean sus dos coordenadas, y serán imaginarios cuando una 
o sus dos coordenadas lo sean. Al “dibujar” la curva alge¬ 
braica, o sea, al señalar en el plano los puntos que la constitu¬ 
yen, aparecen únicamente los puntos reales, los cuales consti¬ 
tuyen las llamadas ramas reales de la curva. Sin embargo, 
para obtener generalidad en las proposiciones sobre curvas al¬ 
gebraicas, conviene tener siempre en cuenta los puntos imagi¬ 
narios, aunque no estén representados en la rama real de la 
curva. Por ejemplo, el punto imaginario x = 5, y = i 4, per¬ 
tenece a la circunferencia a; 2 -f- y- — 9 = 0. 

II. Si la función F(;r, y) no es un polinomio, pero con¬ 
tiene a las variables x, y ligadas solamente por operaciones 
racionales (adición, sustracción, multiplicación y división) y 
radicaciones en número finito de veces, la curva F (x,y) =0 
es siempre una “parte” de curva algebraica. En efecto, se sa¬ 
be que toda expresión del tipo dicho se puede racionalizar, 
es decir, transformar en un polinomio f (x,y) tal que todo 
par de valores x, y que satisfagan a F(:r, y) =0, satisfagan 
también a f (x, y) = 0. 

Cuando se habla de la curva algebraica F(z, y) = 0, se so¬ 
brentiende siempre que se refiere a la curva completa f (x,y) 
= 0. Así, al hablar del grado de la primera, se entiende siem¬ 
pre el grado de la segunda, o sea del polinomio f (x,y). 

Ejemplos. 1. La curva y — x'x — 0 es la parte positiva de la pa¬ 
rábola y 3 — #=0. Si se considera que el radical lleva implícito los dos 
signos ±, entonces las dos curvas son idénticas. 
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2. Para hallar el gra'lo de la astroide (§ 25-7) 

ar /3 2/ 2 /3 = er/s 

debemos racionalizarla. Para ello, elevando al cubo ambos miembros se 
tiene 

* 2 4- 2 / 2 + 3 x A /¿ y 2 l* + 3 x7a y 4 /* = a 2 

o bien, sacando factor común 3**73 y y3 y teniendo en cuenta la ecuación 
de la curva 

+ V~ + 3 (xya) 2 /* = a 2 . 

Pasando a al primer miembro, el término irracional al segundo y 
elevando nuevamente al cubo, resulta 

(* 2 + y - _ a -y — 27 a 2 x 2 y 2 = 0. 

Esta e^ la ecuación racional de la astroide, que pone de manifiesto 
que ia micna ¿s de sexto grado. 

III. S* una curva se da en un sistema de coordenadas que no es car¬ 
tesiano, petra averiguar si es algebraica o no. y en el primer caso averi¬ 
guar el giado, hay que hacer el cambio a coordenadas cartesianas. En 
el caso de las cuevas dadas en coordenadas polares, muchas veces sirve 
el criterio siguiente: 

Una curva dada en coordenadas polares por su ecuación F(q, a) = 0, 
será algebraica , cuando F sea una función algebraica de o, sen ex, eos ex. 

En efecto, siendo F(o, sena, cosa) = 0 la ecuación de la curva, su 
ecuación en coordenadas cartesianas será F(q, x/q , y/o) = 0, y susti¬ 
tuyendo q por su valor deducido de q 2 = x 2 + y 2 , resulta en el primer 
miembro una función algebraica de x t y que una vez racionalizada nos 
dará la ecuación de la curva en coordenadas cartesianas y nos pondrá 
de manifiesto el erado de la mis ma. 

Por ejemplo, la curva o = V coa a se puede escribir o 2 — eos a = 0, 
o sea o 3 — x/q = 0, o bien, finalmente (x 2 + y 2 ) 9 — x 2 = 0. Se trata, pues, 
de una curva algebraica de sexto grado. 

En cambio, las curvas q — a = 0, o 2 + a"—sen a = 0, q — loga = 0 
no son curvas algebraicas. 

IV. Para curvas dadas por sus ecuaciones paramétricas, valen los 
criterios: 

a) Toda curva 

[2] 0 = g(0 , y = h(f) 

donde g, h son polinomios o cocientes de polinomios en t, es algebraica. 

En efecto, quitando denominadores y pasando todo al primer miem¬ 
bro, las dos ecuaciones se pueden escribir en la forma G(x. t) = 0. 
H (y, t) = 0, respectivamente. La eliminación de t entre estas ecuacio¬ 
nes conduce a una ecuación f (*,?/)=(), donde f(x,y) es un polinomio, 
que es la ecuación de la curva en forma implícita. Por tanto la curva es 
algebraica. 

b) Toda curva cuyas ecuaciones paramétricas seayi de la forma 

[3] x = g(sena, cosa), y = h(sena, cosa) 

donde g, h, seayi polinomios en seyi a, cosa, es algebraica. 

En efecto, basta introducir el nuevo parámetro tg(a/2) = t f para 
que las ecuaciones paramétricas en función de t resulten de la forma 
[2] anterior. 

Si las funciones g, h de [3] son funciones de sen p a, eos q a, siendo 
p y q números enteros, el resultado subsiste pues estas expresiones se 
pueden sustituir por polinomios en sen a, eos a. 

Ejeiyiplos. 1. La curva x = t* — 1, ?/ = l/í es la cúbica x yf + y 2 — 

— 1 = 0 . 

2. La curva x = sen a, y = eos 2a es la parábola y -f 2* 3 — 1 = 0. 
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2. Curvas reducibles e irreducibles. — La curva algebrai¬ 
ca f(a?, 2 /)= 0 , se dice que es reducible, cuando el polinomio 
f(.r, y) es igual al producto de otros dos, o sea 

[4] f (x,y) = gi (x, y) g 2 (x,y). 

Naturalmente, si / es de grado n y los polinomios g it g 2 
son de grados m u m 2 , respectivamente, siendo el grado del 
producto de dos polinomios igual a la suma de los grados, 
debe ser n = w», + m 2 . Por ejemplo, una cónica sólo puede 
descomponerse en dos rectas; una cúbica en una cónica y un 
recta o en tres rectas, etc. 

Cuando no existe una descomposición de / en la forma [4] 
la curva se dice que es irreducible. 

Si el polinomio f admite la descomposición [4], la curva 
/ = 0 está compuesta de la curva gi(x,y) = 0, más la curva 
%Áx,y)= 0. El estudio de las curvas reducibles se reduce, 
por tanto, al estudio de otras de grado inferior. 

En particular si g x = g if o sea / = fifi 2 , se dice que la 
curva / equivale a la fifi contada dos veces, o a dos curvas fj> 
superpuestas. 

En general, si el polinomio / se descompone en sus facto¬ 
res primos 

f = fif i’" 1 fifo”* í/s’" 3 • • • 

la curva / = 0 se descompone en las curvas irreducibles f/i=0, 
fifs = 0, ..., fif,-, = 0, contada cada una respectivamente m u m-¿, 
..., ni h veces. 

Un caso importante de curva reducible es aquel en que / 
es un polinomio homogéneo de grado n en las dos variables 
x, y. Entonces, poniendo y/x — l se puede escribir 

f (x, y) = x n f (1, y/x) = x” f (1, ?.). 

Si las n raíces de la ecuación f(l,Á) = 0, son . . 

Á*, será f(1 ,}.) = a n (Á — }. x ) (/. — h 2 ) ... (/. — }.„) siendo a.c, 

una constante y por tanto, poniendo de nuevo /. = y/x, resulta 

[5] f(.r ,y) =a„(y — }. 1 x) (y — l 2 x) ... (y — }. n x) 

y por lo tanto la curva f(x,y) se compone de las n rectas 
y — }.¡x = 0. Es decir: si f ( x, y) es un polinomio homogéneo 
de grado n, la curva f = 0 se c impone de n rectas que pasan 
por el origen, cuyos coeficientes angulares son las raíces de 
la ecuación f(l,X) = 0. 

Estas rectas serán reales o imaginarias según lo sean las 
raíces /.¡ y algunas pueden ser múltiples, si lo son las raíces 
correspondientes. 

Ejemplos. 1. La curva x 3 + x y 5 — 3x* — 3 y" — x + 3 = 0 por 
ser el primer miembro igual al producto (ar + y" — 1 ) (x — 3) se des¬ 
compone en la circunferencia x a + y- — 1 = 0 y la recta x — 3 = 0. 

2. La curva x 1 -(- y- — 4 = 0 es irreducible, pues sanemos que es 
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una circunferencia, y de ser descomponible tendría que serlo en dos rec¬ 
tas. 

3 Obsérvese que en [4] la condición de que g u 0= sean polinomios 
es esencial. Por ejemplo, la cu rva ^ — ^ — 1 = 0 es_ irreducible y sin 
embargo es ** —v* - 1 = (* — V y- + 1) (* -f- V y* + D, pero estos fac- 

tores no son polinomios. 

3. Intersección de una curva algebraica con una recta. 

Supongamos que se quiera tener la intersección de la curva 
algebraica f(x, y) = 0 con la recta y = a x + b. Si se tratara 
de una recta paralela al eje y, que no puede ponerse en esta 
forma, el razonamiento sería el mismo con solo sustituir la y 

por la 

El problema equivale a hallar las soluciones del sistema de 
ecuaciones 

[6] í(x,y) = 0 , y — ax b = U 

para lo cual, sustituyendo en la primera el valor de y dedu¬ 

cido de la segunda, bastará resolver la ecuación 

[ 7 ] f(x, ax + b) = 0. 

Las soluciones de esta ecuación serán las abscisas de los 
puntos de intersección. Si ellas son x¡, x», ..., las ordenadas 

correspondientes serán y i = ax , 4* b, y* = «¿'2 4- b, ... 

Sobre esta correspondencia entre las raíces de [7] y los 
puntos de intersección se hacen los siguientes convenios. 

a) A las raíces imaginarias de [7] se dice que corresponden 
puntos de intersección imaginarios. Si, por ejemplo, x x es una 
raíz imaginaria, el punto correspondiente sera {x u ax x + b) 
que tiene sus coordenadas imaginarias. 

b) Si alguna de las raíces de [7] es múltiple, se dice que 
en el punto correspondiente la recta y la curva tienen tantos 
puntos de intersección confundidos como indica el orden de 
multiplicidad. Por ejemplo, si x x es una raíz múltiple de or¬ 
den h se dice que en el punto (aq, ax x 4- b) la curva y la recta 
tienen h puntos de intersección confundidos. 

c) Si la curva es de grado n, la ecuación [7] es de gra¬ 
do n a lo sumo. Si resulta de grado n — p se dice que la 
curva y la recta tienen y puntos de intersección en el infinito. 

Con estos convenios, se puede enunciar el teorema general 

El número de puntos comunes a una recta y a una curva 
algebraica que no contiene a la misma, contando conveniente¬ 
mente la multiplicidad de cada uno e incluyendo los puntos 
imaginarios y los impropios o del infinito, es siempre igual 
al grado de la curva. 
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De los convenios anteriores el único que necesita justificación es 
el c). Los otros dos son los mismos que se hacen siempre en álgebra pa¬ 
ra poder enunciar que una ecuación de grado n tiene exactamente n 
raíces. Para justificar el c) necesitamos utilizar coordenadas homogé¬ 
neas. Poniendo x/t 9 y/t en lugar de :c, y en las ecuaciones de la curva 
y de la recta y quitando denominadores, ambas resultan de la forma 

f(x,Vtt) = 0 , y — ax — bt= 0 

y en lugar de [7] se tiene ahora 

[8] f(x , ax + bt , t) = 0 

que siempre es homogénea y de grado n en las dos variables x, t . Si al 
hacer t = 1, para pasar a no homogéneas, resulta de grado n — p , debe 
ser de la forma V' f (x, ax + bt, t) =0, la cual tiene p raíces t = 0, o 
sea p raíces infinitas de la ecuación no homogénea f(x, ax + b) = 0. 

Ejemplo. La recta y = x y la cúbica x 3 — y 2 + x 2 + y — 2 = 0, tie¬ 
nen un punto de intersección en el infinito y los otros dos tienen por 
abscisas las raíces de la ecuación x* + x — 2 = 0, o sea x = 1, x =—2, 
a las que corresponden los puntos (1,1), (—2,—2). 

Ejercicios. 1. Hallar las intersecciones de la recta y = x — 2 con 
la hipérbola x° — y' J + Ax — 2 = 0. 

2. Hallar las intersecciones de la recta y = 2x con la curva x~ — y 2 
+ x* y —x* = 0. 

3. Hallar las intersecciones de la recta y = 2x — 1 con la cúbica 
y z — Qx+1 = 0 . 

4. Número de puntos que determinan una curva algebraica. 

— Sea f(z, y) =0 una curva algebraica de grado n. Agru¬ 
pando los términos del mismo grado, el polinomio f (x,y) se 
puede escribir como una suma de polinomios homogéneos 

de grados i = 1, 2, 3, .. n, o sea. 

[9] f (x,y) = qpo + qq (X, y) + cp 2 (x,y) -+ ... + cp„ (x, y) 
siendo 

cpo = polinomio de grado cero = constante 

qq = a l0 x + a 0 i y 

tp 2 s= 020 a. 2 + a n xy -f a 02 y- 

cp 3 ss a 30 x 3 -f a 2 i x-y -f a 12 xy 2 4- a 03 y 3 


El número de coeficientes del polinomio f(x, y) es igual 
por tanto a 

1 4- 2 4-34- ... 4- n 4 -(n 4 - 1) = j¡(n + 1) (n + 2). 

Como se pueden dividir ambos miembros de la ecuación 
f (x, 7 /> por uno de estos coeficientes, el número anterior se 
puede disminuir en una unidad y resulta que el número N de 
coeficientes que determinan una curva de grado n es 

[10] N = - 


1 n (n-f 3) . 
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Veamos ahora cuántos puntos hacen falta para determi¬ 
nar una curva de grado n. 

Si la curva debe pasar por el punto Pi(£].2/i) deberá ve¬ 
rificarse la ecuación 

[11] fU’i Vi) sa floo + a l0 Xi -f «m2/i + a-ioXtr + 

~r UiiXiVi +■••■+* Q'OnVi' = 0 

la cual es una ecuación lineal que liga los coeficientes a 0 n, a,o, 
a 0 i, • • ■ Puesto que hay N coeficientes (suponiendo que ya se 
haya dividido por uno de ellos), para determinarlos se necesi¬ 
tarán N ecuaciones de la forma [11] y por tanto N puntos 
Pi (*j, Vi) , P 2 (*^ 2 > Vz), • •Pn (xs, Vs) • Es decir: 

Una curva de grado n queda determinada “en general” por 
N = -Di(w+3) puntos. 

Así una recta queda determinada por 2 puntos; una cónica 
(n = 2) queda determinada por 5 puntos; una cúbica (n = 3) 
por 9 puntos; una cuártica (w = 4) por 14 puntos, etc. 

En el enunciado hay que decir “en general”, porque puede 
suceder que el sistema de ecuaciones análogas a la [11], escri¬ 
tas para los demás puntos P 2 (a; 2 , V-i), Patea» 2/a). ...» resulte 
indeterminado, por ser alguna de ellas consecuencia de las de¬ 
más. En este caso hay infinitas curvas de grado n que pasan 
por los N puntos dados, y se dice que entonces los N puntos 
no son independientes. Por ejemplo, dados 4 puntos en línea 
recta y un quinto punto fuera de la recta que ellos determinan, 
hay infinitas curvas de segundo orden que pasan por ellos: to¬ 
das las formadas por la recta que contiene los 4 puntos más 
otra recta cualquiera que pase por el quinto. No hace falta 
tampoco que las curvas resulten degeneradas como en este 
ejemplo. Dos cúbicas f u / 2 se cortan siempre en 9 puntos; por 
consiguiente, estos 9 puntos no determinan una sola cúbica 
puesto que por ellos pasan las f u / 2 y además cualquier otra 
cúbica cuya ecuación sea de la forma /i + a/ 2 = 0, con l una 
constante arbitraria. 

El sistema de ecuaciones 

[12] f(xi,y i) = o , f(xt, Vi) =0 , ..., f(xs, l/.v) = o 

para determinar los coeficientes a x , a ¡0 , cu>,, ..., puede resolverse por 
cualquiera de los métodos de resolución de sistemas de ecuaciones linea¬ 
les, por ejemplo, por la regla de Crámer. Sin embargo, se puede escribii 
directamente la ecuación de la curva, indicando que el sistema formado 
por estas ecuaciones, más la ecuación general f(x,y) = 0, considerado 
como un sistema de ecuaciones lineales y homogéneas en las incógni¬ 
tas a, w , dio, cioi, .... debe ser compatible. El determinante de los coefi¬ 
cientes debe ser nulo en este caso y resulta por tanto 

La ecuación de la curva de grado n determinada por los N puntot 
(xt, 1 / 2 ), ..., (xa,yy¡) se puede escribir en la- forma 
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xy 

v\ ... 
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Xi 

yi 
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Xyyl 
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2/." 
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1 

é • * 

Xa 

y 3 

f» 

xr 

xcy* 

y" ... 

y n 

1 

\ 1 

Xy 

Xy 

• • • • 

Xy 

2 Xyljy 

V*x ••• 

1 • • • 

2/x 


Esta forma de la ecuación de la curva como determinante es intere¬ 
sante por su simetría y por ciertas consecuencias teóricas que a veces se 
pueden deducir, pero para el desarrollo efectivo, ya para n > 2 lleva a 
cálculos largos y engorrosos. Si la ecuación [13] resulta una identidad 
quiere decir que estamos en el caso ya mencionado en que los N >untos 
no son independientes y en que, por tanto, por ellos pasan infinitas cur¬ 
vas de orden n. 

Ejemplo. Ecuación de la cónica determinada por los 5 puntos (0,0), 
(0.1), (—1,0), (—1,—2), (1,—1). Escribiendo el determinante [13] 
y desarrollando sucesivamente, resulta la ecuación 10x 2 — 4,!/ 2 -f 12 xy + 
-t- 10x -j- 4y = 0, que es fácil comprobar pasa por los cinco puntos da¬ 
dos. 

Observación. Siendo [12] un sistema de ecuaciones linea¬ 
les en las incógnitas a 0 o, dm, « 01 , ...» si las coordenadas de to¬ 
dos los puntos x¡, y , (i = 1,2,3 .N) son reales y el siste¬ 

ma no resulta indeterminado, también las soluciones a„ 0 , ctio, 
deben ser reales. Esto resulta también de [13], puesto que si 
las x>, y , son todas reales, al desarrollar el determinante tam¬ 
bién resultarán reales los coeficientes del polinomio que se ob¬ 
tiene en x, y. 

Por consiguiente: si N puntos reales determinan una única 
curva de grado n, la ecuación de ésta tiene los coeficientes rea¬ 
les 1 . 

Inversamente, el mismo razonamiento nos dice que una cur¬ 
va algebraica cuya ecuación no tenga todos los coeficientes 
reales no puede tener más de N — 1 puntos reales indepen¬ 
dientes. En particular, si una curva algebraica tiene una rama 
Teal y es irreducible, su ecuación tiene los coeficientes reales. 

La condición de que sea irreducible es esencial, puesto que 
por ejemplo, la curva (xy — l)(ix-\-y —2)=0 tiene coefi¬ 
cientes imaginarios y contiene a la hipérbola real xy — 1 = 0. 

5. Intersección de curvas algebraicas: Teorema de Bezout. — El caso 
estudiado en el n 9 3 de la intersección de una recta con una curva al¬ 
gebraica, no es más que un caso particular del problema general de ha¬ 
llar los puntos comunes a dos curvas algebraicas 

[14] f (z,y) = 0 , g(x, y) = 0 

la primera de grado n y la segunda de gi-ado m. 

El problema equivale a la cuestión, puramente algebraica, de resol¬ 
ver el sistema de las dos ecuaciones [14] con las dos incógnitas x, y. 
La solución está dada por el llamado teorema de Bezout, cuyo enunciado 
es 2 . 

Dos curvas algebraicas, sin varte común, de grados n y m respec- 


1 Snlvo, naturalmente, un posible factor común imaginario. 

2 La demostración puede verse en J. Rey Pastor, P. Pí Calleja y C. Trejo. Aná¬ 
lisis Matemático, tomo 1. 
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ticamente, tienen siempre nm puntos comunes, propios o en el infinito , 

distintos o confundidos. , 

La máxima dificultad esta siempre en la determinación del orden 

de multiplicidad con que hay que contar cada punto de intersección. Pa¬ 
ra ello, la regla general es la siguiente. Se forma la resultante R(x)=0, 
o sea la ecuación que resulta al eliminar y entre las dos ecuaciones 
[14]. Esta resultante es de grado nm y tiene per tanto nm raíces (si 
resulta de grado menor, por ejemplo nm — h, se dice que jas dos cur¬ 
vas tienen h puntos comunes en el infinito). Las raíces simples de *a 
ecuación R(x) =0, son abscisas de un solo punto de intersección de las 
dos curvas; las raíces múltiples, en cambio, son abscisas de varios pun¬ 
tos de intersección, tantos como indica su orden de multiplicidad, los 
cuales pueden ser distintos o confundidos. El orden de multiplicidad con 
que hay que contar cada uno de ellos es tal que su suma debe ser igual 
al orden de multiplicidad de la raíz correspondiente de R(x)=0. El 
caso más importante es aquel en que a la raíz a-i, múltiple de orden h 
de R (x) = 0, corresponde un solo punto de intersección P(xi, 2 /,); en¬ 
tonces este punto hay que contarlo como h puntos de intersección con¬ 
fundidos. Es decir: 

Si P(x»,yi) es un punto de intersección de las dos curvas f = 0, 
g = 0 y sobre la recta x = x» no hay ningún otro punto de intersección , 
el número de intersecciones confundidas en P es igual al orden de mul¬ 
tiplicidad de la raíz x» en la ecuación R(x) = 0 de la resultante. 

La resultante R(x), llamada también eliminante por ser el resulta¬ 
do de eliminar y t puede hallarse muchas veces directamente, mediante 
artificios adecuados a cada caso particular, pero es casi siempre pre¬ 
ferible aplicar el método general de escribirla en la forma llamada de 

Sylvester, de la manera siguiente: 

Ordenando / y g según las potencias de y t sea 

f(x t y) = ai + «i i/ + (L *V 4 + ... + «n y 11 

g(x } y) = (3> + Pi V + P+ ... + Pn y Q 

donde los coeficientes cti,pi son polinomios en x. La resultante o eli¬ 
minante R(x) es entonces el determinante 




donde los lugares vacíos deben llenarse con ceros. 


Ejemplos y observaciones. 1. Hallar los puntos comunes a las dos 
curvas x~ + y" — y = 0 , y 2 —1 = 0 . 

La eliminación de y se hace en este caso fácilmente, observando que 
la primera ecuación, teniendo en cuenta la segunda, se puede escribir 
ar 3 — y + 1 = 0 , de donde y = 1 + x 2 y sustituyendo en la segunda ecua¬ 
ción, queda 

R(x) = x 2 (x 3 + 2) = 0. 


La raíz x = 0 es doble, y a ella corresponde el solo valor y = 1. 
Por tanto este punto (0,1) será un punto de intersección de multiplici¬ 
dad dos. Geométricamente esto corresponde a que la recta i/= 1, que 
es una parte de la segunda curva, es tangente a la circunferencia que 

es la primera curva. # . 

Las otras intersecciones son simples e imaginarias, puesto que a ca¬ 
da uno de los valores x,- — ± V 2 ¿ corresponde la única solución y = —1. 
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Las intersecciones buscadas son, por tanto, una intersección doble en el 
punto ( 0 , 1 ) y dos intersecciones simples en los puntos (Y 2 i, — 1 ), 
(— V2Í. — 1). 

2. En el ejemplo anterior la eliminación de y se ha hecho directa¬ 
mente, sin necesidad de formar la eliminante de Sylvester. A veces, 
sin embargo, ello es imprescindible. Sean las dos curvas 

x- + y — x = 0 , y 2 — x = 0 . 

De ellas se deduce inmediatamente or = 0. Parecería que la eli¬ 
minante es, por tanto, R(x)=x 2 . Sin embargo, como ella debe ser de 
cuarto grado, se comprende que algo anormal ocurre. Formemos la eli¬ 
minante de Sylvester 

x 2 — x 0 10 

0 x' J — x 0 1 __ 3.4 

-x 0 10 ’-* 

0 —x 0 1 

La ecuación verdadera de la eliminante es, por tanto, x 4 = 0. Como 
a x = ü corresponde el único punto de intersección ( 0 , 0 ), resulta que 
este punto es una intersección cuádruple. 

3. Sean las dos curvas 

x y — t/ a — £ + 1=0 , x 9 + y 2 — 1 = 0 . 

También aquí, si para eliminar y, despejamos y en la segunda 
ecuación y sustituimos en la primera, después de quitar el radical que 
resulta, se obtiene x(x — 1 ) = 0 ; como la eliminante debe ser de cuarto 
grado debemos formar la eliminante de Sylvester, obteniendo la ver¬ 
dadera eliminante R(x) = x 3 (x— 1). A la abscisa Xi=l corresponde 
la única ordenada i/ : = 0 y por tanto ( 1 , 0 ) es un punto de intersección 
simple. En cambio a la abscisa x 2 = 0, raíz triple de R(x) =0, corres¬ 
ponden las dos ordenadas |/a = l, yz= —1. Sobre la recta x = 0 hay en 
este caso dos puntos de intersección, entre los cuales deben distribuirse 
las tres intersecciones que debe haber, por ser x = 0 , raíz triple de 
R(.r)=0. 

El problema de hallar cómo se distribuyen estas intersecciones no es 
en general fácil. En el caso particular que tratamos, la representación 
gráfica de las dos curvas (la primera compuesta de dos rectas) nos dice 
inmediatamente que el punto ( 0 , 1 ) es de.multiplicidad dos y el ( 0 ,. — 1 ) 
es simple. En general, cuando se presenta un caso como éste, lo mejor es 
hacer una rotación de ejes coordenados de manera que 'sobre cada recta 
paralela al eje y haya un solo punto de intersección, lo cual siempre 
es posible por ser finito el número de estos puntos. 

4. Puede ocurrir que al hallar la eliminante resulte idénticamente 
nula, o sea, R(x) =0 para todo valor de x. Ello significa que a todo x 
corresponde por lo menos un valor de y tal que el punto (x f y) es común 
a las dos curvas. Esto sólo puede presentarse en dos casos: a)^ Las 
dos curvas tienen parte común; b) Las dos curvas tienen común el 
punto del infinito del eje y. 

El primer caso significa que las dos curvas son de la forma f = ip /+ 
g = (p< 7 ;, con un factor común cp(x, ?/); entonces la curva cp(x ,?/)=0 
pertenece a las dos. La existencia o no del factor cp se puede poner de 
manifiesto hallando el máximo común divisor de los dos polinomios /, g. 

El segundo caso se averigua en general pasando a coordenadas ho¬ 
mogéneas y viendo si el punto (0,1,0) pertenece a las dos curvas. Por 
ejemplo, las dos curvas xy — 1 = 0 , xy + x — 2 = 0 no tienen parte 
común y sin embargo su eliminante es 
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Ello se debe a que el punto (0, 1,0) es común a las dos. En este case 
para hallar las intersecciones se debe hacer también, en general, una ro¬ 
tación de ejes para evitar que dicho punto del infinito sea común. En 
muchos casos particulares, un estudio directo conduce más fácilmente a 
la solución. Por ejemplo en el caso anterior, la eliminación directa del 
producto xy da el punto común x = 1, y = 1. Los demás puntos comunes 
deben ser impropios y son el ( 0 , 1 , 0 ) ya mencionado y el ( 1 , 0 , 0 ). el 
primero contado dos veces, puesto que en él las dos curvas son tangentes, 
por tener por tangente común el eje y. 


6. Tangente a una curva algebraica. — Necesitamos recor¬ 
dar del Álgebra, el siguiente teorema: 

Si F(x)=0 es una ecuación de grado n y x = ar, es una 
raíz múltiple de orden h de la misma, ella es raíz múltiple de 
orden h —1 de la derivada F'(a:)=0. 

Recíprocamente: Si x — x x es raíz común a las dos ecuacio¬ 
nes F(,t) = 0, F'(a’)= 0, ella es por lo menos raíz doble de la 
primera ecuación F(x)=0. 

Sentado esto, sea la curva algebraica 

[15] í(x, y) = 0 

de grado n y sea x u y x uno de los puntos, o sea f(*i, y x ) = 0. 
Tomemos una recta cualquiera que pase por x X) y x , 

[16] y = Vi +m(x — xi) 

siendo m un coeficiente angular arbitrario. 

Para hallar las intersecciones ele la curva con esta recta, 
bastará resolver la ecuación 

[17] f ( x, 2/1 + m(x — x,)) = 0 

la cual nos dará las abscisas de los puntos de intersección (las 
ordenadas se obtendrán entonces sustituyendo estas abscisas 
en [16]). 

Queremos ver qué valor debe tomar m para que en el punto 
dado x x , y x la curva y la recta tengan más de un punto de in¬ 
tersección confundidos. Ello querrá decir que x x es raíz múl¬ 
tiple de la ecuación [17]. Por tanto, deberá ser raíz de su de¬ 
rivada, o sea, deberá verificarse 

[181 f Xl + mf yx = 0 

donde f Xt , f lJx indican las derivadas parciales tomadas en el 
punto XuVi. 

Si es 

[19] fx | = 0 , J’y l = 0 

la ecuación [18] se satisface para cualquier valor de m ; es 
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decir, cualquier recta que pase por el punto x x ,y x tiene en el 
mismo más de un punto de intersección confundidos. En este 
caso el punto se llama singular, y su estudio se hará en el § 
siguiente. 

Si [19] no se cumple, la ecuación [18] nos da 

[20] m = _ 

y por tanto existe una única recta que pasa por x x , y x , de coe¬ 
ficiente angular dado por [20], que tiene en dicho punto más 
de un punto de intersección con la curva. Esta recta se llama 
la tangente a la curva en el punto x x ,y x . 

Sustituyendo [20] en [16] y quitando denominadores, la 
ecuación de la tangente se escribe 

[21] (x — x x )f Xx + (y — yi)f Vx = 0 . 

Un punto que no sea singular, y en el cual exista por tanto 
una tangente bien determinada, se dice que es un punto ordi¬ 
nario de la curva 

Observación. Si f -u = 0, no puede escribirse [20], pero en¬ 
tonces, invirtiendo el papel de x y de y, la ecuación de la recta 
[16] puede escribirse x = x x -\-m x {y— y x ), y en vez de [18] 
se llega a la ecuación f Vx -f- m x f Xx = 0, que nos da m x = 0, o 
sea, la recta es paralela al eje y. El caso / xa = 0, f Xx =£ 0 sig¬ 
nifica, por tanto, que la tangente en el punto x x ,y x es paralela 
al eje y o sea, su coeficiente angular vale infinito, como se 
deduce también directamente de [20]. 

Ejemplo. Para hallar la tangente a la curva x *— y 1 -f 4x —1 = 0 
en el punto (1,2) basta observar que es /, = 2x + 4, /„ = — 2 y y por 
tanto /*i= 6 , fy, = — 4, resultando como ecuación de la tangente 
6 (a: — 1 )— i (y — 2 ) = 0, o sea, 6 * — 4y + 2 = 0 . 

Ecuación de la tangente en coordenadas homogéneas. Mu¬ 
chas veces, sobre todo cuando se trata de puntos en el infinito, 
conviene tener la ecuación de la tangente en coordenadas ho¬ 
mogéneas. 

Para obtenerla observemos que si el punto x x , y x que en 
coordenadas homogéneas será el (x x ,y x , 1) pertenece a la cur¬ 
va, será f(x Xt y x , 1) = 0 y por tanto, según la relación de 
Euler 1 

[22] x x f Xl (x x , í/i, 1) + y x fy x (* 1 , 1 / 1 ,1) + fu (xu Vi, 1) = U 

y siendo t Xx {x x , y x , 1 ), f yx (x x , y x , 1) las mismas derivadas par¬ 
ciales que aparecen en [21], esta ecuación puede escribirse 

1 Recordemos que la relación de Euler de las funciones homogéneas se escribe 

*/' + vf -f tf’ t = nf 

siendo n el grado de la función homogénea f (x. y. ti. 
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xf X : (21,1/1,1)+ VÍyx (2i, Uu 1) + ftx iXuVul) — ^ 

o bien, pasando a coordenadas homogéneas generales, por lo 
cual basta sustituir x por x/t,y por y/t y poner t donde fi¬ 
gura el 1. resulta, quitando denominadores, 

[23] xf Xx + vfy x + tf tl = 0 

que es la ecuación de la tangente en coordenadas homogéneas. 

Esta ecuación se diferencia de la [21] en que las deriva¬ 
das fx x , fyx > ftx se refieren a la función homogénea f(x,y,t) 
tomadas siempre en el punto x u y u í,. 

Si las tres derivadas parciales f Xl , f yi , ttx son nulas, la 
tangente en el punto x¡, y lt í x no está determinada y el punto 
es singular (ver el § siguiente). En caso contrario existe siem¬ 
pre tangente única dada por [23]. 

Ejemplos: 1. La misma curva del ejemplo anterior, en coordenadas 
homogéneas se escribe x 1 — y" -1- 4 xt — i' — 0 y es, por tanto, /, = 2.e ~ 4/, 
/„== — 2y, f,=4x — 2t. En el punto (1,2,1,), el mismo considerado an¬ 
teriormente, vale /.t,= 6 , /y, = — 4, ft, =2 y la ecuación [23] de la tan¬ 
gente resulta 6* — 4y 4- 2t = 0, igual que antes. 

7. Puntos del infinito de una curva algebraica. — Los pun¬ 
tos del infinito de una curva algebraica pueden encontrarse 
por el mismo método general de § 24-5 aplicable a cualquier 
curva, sea algebraica o no. Sin embargo, para el caso particu¬ 
lar de las curvas algebraicas, el uso de las coordenadas homo¬ 
géneas permite hallarlos de una manera más cómoda y ele¬ 
gante. 

En efecto, si f(x, y, t) = 0 es la ecuación de la curva en 
coordenadas homogéneas, puesto que los puntos del infinito es¬ 
tán caracterizados por la condición t = 0, ellos estarán dados 
por la ecuación 

[24] f(x,?/, 0) = 0. 

Ésta es una ecuación homogénea, de grado igual al de la 
curva, que suponemos n, y que, por tanto, como vimos en n 9 2, 
puede descomponerse en la forma 

[25] f(i,j/,0)s«(!/ — Xi x) (y — h>x).. . (y — Kx) = 0 

siendo Á¡ las raíces de la ecuación /(l, l, 0)=0. 

Los puntos del infinito de la curva / son los puntos del in¬ 
finito de las rectas y — /.¡x = 0, o sea, los puntos (1, X¡,0). 

Si la curva está dada en coordenadas no homogéneas y 
agrupamos los términos de grado n, los de grado n —1, etc., 
como se hizo en [9], en la forma 

[26] f (x, y) = fp n (x, y) + qv.-i(x, y) + <p«. 

al pasar a coordenadas homogéneas es 
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[27] f (x, y, t) =3= cp., (x, y) + fcp„-i (x, y ) -f ... -f t" (Cn 

v por tanto es f (x, y, 0)== cp„(x, y), lo cual permite enunciar 
el resultado anterior en la forma: 

Los -puntos del infinito de una curva algebraica están da¬ 
dos por las direcciones de las n rectas representadas por los 
términos de mayor grado de la ecuación no homogénea de la 
curva. 

pe [27] se deduce también f (1, 0) = <p w (l, l) y por tan¬ 

to, los coeficientes angulares de las rectas que dan las direc¬ 
ciones de los puntos del infinito son las raíces de la ecuación 
<p„(l,X) = 0. 

. ., . el número de puntos del infinito (distintos 

o coincidentes, reales o imaginarios) es siempre igual al gra¬ 
do de la curva. Así debe ser, por otra parte, puesto que ya 
sabemos que cualquier recta, en particular la del infinito, cor¬ 
ta a la curva en n puntos. 

Ejemplos: 1 La cúbica xy" — ** — y — 0 , tiene los puntos del infi¬ 
nito dados por xy 3 = 0 , o sea, son el punto del infinito del eje 2 /(ar = 0 ) 
y el del eje x(y = 0) contado dos veces. 

2. Los puntos del infinito de la cúbica y(y s —4.r) -f 3 (ar— y’) = 0 
están dados por y ( y 3 — 4x=) = 0 y por tanto son: a) y — 0, punto del 
infinito del eje x\ b) el punto del infinito de la recta y = — 2x‘, c) pun¬ 
to del infinito de la recta y = -f 2;r. En coordenadas homogéneas estos 
puntos son ( 1 , 0 , 0 ), ( 1 , 2 , 0 ), ( 1 .— 2 , 0 ). 

3. La cuártioa x'— y'+ x°y -i-2x 3 — l = 0 tiene los puntos del in¬ 
finito nados por a‘ — y‘= 0 , o sea, (* — y) (x + y) (x — iy) (x + iy)= 0 . 
tiene por tanto como puntos reales impropios los de las rectas y = x, 
y — — x Y como puntos imaginarios los de las rectas x = iy, x = — iy 
(puntos cíclicos del plano). 

8. Asíntotas de una curva algebraica. — Para las curvas 
algebraicas resulta cómodo definir las asíntotas como tangen- 
tes en los puntos impropios, o sea, 

Se llaman asíntotas de una curva algebraica a las tangentes 
en los puntos del infinito de la misma cuando éstas son rectas 
propias. 

Para determinarlas se puede seguir el método general 
(§ 24-5), válido para cualquier curva, pero en el caso de las 
curvas algebraicas es en general más cómodo alguno de los 
dos métodos siguientes 

a) Conocido el punto del infinito, la ecuación [23] de la 
tangente en coordenadas homogéneas, permite escribir inme¬ 
diatamente la ecuación de la asíntota. Es decir, si (x„ ?/,, 0) 

es el punto del infinito de la curva, la asíntota correspondiente 
será 

X fx x + Vfyx + tftx = 0 

donde las derivadas parciales están tomadas en el punto 

Xi, i/ a . ía = ü. 
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Ejemplos: 1. Los puntos del infinito de la curva x¡r — x ! — ?/— 0 
o en coordenadas homogéneas, X y- — oft — yt* = 0 , ya vimos en el eiem- 
D io 1 del número anterior que eran ( 0 , 1 , 0 ) y ( 1 , 0 , 0 ), este ultimo con¬ 
tado des veces. Siendo = y~ — 2 xt, f, = 2xy —t 2 , f, —x-— 2yt, en 

el punto ( 0 , 1 . 0 ) será /«.= 1 , /», = 0 , f tl = 0 y por tanto la asíntota es 

a; = 0 (el eje y). Para el segundo /*,= 0, /'y, = 0, — 1 y poi tanto 

la asíntota es ( = 0, o sea la recta del infinito. Esto explica que el punto 
(1 0 , 0 ) estuviera contado dos veces, puesto que la recta del infinito es 
tangente a la curva y por tanto tiene en dicho punto dos puntos comunes. 

2. Para la curva y (y- — 4«*)-f3(« s — if)t = 0, es 

f, = — 8 xy -|- 6 xt , f, = 3 y- — 4a 5 — 6 i/S , U = 3 (x 3 — y) 

y por tanto las tangentes en los puntos del infinito de la curva, que sor 

( 1 , 0 , 0 ), ( 1 , 2 , 0 ), 1 ,— 2 , 0 ) serán, respectivamente, 

_ 4 y + 3í = 0 , — 16a + 8 y — 9f = 0 , 16a 4- 8 y — 9t = 0. 

3. Los puntos del infinito de la curva a‘ — y' + x"y 4- 2a 2 1 = 0 

son, en coordenadas homogéneas, ( 1 , 1 , 0 ), ( 1 ,— 1 , 0 ), (l,i, 0 ), ( 1 ,—i,U). 
Escribiendo la curva en coordenadas homogéneas y derivando, resulta 

f, = 4a* + 2 xyt + 4at 3 , f y = — 4y a + a 3 t , f, = x’y + 4a 2 t — 4t* 

y por tanto las asíntotas correspondientes en los puntos dichos son: 

4 a — 4y + t = 0 , 4x + 4?/ — t = 0 , 4a + 4i¿/ -f it = 0 , 

4a — 4 iy — it = 0. 

4 . Sea la cúbica y 3 — ax 3 + bxy = 0. Sus puntos del infinito están 
los tres confundidos en el ( 1 , 0 , 0 ) o sea el punto del infinito del eje a. 
Para ver si hay asíntota o es un punto singular hay que hallar las de¬ 
rivadas parciales en él, resultando fácilmente /*, = 0 , /y, = 0 , f t, — — «• 
Por tanto es un punto ordinario y la asíntota resulta ser f = 0, o sea 

la recta del infinito. 

b) Otro método para hallar las ecuaciones de las asíntotas es el si¬ 
guiente. Hemos visto en n<> 7 que los puntos del infinito de la curva es¬ 
tán dados por las rectas y = K,x, siendo ). las raíces de la ecuación 
<p„ (1, ?.) = 0. Las asíntotas buscadas, por pasar por estos puntos, serán 
de la forma y = l,x + 8 . y todo se reduce a calcular los términos inde¬ 
pendientes 8 i. 

Para ello observemos que las intersecciones de la recta y = l.x-¡rt). 
con la curva [26] tendrán por abscisas las raíces de la ecuación 

[29] cf„(x, ).,x + 8 .) -f cp„-i(x, X,x 4- 8 .) -f ... 4- <F» = 0 

que siendo cp„, ..., polinomios homogéneos de grados n, n — 1 , ..., 

se puede escribir 

[30] + — ) + f 1» + -ÜM + ... + <P* = 0. 


+ ~r) + «""’cpii-i ( i, h 4- 


Sustituyendo en esta expresión los siguientes desarrollos de Taylor 
cp« ^ l,?.i + + ••• 

4-“ 7 “^ = cp„-i(l, ?.i) 4- + ••• 

ordenando, y dividiendo por x n , resulta que [30] equivale a 

<pn(l|?wi) 4" - [(f'„ (1, ?*i)8 i 4- <Fn-l(l, ?.|) ] 4- —r [•••] — 

X X 

El hecho de ser (f„ (1, h) = 0, nos dice que la ecuación última tiene 
una raíz x = co, lo que ya sabíamos, por el hecho de pasar la recta 
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y tz f. x -p 8 , por un punto del infinito de la curva. Para que esta raíz 
sea doble y por consiguiente la recta anterior resulte tangente en dicho 
punto a la curva, debe ser también nulo el coeficiente de 1 ¡x t y por 
tanto 


[31] 


crdi./. ) 


Ésta es la fórmula buscada que nos da los términos independientes 
8 . de las ecuaciones de las asíntotas. 


Ejemplo. Sea la curva y 3 — 4 x*y — 4 y- + 5y 4- 3# — G = 0. Es 
cf„(l, a)= ?, 3 — 4). y por tanto )., = 0, /.o = 2, U = — 2. Por otra parte es 
>.) = — 4/. a , cp'i, (1, ?.) = 3¿ 2 —4. Por consiguiente, aplicando [31] 
resulta 6 , = 0 , 8 a = 2 , 8 * = 2 y las ecuaciones de las asíntotas serán 
y = 0, y — 2x + 2, y = — 2x 4 2. 


§ 27. Puntos singulares de una curva algebraica 

1. Puntos múltiples. — Ya hemos visto (§ 26-3) cómo de¬ 
be contarse la multiplicidad de los puntos de intersección de 
una recta con una curva algebraica. Sentado esto, se adopta la 
siguiente 

Def. Un punto (x, y) de una curva algebraica f(x, y)=0 
se dice Que es múltiple ele orden r, cuando todas las rectas que 
pasan por él, excepto un número finito , tienen r puntos de in¬ 
tersección con la curva confundidos en dicho punto . 

Para r = 1, el punto se llama simple u ordinario ; para 
r > 2, se llama múltiple o singular . En particular, para r = 2, 
se llama doble ; para r = 3, triple, etc. 

Ejemplos y votas: 1. En § 26-3 vimos que en los puntos simples 
u ordinarios, todas las rectas tienen una sola intersección con la curva 
en el punto considerado, excepto la recta tangente que tiene más de uno, 
de acuerdo con la definición anterior. 

2. Sea la cúbica X a —if + 3x* — y* = 0. Consideremos una recta ar¬ 
bitraria yz='/.x que pase por el origen. Las intersecciones de esta recta 
con la cúbica se obtienen eliminando y, o sea resolviendo la ecuación 

x*(1 — /. 2 ) 4- 3x 3 — IV = 0. 

La raíz x — 0, a la cual corresponde el punto de intersección x = 0, 
y = 0 (origen) es doble para todo /. ^ ± 1 y triple para los valores 
). = ± I. Es decir, todas las rectas que pasan por el origen, excepto las 
dos y = x, y = — x t tienen con la curva dos puntos de intersección con¬ 
fundidos en dicho punto. Las rectas y rr ± x t en cambio, tienen cada una 
tres puntos de intersección. Según la definición dada, el origen es un 
punto doble de la curva. 

3. De la definición del punto múltiple y del teorema de Bezout (§ 26-5) 
se deducen algunas consecuencias inmediatas impor.antes. Por ejemplo, 
una cúbica no puede tener dos puntos dobles si es irreducible; en efecto, 
en tal caso la recta que los une tendría 4 puntos de intersección con la 
curva, contrario al teorema de Bezout. Si es reducible, sí puede tenerlos; 
así la cúbica formada por una cónica y una recta tiene como puntos do¬ 
bles los dos en que la recta corta a la cónica. 

En general, una curva irreducible de orden v que tenga un punto 
múltiple de orden n — 1 . tiene todos los demás puntos simples. 
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2. Propiedades de los puntos múltiples. — Puesto que la 
multiplicidad con que hay que contar los puntos de intersec¬ 
ción de una recta con una curva no depende del sistema de 
coordenadas, lo mismo ocurrirá con el orden de multiplicidad 
de un punto de la curva. Es decir: el orden de multiplicidad 
de un punto de una curva algebraica es intrínseco a la curva, 
es decir, no depende del sistema de coordenadas. 

Aprovechando esta propiedad, es casi siempre cómodo para 
estudiar un punto de una curva y ver su multiplicidad, elegirlo 
como origen de coordenadas. 

Supongamos, pues, que ya hemos trasladado los ejes y que 
queremos estudiar el origen de coordenadas, punto que perte¬ 
nece a la curva. La ecuación de la curva, agrupando los tér¬ 
minos del mismo grado, será de la forma 

[ 1 ] f (x,y) = <pr(.x,v) + <pr+i(x,y) + ... + qp n(x,y) 

donde tp r , <p r+ i, •••. son polinomios homogéneos de grado r, 
r + 1 , .... y siendo r > 1 . 

Las intersecciones de esta curva con la recta y = Ix se ob¬ 
tendrán resolviendo la ecuación resultante 

í(x, Ix) = z r (p r (l,X) + x r * x (pr+i (I,?-) +... + *"<P. 0+) = 0 

Exceptuados los valores de X para los cuales es cp r (1, M = 0» 
para todos los demás, la ecuación anterior tiene la raíz x = 0 
múltiple de orden r. Por tanto: 

a) El orden de multiplicidad del origen es igual al grado 
de los términos de menor grado de la ecuación de la curva. 

Las rectas y =* X¡ x, cuyo coeficiente angular h satisface 
a la ecuación cp r (1,Xj) =0, tienen por lo menos r+1 pun¬ 
tos de intersección con la curva confundidos en el origen. 
Ellas son las llamadas tangentes en el punto múltiple. Siendo 
q> r (1, X) de grado r, tendrá r raíces, distintas o confundidas, 
reales o imaginarias. Además, siendo cp r (1,/-) = ®(X 
(X— X-) ... (X — X r ) será también cp r (x, y) = a (y — liX) 

(y — h 2 x) ... (y — l r x ), es decir, la ecuación conjunta de las r 

tangentes es la cp r (x,y) = 0. En resumen: 

b) Todo punto múltiple de orden r tiene r tangentes, dis¬ 
tintas o confundidas, reales o imaginarias. Si el punto múltiple 
es el origen de coordenadas, la ecuación conjunta de las tan¬ 
gentes es la cp r (x,y) = 0, formada con los términos de menor 
grado de la ecuación de la curva. 

Ejemplos: 1. La curva x* — y 1 + x’y — x* = 0 tiene el origen como 
punto doble y las tangentes en él están dadas por x 2 — y — 0 , o sea 
son yz=x, — x. 

2. La curva x 2 (y — 4x) + a 5 — y 6 = 0 tiene el origen como punco tri¬ 
ple con la tangente simple y = 4x y la x = 0 contada dos veces. 
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3. La curva x* — x~y — y 3 = 0 tiene el origen como punto triple, con 
la tangente y = 0 real y las rectas isótropas y = ix, y — — ix como tan¬ 
gentes imaginarias. Obsérvese que en un entorno del origen la curva 
presenta un solo arco real, tangente al eje x, con toda la apariencia de 
tener el origen como punto simple. 

Si el punto múltiple de orden r en vez de ser el origen es 
el punto Xu, y la ecuación de la curva se podrá escribir, por 
una traslación de ejes, 

[2] f(x, y) = cpr (x — y — y u ) + 

<p r +i (x — x 0 , y — y„) + ... = 0 

siendo ahora cp r , cp r .i, ..., polinomios homogéneos en los bino¬ 
mios x — x 0 , y — y n . 

Conoceremos, pues, que un punto Xo, Uo es múltiple de or¬ 
den r, si f (x,y) puede escribirse en la forma [2]. 

De [2] se deduce que la curva de ecuación f x = 0, 

o sea 

[3] 

, _ ó rp,(,r — a.Q, ?/ — ?/„) , ¿cp,., (x — x n , ?/ —?/n) , _ 

Tx - 6(x — Xo) ' b(X — Xo) 1 

tendrá como grado de los términos de menor grado en x — x 0 , 
y — Po, el valor r — 1. 

Análogamente, la curva de ecuación f y = 0, o sea, 

[4] 

f _ 6 (pAx — Xo, y — yo) L 6 cp.. M (x — Xo. y — yo) _ 

h ~ 6(2/ — 2/o) ‘ ó O/—¡/o) -I- ... - 

tiene los términos de menor grado, de grado r —1. De aquí: 

c) Si 7in punto es múltiple de orden r para la curva f — 0, 
es múltiple de orden por lo menos r — 1 para las curvas 

fx = 0, f y = 0. 

Decimos “por lo menos” porque puede darse el caso en que 
sea múltiple de mayor orden. Para la curva f x — 0 esto ocu¬ 
rrirá solamente cuando la derivada ótp,/'(.r — x n ) sea idénti¬ 
camente nula, o sea, cuando q> r (x — x 0 , y — y<¡) únicamente 
dependa de y — y„. Análogamente, para />■ = 0, dicho caso se 
presentará cuando cp,(.r — x 0 ,y — y 0 ) dependa sólo de x — x 0 . 
Por ejemplo, el origen es triple para la curva y 3 + x 2 y 3 + a: r, =0 
y es cuádruple para la f x = 2x y* + 5ar* = 0. 

3. Determinación de los puntos múltiples. — Según el últi¬ 
mo teorema, los puntos múltiples deberán satisfacer a las tres 
ecuaciones 

[5] / = 0 , f x = 0 , f r = 0. 

Como se trata de un sistema de tres ecuaciones con dos 
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incógnitas, se comprende que “en general” las curvas carece¬ 
rán de puntos múltiples. . 

Para tener en cuenta los puntos del infinito, conviene usar 
coordenadas homogéneas. Entonces, teniendo en cuenta la re¬ 
lación de Euler (§ 26, nota del n? 6) el sistema [5] equivale a 

[6] U - 0 , /, - 0 , A = 0 

donde aquí las derivadas parciales son tomadas de la ecuación 
homogénea f (x, y, t) = 0. En resumen: 

Los puntos múltiples de una curva, si existen, se hallarán 
resolviendo el sistema [5] si la curva está dada en coordena - 
das no homogéneas , o bien el sistema equivalente [6] si esta 

dada en coordenadas homogéneas. 

Para ver que hay curvas de grado tan elevado como se 
quiera y que carecen de puntos múltiples, basta considerar el 
ejemplo x n + y n — t n = 0, con n un entero positivo cual¬ 
quiera. Si tuviera puntos múltiples, ellos serían solución del 
sistema n x'^ 1 = 0, n i/'* 1 = 0 ,n t'- 1 = 0, que sólo tiene la solu¬ 
ción (0,0,0), que no corresponde a ningún punto. 

Aplicando el mismo razonamiento del final del número an¬ 
terior, a las curvas /*, />., resulta que si un punto es múltiple 
de orden r para /, lo será de orden por menos r—2 para 
las curvas f xx = 0, f xy = 0,f yy — 0. 

Procediendo sucesivamente, se tiene que si un punto es 
múltiple de orden r debe anular a todas las derivadas par¬ 
ciales hasta las de orden r — 1. Como el número de deriva¬ 
das parciales de primer orden es 2, de segundo orden 3, .... 
resulta que si un punto es múltiple de orden r debe satisfacer 
a i_|_ 2 + 3-P ...+r = £r(r + l) ecuaciones. Por tanto, ello 
impone J-r(r+l) condiciones a los coeficientes de la curva. 
Comparando con § 26, n 9 4, donde se vió que cada punto da 
una condición para determinar la curva, el hecho anterior se 
suele enunciar. 

Dar un punto múltiple de orden r equivale a dar 4r(r 4-1) 
puntos simples. 

En particular, un punto doble equivale a tres simples, un 
triple a seis simples, etc. 

El problema de la determinación de los puntos múltiples de una cui - - 
va presenta dos partes. Primero, averiguar si la curva tiene o no puntos 
múltiples; segundo, hallar estos puntos en el caso de que existan. 

Para lo primero hay que ver si el sistema [5] (o el [6]) es compa¬ 
tible, para lo cual el álgebra da una regla general. Se elimina una de 
las variables, por ejemplo la y entre las dos primeras ecuaciones, obte¬ 
niendo la resultante R,(*) = 0. Se elimina luego la misma variable entre 
las dos últimas ecuaciones /, = 0, f« = 0, obteniendo otra quitante 
R 3 (;t) — 0. Luego se ve si las dos ecuaciones R,(a;)=U, — u uenen 

alguna raíz común o no, para lo cual basta ver si es nula la nueva re¬ 
sultante R* obtenida eliminando x entre estas ecuaciones. I odas estas 
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operaciones consisten en el cálculo de determinantes, es decir, son opera¬ 
ciones racionales 1 . Sin embargo ellas suelen ser largas y engorrosas. 
Siempre que se pueda es preferible usar artificios adecuados a cada caso 
particular. 

Habiendo utilizado el sistema [5], las soluciones correspondientes a 
la recta del infinito pueden haber escapado, es decir, no han sido tenidos 
en cuenta los posibles puntos múltiples en el infinito. Para averiguar su 
existencia, basta escribir el sistema [ 6 ] y hacer en él £ = 0 ; los puntos 
múltiples impropios, si los hay, deben ser soluciones del sistema 

f,(x,y,0)=0 , fy(ír, 2 /, 0 ) = 0 , fi (x, y, 0 )= 0 

cuya compatibilidad se averigua por el mismo método indicado para el 
sistema [5]. 

Si resulta que la curva tiene puntos múltiples, para la determina¬ 
ción efectiva de los mismos se procede así: sabiendo que Ri(x) = 0, 
R*(x) = 0 tienen alguna raíz común, se busca el máximo común divisor 
de los polinomios Ri(x), Re(x), sea cp(x). Las raíces de cp(x) = 0 serán 
las soluciones comunes a R,(x)=0, R 2 (x) = 0 y por tanto entre ellas 
estarán las abscisas de los puntos múltiples. Con las distintas raíces de 
( f (%) = 0, cada una de las ecuaciones [5] dará una ecuación en la varia¬ 
ble y ; se buscan las raíces de estas ecuaciones y las raíces comunes (que 
deben existir dado el método seguido) serán las ordenadas de los puntos 
múltiples. Obsérvese que esto obliga a la solución efectiva de ecuaciones 
que en general son de grado superior, lo cual, como es sabido, no siempre 
es posible mediante un número finito de operaciones algebraicas. 

En resumen, así como la averiguación de si una curva tiene o no 
puntos múltiples puede hacerse siempre mediante un número finito de 
operaciones racionales, la determinación efectiva de estos puntos múlti¬ 
ples, caso de existir, obliga generalmente a la resolución de ecuaciones 
de grado superior. 

Ejemplos : 1. Averiguar si tiene puntos múltiples la curva 

f = x K — x*y + 3x a — 5y + 1 = 0. 

Se tienen las ecuaciones 

/* m 4x* — 3 x*y + 6 x = 0 , f u = — x * — 5 = 0. 

Este caso es simple, pues la última ecuación no contiene la y. Ade¬ 
más, eliminando y entre / = 0 , /* = 0 , para lo cual basta resolverlas 

respecto de y e igualar los valores obtenidos, resulta 

_ 3 a 4 + 20x 3 — 3x a + 30x = 0. 

Como esta ecuación y la ar n -f-5 = 0 no tienen raíz común, el sistema 
[5] es incompatible. 

Resulta, por tanto, que la curva no tiene punios múltiples a distan¬ 
cia finita. Para ver si los hay en el infinito, escribiendo f en coorde¬ 

nadas homogéneas, se tiene el sistema 

ír(x f y f 0) = 4x 3 — 3x 9 y = 0 , f y (x, */,()) = — x 3 = 0 , 

fr(X,2/,0) = 0 

que tiene la solución x = 0. Por tanto la curva dada tiene como único 
punto múltiple el punto del infinito del eje y 

2. Hallar los puntos múltiples, si existen, de la cúbica 
/ = 4x 3 — 4x 3 — 4 y 2 — 4x — 12 y — 5 = 0. 

Se tienen las ecuaciones 

/* = 12x 2 — 8 x — 4 , f v = — Sy — 12 
cuyas soluciones comunes son 

(x = 1, y = — 3/2) , (x = — 1/3, y = — 3/2) . 


1 Para e^taR cuestiones se puede ver cualquier libro de Algebra o bien la obra: 
Rmr Pastor, Pf Caluma. Trbjo. AtuUUío Matemático. Yol. I, pá*. 572. 
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De estas soluciones sólo la primera satisface la ecuación / = 0. Por tanto 
la cúbica tiene el solo punto múltiple x = 1, y = — 3/2. 

En el infinito no puede haber ningún punto múltiple, porque una 
cúbica no puede tener más de uno, cosa que por otra parte resulta in¬ 
mediata por el método del ejemplo anterior. 

3. Ver si tiene puntos múltiples la cúbica 

f = x 3 — y s + 2xy — 3 = 0. 

Se tienen las ecuaciones 

f, = 3* s + 2y = 0 , f u = — 3y= + 2x = 0 
de cuyo sistema se deduce 

3(x 2 —y 2 ) -f 2(x -f ?/) =0 o sea (* + y) [3(a: — y) + 2] = 0. 

La solución y =— a:, sustituida en el sistema f, = 0, /„ = 0 da ¡as 
posibilidades (x = 0, y = 0), (* = 2/3, 2 / = — 2/3) ninguna de las cuales 
satisface a f = 0. La otra solución de la última ecuación es x = y— i, 

que puesta en la ecuación /„ = 0 da ¡/=(l±iV3)/3 y por tanto 

x = y — n=( —1 ± i V 3) /3. Como tampoco esta solución satisface a 
f — 0 resulta que la cúbica dada no tiene puntos múltiples a distancia 
finita. Para ver si los hay en el infinito, escribiendo / en coordenadas 
homogéneas y derivando resulta 

f.(x, V, 0) = 3x a = 0 , f.,(x, y, 0) = — 3y a = 0 , 

f. (x,y, 0) = 2 xy = 0 , 

sistema que sólo tiene la solución x = 0, y= 0 que junto con t — 0, no 
corresponde a ningún punto. 

4. Hallar los puntos múltiples de la astroide (§ 26-1) 

/ = (ar* + 2 / a — a 2 ) 3 + 27a W = 0. 

Se tienen las ecuaciones 

f, = 6 (x 2 + y 2 — a 2 ) 2 x + 54a 2 xy 2 = 0 
J\ = G(x 2 + y J — a ; )-y + 54a Vy = U 

de las cuales se deduce 

yfx — x/„ = 54a 2 xy(y 2 — x 2 ) = 0. 

Para * = 0 se tienen las soluciones y=± a. Para y = 0, las solu¬ 
ciones x = ± a, para y = ± x, la ecuación f, = 0 da (2x 2 — a 2 ) 2 = —9aV 
y la / = 0 da (2a; 2 —a 2 ) 3 =— 27a 2 * 1 . De ambas ecuaciones se deduce 
a 2 + x 2 = 0, o sea, x = ± ia. En resumen, tenemos ocho puntos múltiples, 
a saber: (0, a), (0, — a), (a, 0), (—a, 0), (ia, ia), (ia, —ia), 

(—ia, ia), (—ia, —ia). 

Con esto quedan agotadas las posibilidades a distancia finita. Para 
los puntos del infinito, tenemos el sistema 

f,(x,y,0) = 6(x 2 + y 2 )x = 0 f v (x, y, 0) S 6(ar + y 3 )y = 0 , , = 0 

que admite la solución x a + y 2 = 0, o sea, y= ± ix. Es decir, a los ocho 
puntos anteriores hay que añadirle los dos puntos del infinito de las 
rectas isótropas y = ± ix, o sea, los puntos cíclicos del plano. 

4. Puntos múltiples en el infinito. — El método del n 9 2 de 
llevar el punto que se quiera estudiar a coincidir con el origen 
de coordenadas por una traslación de ejes, no se puede aplicar 
cuando se trata de un punto del infinito. Sin embargo, utili¬ 
zando coordenadas homogéneas, por una rotación de ejes se 
podrá lograr que el punto sea el del infinito de uno cualquiera 
de los ejes, sea del eje y, o sea el punto (0, 1, 0), sea del eje x. 
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o sea el punto (1,0,0). Entonces el estudio se hace igual¬ 
mente que para el origen (0,0,1), con sólo permutar el pa¬ 
pel de las variables. 

Supongamos, para fijas las ideas, que el punto singular 
sea el (0,1,0). Escrita la ecuación en coordenadas homogé¬ 
neas, así como hemos visto que las tangentes en el origen 
(0, 0, 1) están dadas por los términos de menor grado en x, y 
al hacer t = 1, de la misma manera las tangentes en el punto 
(0, 1, 0) estarán dadas por los términos de menor grado en 
x, t, después de hacer y = 1. 

Ejemplos-. 1. Sea la curva x"-y-— a-y a + b" x 2 = 0. En coordenadas 
homogéneas es x-y-— a ! y"t 3 + Irx'-t- = 0 y al hacer y=l los términos de 
menor grado son * s — a't"; por tanto el punto del infinito del eje y es 
doble y sus tangentes son las rectas x 2 — a 2 í= = 0, o sea, x = + a, 
x — a - Éstas serán las dos asíntotas de la curva paralelas al eje y 

\ 1 *b # 1 Uo ) • 



Fte- 103. Fig. 104. 


También el punto del infinito del eje x pertenece a la curva y es 
un punto doble, pues al hacer en la ecuación homogénea x = 1 los tér¬ 
minos de menor grado dan la ecuación y~ + b 2 t 2 = 0, que representa dos 
rectas imaginarias. En este caso las dos tangentes son imaginarias 
( 2 / — 2 / = — ib); se dice que se trata de un punto aislado . 

..43 2-^Sea la cúbica x + y * — y 2 x = 0 . En coordenadas homogéneas es 
~ ^ hacer x=\, los términos de menor grado dan 

1 —V — 0. Por tanto el punto del infinito del eje x es doble v sus tan¬ 
gentes son y=±l (fig. 104). 

5. Puntos dobles: sus clases. — Según el n? 2, b), en un 
punto doble la curva debe tener dos tangentes, que pueden ser 
reales o imaginarias, distintas o coincidentes. Según los dis¬ 
tintos casos que pueden presentarse, se tienen los siguientes 
tipos de puntos dobles: 


244 


CURVAS PLANAS 


§ 27 -5 


1. Ñoclos. Son los puntos dobles con dos tangentes reales. 

Por ejemplo, la curva x 2 — y- — x :f = 0, tiene en el origen 
un punto doble con las dos tangentes y = x, y = — x ; por tan¬ 
to es un nodo (fig. 105). 

2. Nodos con tangentes imaginarias o puntos dobles ais¬ 
lados. Son los puntos dobles reales con dos tangentes imagi¬ 
narias. 




Fig. 105. Fig:. 106. 

Por ejemplo, la curva x- + V~ — # 3 = 0 tiene el origen co- 
mo punto real, pero las tangentes en él son las rectas imagi¬ 
narias y = ix, y = — ix. En un entorno del origen no hay 
ningún otro punto de la curva, puesto que para que y sea real 
debe ser x > 1 (fig. 106). 

3. Cúspides ordinarias o de primera especie. Son los pun¬ 
tos dobles con las dos tangentes coincidentes, de manera tal 
que la tangente única tenga exactamente 3 puntos de coinci¬ 
dencia con la curva confundidos 
en el punto de contacto. 

Se llaman también puntos de 
retroceso de primera especie, pues 
la forma de ellos es siempre la de 
la fig. 107, con dos ramas situadas 
a distinto lado de la tangente co¬ 
mún. 

Por ejemplo, la curva y- — 
— x 3 = 0 tiene en el origen una 
cúspide ordinaria, puesto que la 
tangente única y = 0 tiene con la 
curva 3 puntos comunes en este 
punto, como se ve eliminado y en¬ 
tre la ecuación de la tangente y la 
de la curva, lo que da x 3 = 0. 



Fík. 107. 
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4. Tacnodos. Son puntos dobles con las dos tangentes 
coincidentes, pero en los cuales la curva no presenta retroceso, 
si no que en el entorno del punto, se comporta como dos ra¬ 
mas tangentes en un punto ordinario. En un tacnodo, la cur¬ 
va y su tangente tienen por lo menos 4 puntos comunes con¬ 
fundidos en el punto de contacto. 

Por ejemplo, la curva y-~ry- x — x 4 = 0 tiene un tacnodo 
en el origen (fig. 108). En este caso la tangente separa a las 
dos ramas de la curva, pero puede ocurrir también que las dos 
estén de un mismo lado, por ejemplo para la curva y- — 3 x 2 y — 
— y 3 + x* = 0 (fig. 109). 


y* 



viu. m. fík. 109 . 


5. Punto aislado con tangente real. Puede darse el caso de 
que el punto sea aislado, o sea no haya otro punto real de la 
curva en un entorno del mismo, y sin embargo la tangente sea 
real. 

Tal es el caso del origen para la curva y' 2 — y 2 x -f- x* = 0, 
cuya tangente en el origen es el eje x. 

G. Cúspides de segunda es¬ 
pecie. Son puntos dobles con las 
dos tangentes coincidentes en 
los cuales la curva presenta un 
retroceso, pero manteniéndose 
las dos ramas de un mismo la¬ 
do de la tangente común (en un 
entorno del punto) (fig. 110). 

Se llaman también puntos de 
retroceso de segunda especie. 

En ellos, la curva y la tangente 
tienen por lo menos 4 puntos fík. no. 

de intersección confundidos. 

Por ejemplo, la curva y' 1 — 2 x 2 y + x* — .r 5 = 0 tiene en 
el origen una cúspide de segunda especie, como se ve inmedia- 
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tamente observando que se puede escribir en la forma (y — x-) 2 
— x 5 — 0, o sea y — x- ± x'-. 

Aunque en la representación gráfica todo punto doble es 
siempre de alguno de los tipos anteriores, pueden presentarse 
otros tipos más complicados si se tiene en cuenta el orden del 
contacto de cada rama con las tangentes o tangente a la cur¬ 
va, el cual puede ser tan elevado como se quiera si el orden 
de la curva es suficientemente grande. 

. s ^ _ ve por los tipos anteriores, un punto doble de 

una curva irreducible nunca puede presentar el aspecto de un punto ordi¬ 
nario; siempre hay dos 
ramas de la curva que 
llegan a él. En cambio, 
para puntos singulares 
de orden de multiplici¬ 
dad impar, puede ocurrir 
que el aspecto geométri¬ 
co de la curva no haga 
notar en modo alguno la 
existencia de la singula¬ 
ridad 

Por ejemplo, la cur¬ 
va s* + y A — y(x* + y 2 ) =: 
= 0 tiene el origen como 
punto triple . Sin embar- 
Fi e , U1> go el aspecto aparente 

de este punto es el de 
nn ril , ... , un punto ordinario (fig. 

111). Ello es debido a que, cuando la singularidad es de orden impar, 

puede haber una sola rama real que pase por el punto, siendo las restan¬ 
tes imaginarias. 

6. Estudio general de un punto doble. _ Dada la ecuación de una 
curva, ya dijimos que para estudiar uno de sus puntos era cómodo tras¬ 
ladar primero el origen de coordenadas al mismo. Una vez hecho esto, 
el orden <.e multiplicidad del punto se conoce inmediatamente, por ser 
igual al grado de ¡os términos de menor grado. Lo que ya no es inme¬ 
diato o incluso puede llegar a ser muy complicado en el caso de tangentes 
coinciden tes, es averiguar la disposición o forma de la curva alrededor 
del punto múltiple. Aquí vamos a resolver el problema únicamente en el 
caso de un punto doble, siguiendo un método que sirve también para un 
punto mútliple cualquiera, pero que en tal caso los desarrollos son más 
complicados y entran ya en el dominio de la Geometría Algebraica. 

Es fundamental el siguiente 

Lema. Dada una ecuación algebraica de la forma 

[7] F ( x , y) = Ax + B y + Cx 2 + D xy + E y 2 + ... + P y n = 0 
con B 0, ella se puede satisfacer por una serie de la forma 

[8] y = ai x + a 2 x- + a 3 x 9 + ... 
la cual es convergente en un cierto entorno de x = U. 

La existencia de esta serie se deduce del teorema general sobre fun¬ 
ciones implícitas, según el cual dada una función F(a;, y) con derivadas 
parciales F x , F y continuas y un punto ( x> t y o) en el cual sea F(x 0 , y 0 ) =0, 
F|/ (x 0t yo) =£ 0, existe un entorno de x 0 en el cual la ecuación F(.r,?/)=r0 
define a y como función unívoca de x , función y=zy(x) que es continua 
v derivable en dicho entorno de x 0 . En el caso del lema, en que F (x,y) 
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es un polinomio, la función y ( x ) no sólo es continua y derivable, sino 
que es analítica, o sea, desarrollable en serie de potencias en un entorno 
de x». 

Admitida esta existencia, la serie [8] se calcula fácilmente por 
coeficientes indeterminados, sustituyendo [8] en [7] y anulando sucesi¬ 
vamente los coeficientes de x en la serie resultante. Se obtienen así las 
ecuaciones 

A + B ai = 0 

C + B u 3 + D ai -f-E ar = 0 
F + B a 3 -r D c /.2 + 2 E a x a 2 + G ax + H ai 2 — 0 


que permiten de manera recurrente ir calculando ai, a 2 , as, . .. Obsérvese 
que el hecho de ser B^ü es fundamental, pues en caso contrario la 
primera ecuación ya no permite el cálculo de ai. 

Sentado este lema fundamental, sea una curva f(x, y)=0 que ten¬ 
ga el origen como punto doble. Su ecuación general será de la forma 

[9] f(x, y) S aox 2 + a x xy + a«y 2 + b,x* + b x x 2 y + b z xy* + b ¿ y s + ... =0 

donde algunos coeficientes pueden ser nulos, pero no a 0 , ai, a* a la vez, en 
cuyo caso el origen sería por lo menos triple. 

Para estudiar el comportamiento de la curva en el entorno del ori¬ 
gen, hagamos y = X .r. La ecuación de los coeficientes angulares de las 
tangentes es (§ 26-6) 

[10] a 0 4- aiX + a 2 X a = 0. 

Consideremos primero el caso en que esta ecuación tenga dos raíces 
distintas, o sea a, 2 — 4a 0 a 2 í^^. Sean estas raíces Xi, a*. 

Hagamos 

[11] V = *(Xi + 2/i) 

siendo Xi una de las raíces Xi, X*. Sustituyendo en [9] y teniendo en cuen¬ 
ta que X, es raíz de [10] resulta, después de dividir por x 2 , 

[12] (üi -f- 2a¡Ai) V\ 4- d:V\ + (b* + bj?wi -f- bík* 4 - b\h 9 )x 4~ ... =0. 

Por ser X§ raíz simple de [10] no anula a la derivada del primer 
miembro y por tanto es a x + 2a 2 X< 0. Por consiguiente, según el lema 
fundamental, en un entorno del origen existirá un desarrollo de la forma 

y x = ai 1 x + a 2 ‘ x 1 4- a : .' X a 4- ... 

donde ai 1 ,a» 1 , ..., son coeficientes que dependen de Xi. 

Por tanto, sustituyendo en [11] queda 

[13] y = hx -f ai 1 x 2 4- a*' x* + ... 

Estos dos desarrollos nos dan el comportamiento de la curva alre¬ 
dedor del origen respecto de las dos tangentes y=).>x. 

Si Xi, /-2 son imaginarias, la curva no tiene puntos reales en un en¬ 
torno del origen: se trata de un punto aislado. 

Si Xi, X 2 son reales, el origen es un nodo y las dos ramas del mismo 
están aproximadas, en un entorno del origen, por las parábolas 

y = hx + ai 1 x 2 , y — Xa» + ax* x*. 

Pasemos ahora al caso en que [10] tiene las dos raíces confundidas. 
Entonces el coeficiente de y en [12] resulta nulo y no puede aplicarse 
el método anterior. 

En este caso hay una sola tangente en el origen y por una rotación 
de ejes podemos hacer que la misma sea el eje x . Entonces la ecuación 
de la curva toma la forma 

[14] y ¿ 4- {a,X a 4 - a^fy 4 - a 2 xy 2 4 - a*y*) + (&<#* + b x x 9 y + ...) 4- . .. = O 
donde los coeficientes ai, b, ya no son, naturalmente, Tos mismos que 
aparecen en [9]. 
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Haciendo 

[15] y = xy, 

y dividiendo por x s , la ecuación [14] queda 

[JG] Vi -|- («o + 4-ttsí/i 2 + 032 /í 3 ) x -f- 6.x 5 -f 6,r¡/i 4 ... =0. 

Hagamos ahora 

[17] x = x? , y, = x, (X 4 y,) 

siendo X un parámetro que en seguida vamos a determinar. Sustituyen¬ 
do y dividiendo por x¡ 3 , queda 

[18] 

(X a + ao) -f 2Xy a + a.í.a-! 4 (6„ 4 flíX 2 )x, 5 4- V? 4- («i 4- 2Xa 2 ) x,y : 4- ... = 0. 
Hay que distinguir dos casos: 

a) a»v^0. Tomando X = ±■ V—ct„, en virtud del lema fundamen¬ 
tal, de [18] se pueden d educir dos desarrollos, correspondientes a 

Xa = 4 V — cío , h~ = — V — o 0 . Sean éstos 

ya = cti' x t 4- a-. 1 a;.* 4- aj 1 a:,* 4- ... (i = 1,2). 

De aquí, según [17] y [15], 

[19] y = ± V'—Oo**/a 4- a,' x 2 4- a» 1 xV= 4 cc' x s 4- ... 

Resulta por tanto que la curva tiene dos ramas, una a cada lado de 
la tangente única, aproximadas por la cúbica y* 4 -cwe* = 0. El punto 
es una cúspide de primera especie. 

b) a o = 0. En este caso, hagamos en [16] 

[20] yi = x (h + ya) 
con lo cual queda, después do dividir ñor x*. 

[21] X a 4- a,h 4 bo 4- (2). 4- a,) Va 4 yi 1 4- (<hX a 4- 6.X) *4... = 0. 

Si las raíces de la ecuación X a 4 a,X -f b„ = 0 son distintas (o sea, 
— 45o 7^0), la derivada 2X 4 n, será distinta de cero para ellas, y por 
tanto, tomando por X cualquiera de estas raíces Xi, Xa existirán los desarro¬ 
llos t •• 

7/3 = di' x 4 a 2 'x a 4 OaV, 4 ... 

de los cuales, según [20] y [15], se deduce 

[22] y = XiX 3 4 cu 1 * 3 4 aaV 4 ... (i =1,21 

Esto nos dice que hay dos ramas tangentes al eje x, aproximadas 
respectivamente por las parábolas y = ha 1 , y = X 2 x 2 . 

Si Xi, X 2 son reales se trata de un tacnodo; si son imaginarias de 
un punto aislado con tangente doble real, la cual tiene 4 puntos comu¬ 
nes con la curva en el punto del contacto. 

Queda finalmente el caso en que el término independiente de [21] 
tenga las dos raíces confundidas. Entonces, al tomar X igual a esta raíz, 
que representaremos por X 0 , el término en y 2 de [21] desaparece, que¬ 
dando una expresión de la forma 

V 3 4 Ax 4 Bx ! 4 Cxy 2 4 ... = 0 
que es análoga a la [16], pero ahora con ya ligada a y por [20] y [15]. 
Se puede repetir todo lo anterior. Si es A4 0, por los cambios 

[23] x = Xi* , y, = Xi (X 4 y 3 ) 

y eligiendo X = ± V —A, se llega a un desarrollo del tipo 

ya = ai' Xi 4 «2* x 3 4 • • • 

de donde 

ya = ± V — A x, 4 ai' xr 4 a 1 í,‘ 4- ... 


según [20] 
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y, = ÁoXi 5 ± V — Axi* 4 a, 1 Xi 4 4 a»' x^ 6 4 ... 
y finalmente, según [15] y poniendo de nuevo x, a = x, 

[24] y = Xox- ± V~— ÁxVí 4 cii'x 2 4 a 2 ‘ x'h- 4 ... 

„„„ La * UrV f P re senta, en un entorno del origen, dos ramas situadas a 
uno y otro lado de la parábola y = y sólo'es reaf a un lado de! 

m-to-f» ? P 0 Slt, J° ° el ne *“ tlv .®» se S ún sea A negativo o positivo El 

igcn es, poi tanto, una cúspide de segunda especie. 

Si todavía fuera A = 0, habría que proseguir con nuevas sustitu- 

pa , la V * y siem P re hasta llegar a un coeficiente de y, y. 

oñ ■ Cer °’ ? ara *?° de1 ’ aplicar el lema fundamental y lueío volver 

en orden inverso hasta las y, x primitivas. * 

los nnntn C eS ^ n m n ’ podemos forma r el siguiente cuadro para clasificar 

refieren al or^en ^"cooTenldaT C ° efidentes reales - Lo * «altado, se 

I. Curva: 

° 4 ** + a,xy 4 a-.y 2 4 ... = o 

a) a„=a, = a a = 0 : punto de multiplicidad superior a dos. 

b) ai —4aoaí > 0 : nodo. 

c) o** — 4 0 , 0 , < 0: punto aislado con dos tangentes imaginarias, 

(i) a* — 4a,a, = Oj los términos de segundo grado se pueden es¬ 

cribir en la forma (V a,x 4 V «,y) 2 y ,or tanto, llevando por una rota- 

32" h! f Jes> eI eje * a coincidir con la recta Vo*x 4 Vcüy = 0, la ecua¬ 
ción de la curva quedará en la forma: 

II. Curva: 

v '* + a ' x * + °> X ‘V + «.xy' t- a,y* f 6 „x 4 4 6 ,x‘y 4 ... = 0 (■) 

e) a. 7 ^ 0 : cúspide de primera especie. 

f) a 0 = 0, a.- — 4 6 0 > 0: tacnodo. 

g) a, = 0 , ac —4 6 o < 0 : punto aislado con tangente única real, 

especie. a °~°’ a ’'- 46 ' = °; -l/2a,a a 4 6 . ^ 0 : cúspide de segunda 

Si es —1/2 o,a, 4 6 , = 0, hay que proseguir el análisis. 

t,w N ° TAS i Y EJERC .! CI0S - !• De [14] se deduce que la tangente w = 0 
3 si es « la n CU , rva 3 . Puntos comunes en el origen si es Oo^O y más de 

en Li 1 “ ? = 0 (puest0 que al hacer y = ° en [14] queda x 2 factor común 
en el pumer caso y por lo menos x 4 en el segundo). Por tanto nuesto 

que una recta y una curva irreducible de grado n sólo pueden tener a 

pue7eTpres P epTr S ¿rZTnV’ ”* ult i : laS curvcis irreducibles , sólo 

Valí Túpela cuatro ° ^ eSpCC¿e ***> 

para 2 ias C sKnt a e l s SvasT 65 PUnt ° d ° ble de la c,ase ^Pccificada 

1 . 2 y s x 2 4 t / 4 — x‘ = 0 (nodo). 

2 . y x‘ — y 4 = 0 (tacnodo). 

3. y 1 4 x 4 = o (aislado con tangente real). 

( ' y ~ ^ S + a;3 = 0 (cúspide ordinaria). 

^ x ¡1 “■ x = 0 (aislado con tangentes imaginarias). 

• (y — x-) —y z (x — y) ~ o (cúspide de 2 * especie). 

• y ~y (2x 2 4 xy 4 4y 2 ) 4 * 4 4 xy’ 4 4y 4 = 0 (cúspide de 2 a 

-— especie). 

m¡.ma° S le^ f Ín e el í ’? a 8 o e i e8ta eCU8CÍÓ " S ° n -Oralmente distintos de los indicados con 
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8. y* — 2 y 3 — 3 x J y + 2x' + y' = 0 (tacnodo). 
q xv + ** — y 3 = o (nodo). 

10 ' _ 2x')i + ínr + *' = 0 (cúspide de 2» especie), 

lll y>-2yx>+x‘-xY + V' = 0 (cúspide de 2* espec.e) 

12. — xy 4- x-y = 0 (nodo). 

13' 4*" + ** = 0 (cúspide de 1* especie). 

14 . y» — 2xy + *= + * s + V 3 = 0 (cúspide de 1* especie). 

15 7/- + xy-— x' = ° (tacnodo). . . . 

16 2 x' — xy + if — r' = 0 (aislado con tangentes imaginarias). 

17 (y + x°-y xy" = 0 (cúspide de 2^ especie). 

§ 28. Construcciones geométricas 

1. Construcciones con regla y compás. — En la geom et na 
elemental del ciclo secundario se estudian ya los problemas d< 
construcciones geométricas, es decir, problemas en que se su¬ 
ponen conocidos los elementos de una figura dada y se pide de 
terminar, gráficamente, los de otra ligada con la pumeia por 
relaciones geométricas. Se exige que la "nación de los 
elementos que se piden se pueda hacer, a parto de ios datos 

mediante construcciones geométricas en *"fU’roble- 

la regla y el compás. Como ejemplos podemos citar los pióme 

mas siguientes: 

19 Construir el cuadrado de área doble de uno dado. 

29 Dividir un ángulo de dos partes iguales. 

39 Construir el cuadrado de la misma area que un trian¬ 
gulo dado. 

La resolución de estos problemas puede verse ^ cualquier 
texto de geometría elemental y su solución era ya conocida de 
los geómetras griegos. Éstos se interesaron mucho en esta clase 
de problemas, sobre todo porque algunos de ellos resistero 
todos los esfuerzos que hicieron ios geómetras para resohei os, 
entre estos problemas no resueltos hubo tres que, acaso por su 
enunciado simple se hicieron famosos; dichos problemas ~on. 

19 El problema de la duplicación del cubo, es decir la cons¬ 
trucción del cubo de volumen doble de uno dado. 

29 El problema de la trisección del arco, es decir la divi¬ 
sión de un ángulo cualquiera en tres partes iguales. 

39 El problema de la cuadratura clcl círculo, es decir la 
construcción de un cuadrado de la misma area que un cnculo 

CÍa ^Otros problemas de construcciones geométricas interesantes 
son los de inscripción en la circunferencia de Polcónos regu¬ 
lares, cuya solución es bastante sencilla para los de un cierto 
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número de lados (3, 4, 5, 6. 8, 10, 12 y 15 lados) mientras que 

no se conseguía resolverlos para otros (por ejemplo los de 7 y 
9 lados). 

A primera vista no se comprende por qué problemas tan 
análogos se resuelven unos fácilmente y otros se resisten tan¬ 
to a ser resueltos. Como veremos en este parágrafo, los proble¬ 
mas no se resolvieron porque eran imposibles de resolver, al 
menos en la forma en que los griegos los plantearon, pero para 
la demostración de esta imposibilidad de solución es insuficien¬ 
te la geometría elemental, acaso porque dicha demostración re¬ 
quiere un método general que la geometría elemental no posee. 
La geometría analítica, que se caracteriza precisamente por la 
generalidad de sus métodos, resultó el instrumento adecuado 
para el estudio de estos problemas, aun cuando fué también 
preciso para ello el perfeccionamiento del álgebra, obra de los 
matemáticos del siglo xix. 

Debemos hacer resaltar que la imposibilidad de resolver los 
problemas sólo existe cuando se admiten las limitaciones im¬ 
puestas por los griegos, de utilizar únicamente la línea recta y 
las circunferencias en sus construcciones geométricas. Preci¬ 
sando este punto diremos: 

Definición 1 . Un problema se puede resolver con regla y 
compás cuando se obtiene la solución del problema mediante 
un número finito de construcciones en el plano con dichos ins¬ 
trumentos, Jos cuales sólo se pueden utilizar en la forma si¬ 
guiente: 

a) La regla, para trazar rectas que pasen por dos puntos 
dados, o construidos a partir de los ciados. 

b) El compás para trazar circunferencias cuyo centro sea 
un punto dado o ya construido a partir de los dados y cuyo 

radio sea la distancia entre dos puntos ciados o construidos a 
partir ele los dados. 

Quedan pues excluidos de la construcción: el uso de la re¬ 
gla y el compás en forma distinta de la especificada, el uso de 
otros instrumentos, artificios como doblar el papel, construc¬ 
ciones realizadas en superficies no planas, etc. Fuera de estas 
imitaciones se pueden resolver los problemas, y los griegos ya 
lo consiguieron, en particular mediante el trazado en el plano 
de curvas distintas de la recta y la circunferencia. 

Por otra parte, desde el punto de vista práctico estos pro- 
memas pueden considerarse como resueltos, ya que es fácil dar 
construcciones aproximadas con un error suficientemente pe- 

queno, en particular muy inferior a los errores inherentes a 
los útiles de dibujo. 


252 CURVAS PLANAS § 28 ' 2 

2 Cuerpos o campos de racionalidad. — Antes de iniciar e) 
estudio del problema de las construcciones geométricas en geo¬ 
metría analítica vamos a dar unas nociones someras sobre el 
concepto algebraico de cuerpo o campo de racionalidad. 

Def. 2. Un cuerpo es un conjunto de entes cualesquiera 
entre los que se han definido las operaciones de suma y pro¬ 
ducto, de modo que se cumplan las propiedades siguientes: 

Ai: La suma es asociativa. 

A 2 : La suma es conmutativa. 

A 3 : Existe el elemento 0 tal que a 4- 0 = a para todo ele¬ 
mento a del cuerpo. . , , 

A 4 : Para cada elemento del cuerpo existe otro que sumado 

con él da cero. . , 

Mi: La multiplicación es asociativa. 

M*: La multiplicación es conmutativa. 

M¡: Existe el elemento 1 tal que a.l = a para todo ele¬ 
mento a del cuerpo. . . . . 

M 4 : Para cada elemento del cuerpo distinto de cero existe 

otro que multiplicado por él da 1. i , , .... 

D: La multiplicación es distributiva respecto de la adición. 

El conjunto de los números racionales, el de los reales y el 
de los complejos son cuerpos. No lo son el conjunto de los en¬ 
teros, el de los reales positivos ni el de los imaginarios puros 
(el primero no cumple M 4 , el segundo no cumple A 4 y en ei 
tercero el producto de dos elementos del conjunto no esta defi¬ 
nido dentro del conjunto). Son también ejemplos de cuerpo (de¬ 
muéstrese como ejercicio), el conjunto de los números comple¬ 
jos cuyas partes reales e imaginarias son racionales y el con¬ 
junto de los números reales de la forma a+b V 2, en donde 
ay b toman todos los valores racionales. 

De la definición de cuerpo se deduce que la diferencia de 
dos elementos del cuerpo está siempre definida dentro del cuer¬ 
po y lo mismo el cociente si el divisor es distinto de 0. 

Consideremos ahora el cuerpo R de los números racionales 
de la aritmética ordinaria, que será el que utilizaremos como 

base para nuestros razonamientos. 

Si añadimos un nuevo elemento .r a R, un cuerpo que con¬ 
tenga a R y a x ha de contener todas las expresiones del tipo 
a x x, a 2 x l , .... a n x n y en general todos los polinomios 

a 0 x n + axX"- 1 + ... + -p 

con coeficientes en el cuerpo de los racionales; también ha de 
contener el coeficiente de dos de estos elementos, es decir ha 
de contener a todas las fracciones racionales algebraicas 

a n x n + a x x "- 1 + ■ ■ ■ + Q-n-ifl 4- u n 
0 0 x m + bix” 1 - 1 + ... + b m - X x + b n 
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Se demuestra fácilmente que el conjunto de todas estas 
fracciones con las reglas de suma y producto del álgebra ordi¬ 
naria es un cuerpo, el cual será el mínimo cuerpo que contenga 
a los racionales y al nuevo elemento x. 

Si en vez de añadir un solo elemento x, añadimos n ele¬ 
mentos, x x , x 2 , ..., x„, se obtiene el mínimo cuerpo que con¬ 
tiene a los racionales y a estos n elementos, considerando el 
conjunto de las fracciones algebraicas 

P(3i, x 2 , ..., x n ) 

Q ( %i> *^ 2 » ..., x n ) 

en donde P y Q son polinomios en las n variables x u x 2 , ..., x„. 
Designaremos a este cuerpo con la notación R(aq, x 2 , ...,x n ). 

Si en lugar de considerar la x como una variable indeter¬ 
minada, la suponemos ligada por alguna condición al cuerpo de 
los racionales, por ejemplo por la condición x- = 2, los elemen¬ 
tos de R(x), que designaremos en este caso por la notación 

R(v'2) no son todos distintos, por ejemplo son idénticos x i 
y 4x. 

En lo que sigue, cuando se añada a los elementos de un 
cuerpo otro ligado con ellos por una relación, nos limitaremos 
al caso en que la relación se expresa mediante una raíz cua¬ 
drada, es decir que supondremos que el elemento añadido tie¬ 
ne su cuadrado igual a un elemento del cuerpo primitivo. 

Por consiguiente, los cuerpos que consideraremos serán 
siempre de la forma siguiente: 

R». R (*Ti, x 2 , • • •» •£»> Vit Ví> • •., y vi) 

en donde las x,, x 2 , . .., x n son indeterminadas, y¡ tiene como 
cuadrado una fracción algebraica en x¡, x 2 , ..., x n sin ser ella 
misma una fracción algebraica, y 2 tiene como cuadrado una 
fracción algebraica en x¡, x>, ..., x n , y x sin ser ella misma una 
fracción algebraica, etc. 

Def. 3. Los elementos de un cuerpo R m formado como se 
acaba de indicar a partir del cuerpo R 0 = R(aq, x 2 , .. .,x n ) se 
denominan irracionales cuadráticos sobre R 0 . 

3. Expresión analítica de las construcciones con legla y com¬ 
pás. — Vamos a estudiar ahora la forma que toma, desde el 
punto de vista de la geometría analítica, el problema de las 
construcciones con regla y compás. 

Podemos siempre considerar que los únicos datos son los 
puntos, ya que siempre es posible reemplazar las rectas por 
dos puntos cualesquiera y las circunferencias por su centro y 
un punto cualquiera de la curva. 

Consideremos un sistema de coordenadas cartesianas y sean 
Pu Pz, •••, Pn las coordenadas de los puntos datos del proble- 
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ma, las que podrán ser parámetros independientes todos o al¬ 
gunos dependientes de otros y también constantes numéricas. 

Las únicas construcciones que podemos realizar son las de 
trazar rectas que pasen por dos puntos, circunferencias con 
centro en uno de los puntos y que pasen por otro y la deter¬ 
minación de los puntos de intersección de las rectas y circun¬ 
ferencias así obtenidas. 

Las ecuaciones de estas rectas y circunferencias tienen co¬ 
mo coeficientes funciones racionales, es decir fracciones alge¬ 
braicas, de las coordenadas de los puntos que las determinan. 

El punto de intersección de dos rectas tiene como coordena¬ 
das funciones racionales de los coeficientes de las ecuaciones 
de las rectas, luego mientras no tengamos que determinar in¬ 
tersecciones de recta con circunferencia o de dos circunferen¬ 
cias, las coordenadas de los puntos que obtengamos serán ele¬ 
mentos del cuerpo R n == R(Pi, p 2 , ..., p n ). 

Al determinar los puntos de intersección de una recta y 
una circunferencia, o de dos circunferencias, hay que resolver 
una ecuación de segundo grado; luego, en general, las coorde¬ 
nadas de los puntos de intersección se expresarán mediante la 
raíz cuadrada de un elemento <h de R,„ es decir serán elemen¬ 
tos del cuerpo R t = R (p u p*, ..., p„, V <7i)- 

Si en las construcciones siguientes no hay que obtener más 
puntos de intersección de rectas con circunferencias o de cir¬ 
cunferencias entre sí, los resultados serán elementos de Rr, en 
caso contrario habrá que considerar un nuevo cuerpo R(pj,p 2 , 

. ..,p,„ y/Tu V q->) en donde q> es un elemento de Ri. Así 
sucesivamente, como el número de construcciones es finito, las 
coordenadas de los puntos soluciones serán elementos de un 

cierto cuerpo R in = R(Pi, p>, . .., p», V Qu • • •» V <7<») en don¬ 
de q, (i = 1, 2, ..., ni) es un elemento del cuerpo Eh, es de¬ 
cir que las soluciones se expresan en función de las coordena¬ 
das de los datos mediante operaciones racionales y extracciones 
de raíces cuadradas en número finito. 

Vamos a ver que, recíprocamente, si p„ p«, . .., p„ son Jas 
coordenadas de un cierto número de puntos, todo punto cuyas 
coordenadas se expresen en función de las de los datos median¬ 
te un número finito de operaciones racionales y extracciones 
de raíces cuadradas es construible con regla y compás partien¬ 
do de los puntos datos. 

Basta en efecto recordar que ya la geometría elemental in¬ 
dica la forma de construir las longitudes a + b ; a — b ; a . b ; 

a/b y \/o~ cuando se conocen las longitudes a, b y el segmento 
unidad; este último es conocido si se supone dado el sistema 
de coordenadas y si no, se determina mediante la elección de 
los puntos de coordenadas (0,0) y (0,1). Queda así probado 
el siguiente teorema fundamental : 
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Teorema 1. La condición necesaria y suficiente para que 
un punto pueda ser obtenido, mediante construcciones con re¬ 
gla y compás, a partir de oti'os dados, es que sus coordenadas 
se expresen en función de las coordenadas de los datos median¬ 
te un número finito de operaciones racionales y extracciones 
de raíces cuadradas. 

Apliquemos este teorema a los tres primeros problemas 
enunciados al principio del n 9 1. 

Sea l el lado de un cuadrado; obtener el cuadrado de área 
doble equivale a construir, partiendo del punto de abscisa l el 
punto de abscisa x tal que x- — 21-, es decir x = l\'2, luego el 
problema es resoluble con regla y compás. 

El problema de dividir un ángulo en dos partes iguales se 
reduce a determinar el punto de coordenadas 


eos 




cuando se conoce el punto de coordenadas 
sabemos por la trigonometría que se tiene 

a 1 / 1 + eos rx a 

C0S T = V —2— ’ sen "T = 


(eos a, sena), pero 



luego el problema es resoluble con regia y compás. 

El problema de construir un cuadrado equivalente a un 
triángulo dado es también resoluble con regla y compás, pues 
si tomamos un sistema de coordenadas tal que los vértices del 
triángulo sean (0, 0), (ó, 0), (c, h) el proble ma se reduce a de¬ 
terminar un punto de abscisa x = yT ~bTh. 

En estos tres problemas es muy simple el probar que son 
construibles con regla y compás porque la incógnita está ligada 
a los datos por ecuaciones algebraicas de segundo grado. Si 
pasamos al problema de la duplicación del cubo, vemos que la 
incógnita está ligada al dato por una ecuación de grado tres. 
¿Qué pasará en este caso, y en general qué pasará cuando bi 
incógnita esté ligada a los datos por ecuaciones algebraicas de 
grado mayor que dos o por otro tipo de relaciones? ¿Cómo po¬ 
dremos saber si se puede poner la incógnita en función de los 
datos mediante operaciones racionales y raíces cuadradas? Va¬ 
nos a estudiar ahora este problema. 


4. Irracionales cuadráticos conjugados. — Def. 4. Dado un 
irracional cuadrático cualquiera se denominan irracionales cua¬ 
dráticos conjugados del dado, los que se obtienen cambiando 
en la expresión de éste los signos más y menos delante de todos 
o de algunos de los signos de raíz que figuran en la expresión 
del irracional cuadrático dado. 
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Ejemplos: sea el irracional cuadrático sobre R(«, b) 


V o 


sus conjugados son 


— -yj a — V b ; \ a 4 \ b ; — V a + V b I 

Consideremos el irracional sobre el cuerpo de los números 
racionales 


V 2 + V 5 
tiene como conjugados 

V2 -f 4 y"l3 ; 

y~2 — yT— yl? ; - 

— yT + yT— yl3 ; ■ 


y 13 


y 2 — y 5 4 VT3 ; 

— y 2 + y 5 + y 13 ; 

— yT — yT 4 y'Ia ; 


— y 2 — y 5 — y 13. 

A primera vista parece que, como se obtienen los irraciona¬ 
les conjugados atribuyendo el doble signo a todos los signos de 
raíz y combinándolos de todas las manera posibles, el número 
de conjugados de un irracional cuadrático es, incluyéndolo a é) 
mismo, 2”, siendo n el número de signos de raíz que aparecen 
en el irracional, pero puede suceder que algunos cambios de sig¬ 
no dejen invariable la expresión; por ejemplo, en el irracional 


V2 + \/3 + V 2 — ys 


queda invariable si se cambia el signo a las raíces de 3. 

Consideremos ahora un cuerpo R 0 = R(íh, V 2 , • • •» V») y sea 
x m irracional cuadrático sobre R 0 , es decir, de acuerdo con lo 
establecido en el n 9 2, un elemento del cuerpo R m que será por 
consiguiente de la forma 

a m 4 b m \/~q^ 

/- 

Cm “I"* u,m \/ Qm 

en donde a m , b m , c m y d m son elementos de R,„-i; x m puede po¬ 
nerse en la forma 


X m = 


(a m + b, n y q m ) (c TO — d m y q m ) 


= h m + k m y q, 


2 , 2 1 v 

0 m u ' m Hm 

en donde hm, k m pertenecen a R m _i. 

Supongamos ahora que x m fuese solución de una ecuación 
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P(a’)=0, en donde P(a;) es un polinomio cuyos coeficientes 
son elementos de R 0 ; se tendría entonces 

P (.hmk M yfqüi) = 0. 

Desarrollando (h m 4 k in y/lü) ¡ por la fórmula del binomio 
de Newton y sustituyendo en la ecuación se tendrá una expre¬ 
sión de la forma H, u 4 K,„ \/ q m = 0, en donde H» y K ()l son 
elementos de R*,-i, pero esta igualdad implica que H,„ y 
son ambos nulos, pues en caso contrario se tendría 


y Qm — 




y y/Q„, sería entonces un elementos de R, (l -i, contra la hipótesis. 

Ahora bien, los desarrollos de (a-f-6)* y de (a — b) i sólo 
difieren en el signo de las potencias impares de b, luego se 
tiene 

P (h n k m y q» 1 ) = Hni — K m y q m = 0. 

Como hm, k m y q m son elementos de R,„-i, se tiene:_ 

h m = h m -1 4 k m -1 y q , n -1 » k m = h 'm-l 4 k" n 1-1 y Qm -1 > 

qm — h n 1-1 4 k„ i-i y q m -i , 

en donde h'm- 1 , h" m . lt h m . lt k' m . u k" m . u k m -1 y q m pertenecen 
a R,„- 2 , mientras que \/ q m -i no pertenece a R m _ 2 . Por lo tanto 
como H,„ es un polinomio en h m , k m y q m , se tiene 

bli» = Hm-i 4 y q n ,.. 

en donde H,„-i y K,„_i pertenecen a R,„- 2 > luego como se tiene 
H„, = 0, se deduce, por un razonamiento idéntico al hecho an¬ 
teriormente, que se ha de tener H„,-i = 0 y K m _i = 0, lo que 
nos indica que H„, es también cero si se cambia el signo del 
radical en alguna o en todas las expresiones de h m , k m y q m . 

Un razonamiento análogo es válido para K„„ luego se ha 
de cumplir 

P[h'vi-i — k' m - 1 y q„ ,-i rh ( h" m ~i ± k"m-i \/ q m . j) 

\/ /¿m -1 4: km J y q,n-l) ] = 0. 


Poniendo ahora los elementos en R ¡„-2 que figuran en estas 
expresiones en función de elementos de R w -3 y de y q,„- 2 , ob¬ 
tendríamos nuevas soluciones de la ecuación cambiando los sig¬ 
nos de los radicales, y continuando esta operación se vería que 
todos los irracionales conjugados de x,„ son soluciones de la 
ecuación. Podemos por consecuencia enunciar el teorema si¬ 
guiente : 
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Teor. 2. Si un irracional cuaclrático sobre un cuerno es 
raíz ele una ecuación algebraica con coeficientes elementos de 
dicho cuerno, todos sus conjugados son también soluciones de 
la misma ecuación. 

5. Ecuación cuya raíz es un irracional cuadrático. — Consi¬ 
deremos el irracional cuadrático del número anterior y 
formemos el polinomio P(a) = H (x — z¡), en donde los a:, son 
todos los conjugados, distintos o no, que se obtienen atribuyen¬ 
do el doble signo a todos los radicales que figuran en la expre¬ 
sión x „,; su número será por consiguiente 2', siendo r el nú¬ 
mero de signos de raíz que figuran en la expresión de x,„. 

Los coeficientes de este polinomio son elementos de R»; en 

efecto, basta ver que siendo x m de la forma h,„ 4- k,„ \/ q m , el 

polinomio no altera al cambiar el signo de y Qm, luego sus 

coeficientes no contienen más que potencias pares de y q, n , es 
decir son elementos de R ni -i; aplicando el mismo razonamiento 

a y' q m .\ se vería que los coeficientes son elementos de R,„- 2 y 
así sucesivamente se obtiene que son elementos de R 0 . Vemos, 
pues, que todo irracional cuadrático sobre un cuerpo R 0 es so¬ 
lución de una ecuación algebraica cuyos coeficientes son ele¬ 
mentos ele Rn. 

Entre todas las ecuaciones algebraicas con coeficientes en 
R„ que admiten a x, n como raíz, y por lo tanto, según el teore¬ 
ma 2 a todos sus conjugados, habrá por lo menos una de me¬ 
nor grado. Sea p(.r)=0 esta ecuación; p(x) es irreducible, 
es decir no se puede descomponer en el producto de dos poli¬ 
nomios Pi(x) . V<(%) con coeficientes en R., y de grado uno 
por lo menos. En efecto, si así fuese, uno de ellos tendría co¬ 
mo raíz a x m y por tanto a todos sus conjugados, y no sería 
p(x) la ecuación de menor grado que tiene esas raíces. 

Siendo p(x) irreducible carece de raíces múltiples, pues en 
caso contrario su derivada p'(x), cuyos coeficientes pertenecen 
a R 0 , tendría raíces comunes con p(x) y el máximo común di¬ 
visor d(x) de p(x) y p'(x), que obteniéndose por el algoritmo 
de Euclides tiene sus coeficientes en R 0 , no sería una constan¬ 
te, y por consiguiente p(x) no sería irreducible. 

La ecuación p(: r) = 0 no puede tener otras soluciones que 
ios conjugados de x,„, pues en caso contrario, el máximo común 
divisor de p(x) y P(;r) sería una ecuación de menor grado 
que p(x) y que admite x m como raíz, por consiguiente se ve j 

que p{x) tiene la forma /> 

p(x) = C(x — x x ) ... (x — x, : ) 

en donde los x u ..., x k , son los conjugados distintos de x,„. ; 

Cualquier polinomio que tenga como raíces x ít . .., x k tiene * 

que ser un múltiplo de p(x), luego éste es el único polinomio ] 


una, constante, que admite estas raíces. En 
particular P(.r) es múltiplo de p(x), es decir que se tiene 

, P(¿) = P(x) . p¡(x) 

pero como P(;r) sólo admite las raíces x, ; , p^x) las 

admite también, es por consiguiente un múltiplo de p(x), es 
decir que se tiene: 

P(s) = [a»(*)]*p 2 (*) 

y repitiendo el razonamiento se llega finalmente a que 

P(.r) = [p(aO]*C. 

Ahora bien, el grado de P(x) es 2', si el de p(x) es q, se 
debe tener 2 r = p. q, luego p y q también tienen que ser po¬ 
tencias de dos. Obtenemos así los siguientes teoremas: 

Teor. 3. El número de conjugados de un irracional cua- 
dratico que son iguales entre sí, es una potencia de dos, y es 
el mismo cualquiera que sea el conjugado que se tome. 

Teor. 4. Todo irracional cuadrático sobre un cuerno es 
raíz de una ecuación algebraica con coeficientes elementos del 
cuerpo, que es irreducible y cuyo grado es una potencia de dos. 

Estos teoremas nos permiten anora dilucidar en parte el 
problema planteado al final del n<> 3. Si la incógnita de un pro¬ 
blema de construcciones geométricas está ligada, con los da¬ 
tos, por una ecuación algebraica irreducible cuyo grado no es 
una potencia de dos, entonces la incógnita no puede ser un 
irracional cuadrático puesto que éstos son soluciones de una 
única ecuación irreducible, y por lo tanto, de acuerdo con el 
teorema 1, el problema no puede ser resuelto con regla y com¬ 
pás, por no ser expresable la incógnita en función de los datos 
mediante operaciones racionales y extracciones de raíces cua¬ 
dradas. 

Ejemplos de aplicación del teorema U: 

Dado un irracional cuadrático para encontrar la ecuación 
que lo tiene como raíz, hay que obtener todos sus conjugados 
distintos y formar la ecuación (x — a,)... (x — x k ) = Ó. En 
muchos casos se puede obtener la ecuación en forma más rápi¬ 
da realizando operaciones en la expresión del irracional. 

l^_Sea^el irracional y a + \/~ó~; sus conjugados son 

V a+y &; y a—y b; —ya— yíb\ la ecuación a que 
satisface es 

(x — \ía — \ÍT>) ( x — yT+ \/T) (a- -r V'a — \HT) 

(x+ y/~á+ \íb) = 0 

[(* —y"a)* — &][(*+yT ) 2 —&] = o 
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( íH-« — b — 2x \/ a) (x 2 4 a — b 4 2x V «) = O 

(x 2 -\-a — b) 2 — áax 2 = O 

Tuede obtenerse esta ecuación en la forma siguiente: 

x = V'íTd- y IT 

x 2 -(- a — 2x \j'~a = b 
(x 2 + a — b) 2 = 4 ax 2 

2 9 Sea el irracional x = V 2 + ^'2+^2 — ^Í2: 

x 2 = 2 4 y2 + 2 — yT + 2 V 4 — 2 = 4 4 2 ylf 

(x 2 — 4) 2 = 8 

3 1 ? Consideremos ahora a: = ylf4 ylf4 ylT: 

* — V"5 = yf2 4 VT 
x 2 -\- 5 — 2x vT = 2 4 3 + \/T 

* 2 = 2 » yT + ylT 

a* = 20a; 2 + 6 4 4a; \/!ñ7 
(a 4 — 20a; 2 — 6) 2 = 480a; 2 

4 I? El irracional 

* = i/? + V? + w 

satisface a la ecuación de grado 8 

[(x* — p)* — q y- — r = 0 

como se ve inmediatamente; en cambio resulta engorroso el 
cálculo mediante la obtención de los ocho conjugados. 

6. Problemas de tercer grado. — Vamos a considerar aho¬ 
ra los problemas en que la incógnita está ligada con los datos 
mediante una ecuación de grado tres: 

t(x) = ax s 4- bx 2 4 ex 4 d = 0 

cuyos coeficientes son elementos del cuerpo R n . Es fácil ver 
que la condición necesaria y suficiente para que las raíces de 
esta ecuación sean irracionales cuadráticos es que una de ellas 
sea 4Í 1 elemento de R 0 . En efecto: si existe una raíz racional 
r dividiendo t(x) por x — r queda un polinomio de segundo 
grado que nos da las otras dos raíces que son, por ser la ecua¬ 
ción de segundo grado, irracionales cuadráticos. Recíprocamen¬ 
te si la ecuación tiene una raíz que es un irracional, ésta debe 
ser raíz de una ecuación p(x) = 0 irreducible de grado par 
(teorema 4) ; p(x ) debe dividir a t(x), por consiguiente su 
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grado es dos y se tiene t{x)= p(x)q{x), el grado de q(x) 
tiene que ser í, es decir ha de ser del tipo mx 4 n que admite 
la raíz — n/m de R 0 . 

Consideremos ahora una ecuación 

a 0 x n 4 a 1 a; n - 1 ... a„.& 4 = U 

con coeficientes en un cuerpo que sea el de los racionales o el 
de los polinomios con coeficientes racionales; sea a una raíz 
racional de la ecuación, es decir una raíz que pertenezca al 
cuerpo de los coeficientes, siempre se puede poner en la for¬ 
ma a = p/q, en donde p y q son números enteros, o polino¬ 
mios, primos entre sí. Tendremos 

a 0 p n 4 cf iP^-Q 4 ... 4 a»-i Pq n ~' + = 0 ; 

a 0 p » + q(a,p’*- 1 4- ... 4 a^pq^ 2 + ci n q“-') = 0 ; 

PÍa-oP"- 1 4- (hP n ~ 2 q + ... 4 a,.-i q) 4 = 0 ; 

luego p debe dividir a a„ y q debe dividir a a Q . 

Esta observación nos puede indicar si una ecuación admite 
o no raíces racionales 1 y la vamos a aplicar al esclarecimiento 
de los problemas de la duplicación del cubo y de la trisección 
del ángulo. 

En el problema de la duplicación del cubo tomemos como 
unidad la longitud de la arista del cubo que queremos duplicar; 
sea x la longitud de la arista del cubo de volumen doble; se 
tiene la ecuación x 3 — 2 = 0, cuyas únicas raíces posibles ra¬ 
cionales son ±. 1 y ± 2, y como ninguno de estos valores sa¬ 
tisface a la ecuación, ésta carece de raíces racionales, luego no 
tiene raíces irracionales cuadráticas y por lo tanto podemos 
enunciar el 


Teor. 5. El problema de la duplicación del cubo no es re¬ 
soluble con regla y compás. 

Pasemos ahora al problema de la trisección del ángulo. Dado 
un ángulo a y el segmento unidad se puede determinar con 
regla y compás el segmento cuya longitud es el seno de dicho 
ángulo y recíprocamente si se conoce el segmento unidad y el 
de longitud igual al seno se puede determinar el ángulo; el 
problema de la trisección se reduce pues al de construir el 


a 

sen — 


cuando se conoce sen a. 


La relación que liga a estos 


dos senos es 


sen a = 3 sen 


4 sen f 



1 Para el caso en que Ko e6 el cuerpo de los racionales se puede ver en Rey Pastor: 
Lecciones de Algebra, pág. 34, un método sistemático para determinar todas las raíces r* 
clónales. 
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y poniendo sen « = a, sen = x. se tiene la ecuación 

O 

4x 3 — Sx + a — 0 

cuyas únicas raíces racionales posibles son 



y como ninguna de ellas es raíz de la ecuación, cualquiera que 
sea a, se deduce: 

Teor. 6. El problema de la trisección del ángulo no es en 
general resoluble con regla y compás. 

El teorema anterior expresa la imposibilidad de resolver el 
problema, cualquiera que sea el ángulo, pero pueden existir 
valores numéricos particulares para los que la solución es po¬ 
sible; por ejemplo para a = 1, la ecuación tiene la raíz 4, lo 
que corresponde a la posibilidad de trisecar con regla y com¬ 
pás el ángulo recto, o lo que es lo mismo de construir con re¬ 
gla y compás el lado del dodecágono regular. 

es decir un ángulo de 30°, la ecuación 

toma la forma 

4x 3 — 3x 4 - l ■ = 0 

Las únicas raíces racionales posibles son ± 1 ; + ± i; 

± y ninguna de ellas es raíz de la ecuación, luego no es po¬ 
sible construir con regla y compás el ángulo de 10°. Como 
siempre es posible con regla y compás construir el ángulo mi¬ 
tad de uno dado se deduce que no son posibles de construir 
con regla y compás los ángulos de 20° y de 40°; esto último 

nos prueba que no es posible 
Y la construcción con regla y 

compás del eneágono regu- 
lar. Vamos a tratar ahora el 
problema general de la cons¬ 
trucción con regla y compás 
de los polígonos regulares. 

7. El problema de inscripción 
de polígonos regulares en el círcu¬ 
lo. — Como siempre se puede bi¬ 
secar un ángulo con regla y com¬ 
pás, la inscripción de poiigoncs 
regulares de número par de lados 
no ofrece dificultades; sólo trata¬ 
remos en este parágrafo la ins¬ 
cripción de polígonos de número 
impar de lados. 

Dada una circunferencia, con el origen en el centro de un sistema de 
coordenadas rectangulares, y el segmento unidad igual al radio; supon- 
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eramos un polígono regular de n lados (n impar), inscrito en la circunfe¬ 
rencia. con un vértice A* en el punto (1,0). Las coordenadas de los ver- 
tices Ai, Aí, ..., sucesivos son (fig. 112) 


eos 


sen 


S-L ( 


eos 


sen 


Tomando la variable compleja z — x 4 el problema de determinar 
los puntos Ai, A 5 , ..equivale al de determinar las raíces enésimas de la 
unidad (si n es el número de lados del polígono), es decir, la solución 
en el campo complejo de la ecuación z"— 1 =0; después de dividir noi 
¡a raíz z = 1 (que equivale geométricamente al punto A») la ecuación 

toma la forma 

[1] C (z) = z"' 1 4 z"" a + ... + z -4- i = 0 

que es la denominada ecuación ciclotomica . 

Esta ecuación es de las denominadas recíprocas; como el grado es 
par, n —1 = 2m, dividiendo por z’\ la ecuación toma la forma 

b" +-£-) + (*~ + 7 M+ ■■•+(' + t) = c 

poniendo z -j- ~~ = u y teniendo en cuenta ciue 


z* + 


4 = ( 


w 


2 / \ 


2 + 


2 = ?r — 2 


, + = + + +‘4-) = *- a 


+ ~P 


4 ) 


8 " + = (*" 1 + 44 ( : + 4~) ~ ( 2 '" + ) 

se obtiene una ecuación de la iormr* 

(¿j (f (u) = a 0 u M 4 a¡u r ' 1 4 ... 4- a «-i u + 

Si las raíces de esta ecuación son irracionales cuadráticos. también 
lo son las de la [1], pues cada raíz de [2] nos da las raíces de [1] resol¬ 
viendo una ecuación de segundo grado en z 

z -l — = it, ; z- — U\Z 4-1=0. 

z 

Veamos cuál es el significado de la nueva incógnita; si z, es una 
raíz de la ciclotómica, z, = r. 4 ? 1/*» se tiene 

+ y-, z= 1 ; 

1 .. 1 I _- - Ti 4- ill. -r- 


Ut — Zi 4 


= .>:. 4 W* 4 


Xi — Vh 


+ y 


x i 4 y> 

= 2x> 


= «i 4 m 


es decir, que las raíces de [2] son el doble de las abscisas de los vértices 
del polígono. 

El problema de la inscripción de los polígonos regulares se reduce 
al de la determinación de las raíces de [2]; será pues necesario y su lu¬ 
ciente para que la inscripción se pueda hacer con regla y compás que las 
raíces de la ecuación [2] sean irracionales cuadráticos sobre el cuerpo de 
los números racionales. En particular si [2] es irreducible tiene que ser 
de grado potencia de dos para que el problema tenga solución. 
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Como aplicación directa de este resultado veamos la inscripción del 
pentágono y del eptágono: las ecuaciones ciclotómicas son 

z* + z + z a + g + 1 = 0 ; z° + z s + z t + z !i + z 1 + z + l = 0 

y las ecuaciones en u son 

“* + u — 1 = 0 ; tt» + u* — 2u — 1 = 0. 

La primera es de segundo grado y por consiguiente el pentágono es 
como se sabe desde la geometría elemental, inscriptible con regla y com- 
pas Las únicas raíces posibles racionales de la segunda son ±1; como 
no la satisiacen, se tiene en consecuencia el siguiente resultado: Xo es 
posible construir el eptágono regular con regla y compás. 

•Í5r e í ,U J CÍb 1 Í,Ít ! ad de ecuación ciclotómica. — El problema de ¡a 
íneducibihdad de la ecuación [2j se reduce al de la irreducibilidad de 

[1], puesto que se puede demostrar que si la ecuación [1] es irreducible 
en el cuerpo de los racionales, también lo es la m 
En efecto, se tiene 

C (z) = z"cp + -Lj . 

min« S L f n'V i («).*»(«*), en donde q,(í() y qp ( (u) son polino- 
se tendría f tCS racionales de grados p y q tales que p + q = m, 

C(z) = z"cf (* + ~-)= (z + 1 ) ^ (z + -L) 
pero ' 5 ' 

[ Z Vi = C ' <Z) 5 Z "^[ Z + ~) = «*(*) 

d ,° nde y *<*>,«>» polinomios en z de coeficientes racionales, 

l fente q r e t- (e n apa I e ' en -^las potencias de z en el denominador; por consi- 
gu.ente C(.c) no seria irreducible como lo habíamos supuesto. 

Antes de estudiar la irreducibilidad de la ecuación ciclotómica de¬ 
mostraremos varios teoremas preliminares. 

tes ' Ji el 1 ,roduc J:°. de J to po' ... .ios <p(*) y o¡,(z) de coefiden- 

í J J i ’ U , SUS i coe J lcien }? s divisibles por un mismo número primo 

cimUs múliipZ fe p! *<■>. «"» ‘«“o. su. co.fi. 

Sean: 

cp(z) = a„z m -f- ... + M «-W 4. a,z-» + ... + a „ 

i|i(z) = b„z n + ... + b k . lZ *- ktl + b¡z n ~ k 4- ... -4- b„ 

poniendo de manifiesto en cada uno el primer coeficiente a„ y 6 t resnec- 
Sefffite dÍ%"®- 8 “ mÚltÍpI ° dG V ' A1 efectuar el P roducto resulta como 

[3] cu.6* as-ibk*i -f a h -¡b k +a -f ... + b t -ia k „ -f 6». 5 o»* a 4- ... 

donde todos los términos, excepto el primero, son múltiplos de p, luego 
no puede ser la suma un múltiplo de ¡o, contra lo supuesto. S 

Teor. 8. Si el producto de dos polinomios 

?í 2 ¡ = t t Z 7l + ••• + a ‘ 2 ""* + + ... + a„ 

•»!>(*)_ a + b lZ 4- ... 4- btZ n k -I- bt^z"-*' 1 + ... 4- í)„ 

cuyos coeficientes son enteros y el primero igual a 1, es otro polinomio: 

F (z) = z m ’ n -{- Ciz"""' 1 4- ... 4- c m . K -,z -f- c„*„ 

(>Clent6S C '’n°’’r ’ j” C H'~",’ r Son mi *ltiplo8 de un número primo p. 
el ultimo es múltiplo de p 2 (Eisenstein ). 

Todas las a o todas las b deben ser múltiples de p; pues suponiendo 
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que a,, bk sean los primeros coeficientes no múltiplos de p. a contar desde 
el ultimo, el coeficiente de *—;»-* en el producto es [3] y como todos sus 
temimos son múltiplos de p, debe ser a*. 6* múltiplo ce n; luego, contra 
lo supuesto, a-h o b * -son uno de ellos múltiplo de p. 

Suponiendo, por ejemplo, que todas las a sean múltiplos de p, si 
fuese o* el primer coeficiente, b no múltiplo de p (contando desde la de- 
recha), el coeficiente de z m ' n "* sería 

bk + (hbk-i + ctnbk ~9 + ... 4* &k-ib¡ 4- a k 

en donde todos los sumandos, salvo el primero, son múltiplos de p: luego 
cucho coeficiente no sería múltiplo de p, contra lo supuesto. 

Siendo pues, todas las a y todas las b múltiplos de p, el último coe- 
nciente c M +n = a m . b n tiene que ser múltiplo de 

/^\ TE0 /\ 9, Si un Polinomio f(z) de coeficientes enteros es el producto 
ty(z) de dos polinomios de coeficientes racionales, es también el 
producto de dos polinomios de coeficientes enteros. ( Gauss ). 

Reduciendo a un común denominador los coeficientes de cp(z) v de 
<»(*)• tendremos: 7 J 

í(2) = "7T+ ■ • • + a ") -g" ( b <* n + • • • + b„) 

siendo Ot, .. a„, A, b., .... b m , B, números enteros. Obtenemos, pues, 

esta identidad entre polinomios de coeficientes enteros : 

A . B . f(z) = (Ooí" 4 - ... +a„)(6 u z"4- ... + b„) 

Si p es un factor primo de A ó B, en virtud del teorema 7 , debe 
dividir a todas las a, o a todas ias b suprimido este factor p en ambos 

miembros, hacemos lo mismo con otro factor primo q, etc., hasta obtener 
en resumen: 

f(z) = (a’ „z" 4- a\z - 1 4- ... 4. a' m ) (6V" 4- 6',z- 1 + ... 4. b'„) 
siendo enteros todos los coeficientes. 


Teor. 10. La ecuación ciclotómica 

Z"' 1 4- z"-» 4- ar* 4 -... 4-z= 4 - 24-1 = 0 
es irreducible en el cuerpo de los racionales si p es primo. 


En efecto: si este polinomio fuese el producto de otros dos de coefi¬ 
cientes racionales, sería también, por el teorema 9, el producto de dos 
polinomios de coeficientes enteros, y lo mismo sucedería poniendo z 4 - 1 
en lugar de z, es decir el polinomio 


(~ + D p —1 
(z 4 - 1)— 1 




viv — 1 ) (P 

ai 


viv — 1 ) 


2 + V 


sería el producto de dos polinomios, del tipo de los del teorema 8, y ello 
no es posible, en virtud de dicho teorema, por ser múltiplos de p sus coe¬ 
ficientes y no ser el ultimo múltiplo de p 1 . 


9. Condiciones de construcción con regla y compás de los polígonos 
regulares. El teorema 10 del número anterior es fundamental para 
determinar las condiciones de construcción con regla y compás de un 
polígono regular de un número primo de lados. En ese caso la ecuación 
Lij es, por el teorema 10, irreducible y, por lo enunciado al principio del 
parágrafo_ anterior, también es irreducible la [2]; luego, para que la 

construcción sea posible, debe ser « — 1 una potencia de 2, es decir, ha 
ae ser n = 2 P + 1. 
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Si p admitiera un factor impar i, sería p — i.q ; en la igualdad ele¬ 
mental 

x< + 1 = (x + 1) í*'- 1 — x‘- a + * + 1) 

hacemos x = 2", tendríamos: 

n - 2" + 1 = (2’) ' + 1 = (2* + 1) + ... — 2 5 -f 1] 

y n no sería primo, luego p sólo puede tener factores pares, es decir, ha 
de ser él mismo una potencia de 2. Podemos por lo tanto enunciar ahora 
el resultado siguiente: 

Para que se pueda construir con regla y compás el polígono regular 
de un número primo n de lados es necesario que n sea de la forma 

2 2 “-fl. 

Demos ahora valores a ji; par-a g = 0, 1, 2, 3, 4, obtenemos para 
n los valores 3, 5, 17, 257 y 65.537 que son primos. Para p = 5, 6 y 7 
se ha demostrado que n no es primo. Para p = 8 no se sabe si n es primo 
o compuesto, lo que no nos debe extrañar si pensamos que tiene 77 cifras. 

Los casos en que n vale 3 y 5 son los resultados clásicos de la cons¬ 
trucción con regla y compás del triángulo equilátero y del pentágono 
regular. Más adelante probaremos que el polígono de 17 lados es cons- 
tructible con regla y compás. 

Pasemos ahora al caso en que n es un número impar cualquiera y 
consideremos dentro de él dos casos diferentes: 

a) n es una potencia p a de un número primo impar; consideremos 
primero el caso a = 2, vamos a probar que en este caso no se puede 
construir el polígono; con ello quedará probada la imposibilidad para to¬ 
dos los valores de a ya que si se puede construir un polígono regular de 
n lados se construyen automáticamente todos los polígonos regulares cuyo 
número de lados sea un divisor de n. 

La ecuación a resolver es del tipo z p " — 1 =0, que se descompone en 
la forma 

(z" —1) ( z p,p ~ u + r»<' , - 1 > + ... + z" + 1) = 0. 

El primer factor del primer miembro nos da los vértices de p lados; 
nos debemos preocupar, pues, únicamente del segundo factor, es decir, de 
la ecuación 

[4] z plp ' v + z p,p - a) + ... -f 2 p + 1 = 0. 

Esta ecuación es recíproca; la ecuación en u es del grado -—- 

que, siendo p primo e impar no puede ser nunca una potencia de dos; 
vamos a probar que esta ecuación es irreducible y con ello quedará pro¬ 
bada la imposibilidad de construir el polígono. El razonamiento utilizado 
al comienzo del n 9 8 nos muestra que basta probar que es irreducible la 
ecuación [4]. 

El procedimiento para probar la irreducibilidad de [4] es análogo al 
empleado para probar la irreducibilidad de la ecuación ciclotómica cuan¬ 
do p era primo. Se pone z = x + 1, y la ecuación toma la forma 

Q(x) = (i + l)^ 11 + (* + 1)" <P * > + ... + (* + l) p + 1 = 

(a; + l)'’ : _ i 

“ (* + ir — i ’ 

Sabemos (Teorema 10 del número anterior) nue 

(3 + 1)" — 1 = x” + pP-.(x) 

siendo Pi(a;) un polinomio cuyo término independiente es 1. Análoga¬ 
mente, es decir, mediante el desarrollo según el binomio de Newton, se 
prueba Que 

(x + l)»» — 1 = x p! -r p . PAx) 
siendo Ps(») un polinomio cuyo término independiente es p. 


§ 28 -9 


CONSTRUCCIONES GEOMÉTRICAS 


267 


roPfiSíS» t C0Ciente d ? est0 . s dos Polinomios y es un polinomio de 
sor f -=o? í *S S; C t °T° ,° S p . r,nieros coeficientes del dividendo y divi- 
qLwJ + \ d ‘, y tod 2? - los demás son múltiplos de p, se deduce que 
Q(a-) tiene todos los coeficientes múltiplos de p, salvo el primero aue es 

igual a la unidad; el término independiente de Q(*) es p cociente del 

dlvS»° ‘," d p epend,< ' nte I p ; del diíid “ d » »°r d término independiente^ Se 

n V hl.’ ¿ 8 ° P0r u d te ? rema 8 - Q<*) es irreducible, como queríamos 
probar. Pasemos ahora al segundo caso. queríamos 

n- a H r mer ° Ímpar C0 ’ 1 VarÍ0S f actore8 P^nos distintos. Sea 

«¡.tardos enSsi’y y ¡, < 'taL°squ"’" 0S SU S¡themos ' cue 

1 = ap + bq ; luego, - 1 — = — j-— • 

n q ' p 

lo que prueba que si se sabe dividir la circunferencia en p y en a partes 

que s? no r ÍV¡dÍr en ? partes ‘ Es ’ por otra ¿S evidente 

que si no se puede dividir con regla y compás la circunferencia en p ó 

en q paites iguales no se podra dividir con regla y compás en n partes. 

n _ consiguiente, s¡ » está descompuesto en factores primos distintos 
■■■ P'< la condición necesaria y suficiente para que se pueda 

£S»? rC f 3 y com . pas el polí í?°no de n lados, es que se puedan 

insciibir con regla y compás todos los polígonos de p„ p 2 , ..., p T lados. 

nnuníSTtoelT. stjuilnlel <1U ' hem ° 8 ° btenÍd ° hasta ahOTa ’ p0d ™ 0s 

. „I E0 “- r n - Para , que , 8ea V°*ible la construcción con regla y compás 
n sea desforma ^ ** ««mero impar de lados, es necesario que 

n = (2 2 ° +1) (2 2 * + 1) ... (2 2 + 1 ) 

■en donde los a, p, son números naturales distintos dos a dos. 

esta ™iSt%T 8 "”S™f c - aráCter máS S “ Peri ° r 86 ’ meie *»• 

necesidad de este resultando y utilizando la posibilidad de cons- 

S .ií5 Polígono de 17 lados, que enseguida demostraremos, llega- 
mos al siguiente resultado de ínteres práctico: 

t ■ Entre J° do , 8 los . Polígonos regulares con un número impar 

de lados inferior a ~o7, los mucos que se pueden construir con regla y 
compás son los de 3, 5. 15, 17, 51, 85 y 255 lados. 

„ En efeCt °’ f gÚ . n , d * eorema 11. el número de lados debe descompo- 
ílo o-- n U " producto . de Actores primos, distintos dos a dos, y de la for- 
ma 2 - , numeios primos de esta forma menores oue 257 sólo hav 3 5 
y 1 í y sus productos son 3x5 = 15; 3x17 = 51- 5 y 17 — 85 . 

3 X 5 X 1 7 = 255. Para la inscripción de los polígonos de 15, 51, 85 y 
2 oo se aplican las formulas de descomposición * 



J_L. _2_ . _J_8 7 

«5 17 5 ’ 255 ~ 17 15 * 


y. er f‘ ASTnR ’ p i Calleja, Trejo: Análisis Matemático, vol. I. pág. 49. 
\c*r Rey Pastor: Lecciones de Algebra, pág. 233. 

En la práctica es preferible aplicar la descomposición 

_1_JL_1_ 

*5 6 70 
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10. E\ polígono de diecisiete lados. — Vamos a probar, ahora, la po¬ 
sibilidad de la construcción con regla y compás del polígono de 17 lados. 

De acuerdo con lo dicho al principio del n? 7, sean xi, x 2 , Xi« ias 
dieciséis raíces complejas de la unidad, es decir, las raíces de la ecuación 
ciclotómica de grado 16. Las propiedades elementales de los números 
complejos nos indican que se tiene x m .x„ = Xr, siendo r el resto, módulo 
17, de la suma m + n. (Es claro que se considera x 0 =l). 

Formemos las sumas 

y Q = Xi 4" X® + Xií + Xia + Xio 4" Xs 4* 2*4 4“ 

yi = X 3 -J- Xm Xa + Xn 4“ Xn 4” "f" X 13 + Xo 

y tenemos que la suma yo + Vi es la suma de las raíces de la ecuación 

ciclotómica de grado 16, y por lo tanto es igual al coeficiente del tér¬ 

mino de grado 25 cambiado de signo, es decir, y. t + 2 /i== — 1. .El producto 
. Vi se forma fácilmente aplicando la regla de multiplicación que aca¬ 
bamos de enunciar y se obtiene el cuádruplo de la suma de las raíces, es 
decir y^.y x = — 4. Por consiguiente, i/o é yi son las raíces de la ecua¬ 
ción de segundo grado 

y 9 + y — 4 = 0 

y por consiguiente son construibles con regla y compás. Pongamos ahora 

Zo = X t + X 13 + Xw + Xi 

Zi = Xo 4- X W + X8 + Xa 

Z 2 = X 3 -f- Xs + Xu + Xn 

Z 3 r= Xxo 4 - Xn 4" Xi 4- 

y haciendo los cálculos se tiene; 

4 - Zi = j/o ; zo . Zi = — 1 ; z* + z 3 = i/i ; z 2 . z 3 = — 1 ; 

luego, z 0 y z,, z 3 y z 3 son respectivamente las raíces de las ecuaciones 

z 2 — ya — 1 = 0 ; z u — ya — 1 = 0 

y por consiguiente se pueden construir con regla y compás. 

Formemos ahora 

U 0 = Xi 4 - Xio 

u, = x 4 4 - x !9 

y se tiene u 0 + Ui = z Q ; w 0 .Ri = z 2 ; luego y Ui son las raíces de la 
ecuación de segundo grado 

v? — z 0 u — z a = 0 

y son por consiguiente construibles con regla y compás. 

Se tiene ahora Xi 4 -x w = u<>; Xi.x,o=l; luego Xi y x,o son las raí¬ 
ces de la ecuación de segundo grado 

x 2 — va 4-1 = 0 

y por consiguiente Xi es construible con regla y compás, con lo que queda 
probada la posibilidad de construir el polígono regular de 17 lados con 
regla y compás. 

De esta forma la resolución de la ecuación de grado 16 se reduce a 
la resolución sucesiva de cuatro ecuaciones de segundo grado y puede 
deducirse, de esta forma de resolver la ecuación, un procedimiento para 
construir gráficamente el polígono 1 . 

Nota: Puede parecer muy artificiosa la forma en que se agrupan 
las distintas raíces de la ecuación ciclotómica para resolverla, pero esta 
agrupación tiene un sentido profundo que se explica en la teoría de ecua¬ 
ciones de Galois. 


1 Ver Rey Pastor: Lecciones de Algebra, pág. 178. 
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11. La cuadratura del círculo. — Supongamos un círculo da¬ 
do y tomemos su radio como unidad; su área es ir, si x es el 

lado del cuadrado de la misma área, se tiene x- = jt ; x — y 
luego el problema de la cuadratura del círculo se reduce a ver 
si ji es un irracional cuadrático sobre el cuerpo de los números 
racionales. Sabemos (teorema 4) que para ello es necesario 
que a sea raíz de una ecuación algebraica irreducible de coefi¬ 
cientes racionales cuyo grado sea una potencia de dos. 

Podemos ahora plantearnos el problema siguiente: 

Un número real cualquiera ¿es raíz de una ecuación alge¬ 
braica de coeficientes racionales? 

Este problema fué resuelto por primera vez en 1844 por 
Liouville, que construyó unos números reales que no podían ser 
raíces de ninguna ecuación algebraica de coeficientes raciona¬ 
les. Como consecuencia de este descubrimiento, se clasificaron 
los números reales en algebraicos, los que podían ser solucio¬ 
nes de una ecuación algebraica de coeficientes racionales (por 

ejemplo, V 1 + V"3", y'lf), y transcendentes, los que no podían 

ser soluciones de ninguna ecuación algebraica con coeficientes 
racionales. Es claro que los irracionales cuadráticos sobre el 
cuerpo de los racionales forman una clase particular de los nú¬ 
meros algebraicos. 

Los números transcendentes de Liouville eran números crea¬ 
dos a propósito para demostrar la existencia de tales números, 
pero aparte de este papel, importante sin duda, no tenían nin¬ 
guna otra aplicación en las matemáticas. En 1873 Hermite 
probaba la transcendencia del número e, que como es sabido 
es uno de los más importantes de la matemática, y basándose 
en esta demostración en 1882 Lindemann demostró la trans¬ 
cendencia de ji 1 . Con este resultado, uno de los más resonan¬ 
tes del siglo, quedaba probada la imposibilidad de la cuadra¬ 
tura del círculo con regla y compás, ya que jc, no siendo alge¬ 
braico, con mayor razón no podía ser irracional cuadrático. 

Como dijimos al principio de este parágrafo, la imposibili¬ 
dad teórica de la cuadratura del círculo, y en general de todos 
los problemas de construcciones geométricas, es distinta de la 
imposibilidad práctica. Vamos ahora, a título de ejemplo, a 
dar una construcción aproximada de re con regla y compás. 

Dada una circunferencia de centro O y de radio unidad, 
tracemos (fig. 113) una tangente en un punto cualquiera A, 
sobre ella tomaremos el segmento AB de longitud 11/5 y el seg¬ 
mento BC de longitud 2/5. Se une el centro O con los puntos 

1 Una demostración de las transcendencias de e y de ir puede estudiarse en Kky 
Pastor: Elementos de la Teoría de Funciones. 3» edición, página 229. 
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por consiguiente, la mitad del segmento AE nos da la longitud 
de 7t con un error menor que la millonésima parte del diáme¬ 
tro, es decir si el diámetro es de un decímetro con un error 
menor que una diezmilésima de milímetro, muy inferior al in¬ 
herente a los útiles de dibujo. 


12. Construcciones mediante el trazado de curvas no cons- 
truíbles con regla y compás. — Ante el fracaso de los intentos 
para resolver con el sólo uso de la regla y el compás los pro¬ 
blemas de la duplicación del cubo, la trisección del ángulo y 
la cuadratura del círculo, los griegos imaginaron resolverlos 
trazando en el plano curvas distintas de la recta y la circun¬ 
ferencia con la ayuda de instrumentos distintos de la regla y 
del compás; así, mediante el trazado de la cisoide de Diócles, 
resolvieron el problema de la duplicación del cubo, mediante 
el uso de la concoide de Nicomedes resolvieron el de la trisec¬ 
ción del ángulo y mediante el uso de la cuadratriz de Dinos- 
trato, el de la cuadratura del círculo. (Ver las notas al capí¬ 
tulo). 

Se puede demostrar, por otra parte, que todos los proble¬ 
mas geométricos en que la incógnita está ligada con los datos 
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mediante ecuaciones algebraicas de grado 3 ó 4 (y por consi¬ 
guiente la duplicación del cubo y la trisección del ángulo), 
pueden resolverse con regla y compás, si se supone, además, 
que se ha trazado en el plano previamente una elipse, hipér¬ 
bola o parábola arbitraria. 

Limitaremos la demostración al caso de la parábola. Eli¬ 
giendo adecuadamente los ejes y el segmento unidad se puede 
siempre obtener y = x-, como ecuación de la parábola. 

Consideremos ahora una ecuación de cuarto grado 

a 0 x 1 -f- aiX 3 -f- a»x* + a 3 x -f- a.¡ = 0 

cuyos coeficientes sean irracionales cuadráticos sobre el cuer¬ 
po de los datos. Podemos siempre suponer «„ = 1, y haciendo 
el campo de variable x = x' — a,/4, obtenemos una ecuación 
del tipo 

[5] x i -f- px' 2 + qx + r = 0 

Consideremos la circunferencia de ecuación 

[6] x- -f y- + qx + ( p — l)y + r = 0 

Si x 0 es una raíz de [5], el punto (£„, z 2 o) es un punto de 
la circunferencia [6], como se ve reemplazando en la ecuación; 
reciprocamente, si consideramos un punto (z 0 , yo) que esté en 
la circunferencia y en la parábola, entonces # 0 es raíz de la 
ecuación [5], como se ve reemplazando en esta ecuación x por 
x 0 é y por & 0 . 

Las raíces de [5] son, pues, las abscisas de los puntos de 
intersección de la parábola y — x 2 , que suponemos construida, 
y de la circunferencia de ecuación [6], es decir de una circun¬ 
ferencia de centro 



y cuyo radio al cuadrado es 




(P — 1) 2 
4 



y 


como estos datos son constructibles con regla y compás, a par¬ 
tir de p, q y r, también lo son las raíces de [5], como quería¬ 
mos demostrar. Se puede observar que la circunferencia [6] 
será real siempre que la ecuación [5] tenga alguna raíz real. 

Si la ecuación es de tercer grado, se puede, multiplicándola 
por x, convertirla en una de cuarto grado sin término indepen¬ 
diente de la forma 



x 4 + px 2 -f qx — 0. 


La circunferencia [6] toma la forma 


[6'] x 2 + y 2 -f- qx -f CP — 1)2/ = O 
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y las abscisas de los puntos de intersección de esta circunfe¬ 
rencia con la parábola son, con excepción del valor 0, si es 
simple, las raíces de [5']. 

Para resolver el problema de la duplicación del cubo con 
este método, basta determinar la intersección de la parábola 

con la circunferencia de centro (1,¿) y radio y/5/2. Un mé¬ 
todo análogo se emplearía para la trisección del ángulo. 

Veamos ahora cómo se puede resolver el problema de la du¬ 
plicación del cubo, cuando se supone trazada la dsoide. Sabe¬ 
mos O 25-3, haciendo p = 2) que la ecuación de esta curva es 



Las rectas de ecuaciones y = Xx; y = l*( 1 — x), se cortan 
en puntos de la curva, cualquiera que sea el valor del pará¬ 
metro Por consiguiente, si trazamos la recta de ecuación 

V 7 2(1 t:*)' la recta 3 ue P asa por el origen y el punto de 
interseccion_de la primera recta con la cisoide tiene como ecua¬ 
ción y = iy 2x, y por lo tanto la ordenada de esta recta corres¬ 
pondiente a la abscisa x = 1, es V 2, luego dicha construcción 
nos resuelve el problema de la duplicación del cubo. 

En lo que respecta a la cuadratura del círculo, la solución 
puede obtenerse mediante el uso de intégrafos, es decir de apa¬ 
ratos que trazan la curva primitiva de una dada K Si aplica¬ 
mos este aparato a la circunferencia de ecuación x 2 4- y- = l 
entre el punto (1,0) y el (0,1), la diferencia de ordenadas 
entre los puntos extremos de la curva trazada por el intégrafo 
sera igual al área de un cuadrante, es decir ;t/4, y por consi- 

guíente se obtiene así la solución del problema de la cuadra¬ 
tura del circulo. 


Notas y complementos al Capítulo V 

1. Curvas algebraicas y trascendentes. La geometría analítica 

E™*”* De . scartes - P° r primera vez, clasificar las curvas en algebrai- 

maha 0 j geométricas” y “mecánicas”, como él las lia- 

naba respectivamente. La definición de Descartes no es muy precisa pero 

m,P ?n52 C í a impo f rtan , da hi stórica: “Yo no sabría nada mejor que cE 

triLs e?díni. PUnt0S de l qUéIla f (GUrVas) ** se pueden limar geomé- 

casadamente ¡íZ e 9 C ri n baj ° aJg ? n f m 1 edida precisa * exacta > tienen ne- 
puede S? relac "? n con todos los puntos de una línea recta que 

fos” FI nS! d i por alguna ecuación, la misma para todos los pun- 

Leibníz ombre actua l de curvas algebraicas y trascendentes se debe a 

metr?; í r? RIMER0S ™GARES geométricos. Ya hemos dicho que la geo 
metna analítica es el instrumento más indicado para el estudio de los 

P ie .\ 5 í er ' POr eiempl ° : REY PaST0R - Pl C**»* y Trejo : Aválisi. Mate,nuco. voL I. 
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lugares geométricos. Descartes supo reconocerlo e hizo aplicación de ello 
a la solución de un famoso problema de Pappus. que sólo se había resuelto 

en casos particulares. El problema es el siguiente: Dadas 2 n _1 (ó °n) 

rectas, determinar el lugar geométrico de los puntos que trazando por 
ellos 2ii-—1 (ó 2n) rectas que forman respectivamente con las anteriores 
ángulos dados, el producto de n segmentos así determinados, esté en una 
razón dada con el producto de los »—1 restantes, por un segmento fiio 
(o de los n restantes). La solución es que. hasta 4 veces, el lugar es una 
recta o una cónica, pero por 5 ó más rectas, es una curva de grado su¬ 
perior a dos. 

Fermat, el otro creador de la geometría analítica, en su famosa me¬ 
moria Ad locos plintos et solidos isagoge. (Introducción a los lugares pia¬ 
nos v sólidos) trata también un lugar geométrico no fácil de estudiar 
sin los recursos de la geometría analítica, a saber: -Dados dos puntos 
lijos M. N encontrar el lugar geométrico de los puntos I tales que si se 
trazan los segmentos IM. IN la suma de sus cuadrados sea al triángulo 
IMN en una razón dada”. La solución es una circunferencia. 

3. Las curvas de los tres problemas clásicos. Muchas curvas clá¬ 
sicas fueron ideadas con el objeto de resolver los tres problemas clásicos 
de la trisección del ángulo, la duplicación del cubo y la cuadratura del 
circulo. Veamos algunos ejemplos. 

La cisoide sirve para la duplicación del cubo. En efecto, constru¬ 
yendo la cisoide cuyo parámetro p sea igual a! doble de la arista del cubo 
dado, que podemos tomar por unidad, o sea p — 2, la recta i/ = )v corta 
a la misma en el punto P(,- = XV (1 + X"), y = )>¡ (1 + ). Este punto, 

unido con el A(l, 0) determina sobre el eje y el segmento OB = Á :1 . Por 

tanto, procediendo a la inversa, tomando dos unidades sobre el eje y para 

tener OB _ X‘= 2 y luego AB para determinar P, la recta OP corta a 

i& asíntota x = 1 de la cisoide en el punto H tal que AIÍ = /.. Luego 

AH, igual a la raíz cúbica de 2, será la arista del cubo de volumen 2. 

La concoide de la recia sirve para trisecar el ángulo. Sea el ángulo 



Eig. 113 (a). Fig. 113 (b). 


AOB (fig. 113, a); construyamos la concoide respecto de O de la recta 
AB con intervalo h = 20B. Sea P el punto en que la paralela a OA por 
B corta a la concoide; afirmamos que el ángulo POA es un tercio de BOA. 
En electo, CP _20B y por tanto si H es el punto medio de CP. por ser 
el triangulo CBP rectángulo en B, será HC = IIP = HB = OB. Luego 
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los triángulos OBíI y HBP son isósceles y por tanto áng. BOU = áng. 
BHO = 2 áng. BPH = 2 áng. HOA, lo que prueba lo afirmado. 

La cuadratriz de Hipias y Dinostrato . Se puede considerar engen¬ 
drada por la intersección del radio OQ de una circunferencia que gira 
con movimiento uniforme de OB á OD, al mismo tiempo que un segmento 
BC desciende también con movimiento uniforme hasta OD (fig. 113, b). 

La ecuación se deduce escribiendo la proporcionalidad entre el ángulo 
girado por OQ y el camino recorrido por el segmento BC al descender, o 
sea, poniendo OB = OD = r, a/EB = (,t/2)/r, o bien puesto que EB = 
= r — y, a = .t/2 — xy!2r t y de aquí, 

. , *?/ 
x = y tg a = y cot . 

Esta curva puede servir para dividir un ángulo en cualquier número 
de partes iguales, puesto que de su ecuación se deduce 

are tg(y/.v) = xyl2r 

es decir, el ángulo cp del radio vector con el eje x es proporcional a y. 
Bastará por tanto dividir y en n partes y trazando los radios vectores 
correspondientes se tendrá rp dividido en n partes (en la figura se ha 
hecho para n = 3). Ésta fue la aplicación que hizo Hipias de la cua¬ 
dratriz. 

Más tarde Dinostrato observó que también podía servir para cua¬ 
drar el círculo, puesto que, para y 0 es aq = ÓM = 2r/;t y por tanto 
n=2r/xo. Tenido a:, el área de un círculo de radio a será xas = 2ro 9 /xo, 
expresión fácil de construir. 

4 . Bibliografía. La teoría de curvas en general (tangente, máxi¬ 
mos y mínimos, inflexión, asíntotas, ...) suele estar tratada en los libros 
de Cálculo Infinitesimal, pues su estudio equivale al de las funciones que 
las representan. 

El estudio particular de muchas curvas clásicas v ejemplos notables 
por alguna de las particularidades que presentan, se encuentra en las si¬ 
guientes obras: 

F. Gomes Teixeira, Traite des couvbes spéciales remarquablcs planes 
et gauches . Vol. I, Coimbra 1908; Vol. II, Coimbra 1909. 

G. Loria, Spezielle algelraische und traszendente ebene Kuweit, 2 vol. 
Leipzig-Berlín, Teubner, 1911. 

Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie der hoheren ebenen Kurven . 
Leipzig, 1882. 

II. Wieleitner, Spezielle ebene Kurven. Sammlung Schubert, vol. 56, 
1908. 

El libro de Gomes Teixeira es un verdadero catálogo de curvas no¬ 
tables; el de Loria tiene muchas referencias a la parte histórica de cada 
una de ellas: el de Wieleitner clasifica las curvas a partir de su gene¬ 
ración cinemática y por sus relaciones mutuas a través de las transfor¬ 
maciones que las convierten unas en otras. 

Dedicados exclusivamente a las curvas algebraicas, se pueden citar: 

H. Wieleitner, Theorie der ebenen algebraischen Kurven lioherer 
Ordnnng. Sammlung Schubert, vol. 43, 1905. 

H. Wieleitner, AJgebraische Kurven I (Gestaltliche Verhdltnisse). 
Sammlung Gcschen, 1914. 

E. Beutel, AlgebraiscJie Kurven II (Theorie und Kurven dritter und 
vierten Ordnung). Sammlung Goschen, 1911. 

L. BERZORI, Allgemeine theorie der ludieren algebraischen Kurven. 
Enzyclopádie der math. Wissenschaften, vol. III. parte 2^. Leipzig, 1906. 
En la misma Enciclopedia hay otro artículo de G. Kohn-G. Loria sobre 
Spezielle ebene algebraische Kurven. 

Sobre construcciones geométricas existe una excelente obra: 

H. Lebesgue, Lecons sur les constructions géométriques , París, Gau- 
thier-Villars, 1950. 
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§ 29. Transformaciones en general. Congruencias 

1. Transformaciones en general. — Sean x y x' dos planos 
dados, que pueden ser distintos o superpuestos. Dar una “trans¬ 
formación puntual” del plano x en el x', o dar una “correspon¬ 
dencia ’ entre los puntos de x y los de x', significa dar una 
cierta ley que permita asignar a cada punto P del plano x un 
punto P' del plano x'. El punto P' se dice que es el “transfor¬ 
mado” o el “correspondiente” o el “homólogo” del P. Repre¬ 
sentando por T a la transformación, se suele indicar P' = TP 
y se lee: P' igual al transformado de P. 

Por ejemplo, si al punto P (x,y) de un plano se hace co¬ 
rresponder en el otro el punto P' de coordenadas 

z' = 2 z -j- 3 y , y’ = x + 2y — 1 

se tiene una transformación o una correspondencia entre am¬ 
bos. En ella, al punto (0,0) corresponde el (0,—1) ; al punto 
(1,0) corresponde el (2,0); al (1,1) el (5,2), etc. 

A veces se estudian transformaciones tales que a un punto 
del plano x corresponde otro elemento, por ejemplo una recta, 
del plano x'. Estas transformaciones no puntuales no las va¬ 
mos a considerar, de manera que en lo sucesivo, al decir sim¬ 
plemente “transformación”, ya entenderemos que se trata de 
una transformación puntual o correspondencia punto a punto. 

Conviene tener presente las siguientes definiciones: 

Transformación inversa. Sea T una transformación del 
plano x en x', representada por P' = TP. Si cada punto P' de 
es el transformado de un solo punto P de x, la transforma¬ 
ción de x' en x que al punto P' le hace corresponder el P, se 
llama la transformación inversa de T. Se suele representar por 
T- 1 , o sea 

de P' = TP se deduce P = T -1 P\ 

Por ejemplo, la inversa de la transformación antes consi¬ 
derada es la 

x = 2x' — 3//' — 3 , y = 2 y' _ x' -f 2 

que al punto (0,0) le hace corresponder el punto (—3,2), al 
(0. 1) el (—6 , 4), etc. 
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Puede ocurrir que un mismo punto P' sea correspondiente 
de varios puntos P; entonces diremos que la transformación no 
tiene inversa, aunque a veces se estudia también este tipo más 
general de transformaciones no unívocas. Por ejemplo, en la 
transformación x' — x-, y' = y a cada punto (x' f y’) correspon¬ 
den los dos puntos (± V x' y'). 

Elementos unidos de una transformación. Supongamos que 
los dos planos jt, x' sean coincidentes, es decir, sean uno mis¬ 
mo. Se llaman puntos unidos de una transformación T aquellos 
que coinciden con sus transformados. Es decir, los que están 
definidos por la relación P = TP. 

Por ejemplo, si la transformación antes considerada opera 
entre los puntos de un mismo plano, el punto x = 3/2, 
y = —1/2 es unido, puesto que a él corresponde el punto 
x ' = 3/2, y’ — 1/2, que coincide con el primero. 

Transformación idéntica. Cuando todos los elementos de 
una transformación son elementos unidos, la transformación 
se llama idéntica, o una identidad. Está definida por las ecua¬ 
ciones x' = x, y' = y, y significa simplemente que cada elemen¬ 
to es correspondiente de sí mismo. 

Producto de transformaciones. Supongamos que los dos pla¬ 
nos -x , x' sean superpuestos o coincidentes. Se llama producto 
de dos transformaciones T,. T.» a la transformación que resulta 
al aplicarlas sucesivamente, una después de la otra. 

Es decir, si la primera es P' = T,P y luego aplicamos T 2 
a P' obteniendo P" = T 2 P', la transformación producto es la 
P" = Tyr,P que hace pasar directamente de P a P". 

Sea, por ejemplo, la transformación T definida por 

x' = -V > v' = x — y +1 

y la T« definida por 

x' = x -f- y , y' = ‘¿x — 2. 

Aplicando T. al punto P' resulta el punto P" de coorde¬ 
nadas 

x" = x’ y' ==--+ x — y l , 

X 

y' = Zx' — 2 = —-2. 

x 

Estas son las ecuaciones de la transformación producto 

T 2 Tj . 

El producto de transformaciones no es en general conmuta- 
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tivo. En efecto, en el mismo ejemplo anterior, si aplicamos pri¬ 
mero To a P y luego T, a P' obtenemos 

*" = ~ “ r - x ' — V + 1= —2 x + !I + 3 

x X l) 

que no es el mismo punto P" de antes. 

Obsérvese que la notación TT, indica que primero hay que 
aplicar Ti y luego T 2 (aunque pudiera parecer lo contrario). 

Según la definición anterior, el producto de una transfor¬ 
mación por su inversa es igual a la transformación idéntica. 
En efecto, al pasar de P a P' por T y luego de P' a P por la 
inversa T _1 , el resultado es otra vez el elemento P de partida, 
o sea, T‘T = identidad. Por la misma razón es también 
TT- 1 = identidad. 

Notas y ejemplos: 1. Representemos por E a la transformación 
idéntica. Como ella no modifica nada es TE = ET = T cualquiera que sea 
la transformación T. De aquí se deduce que si el producto de dos trans¬ 
formaciones es la identidad, una de ellas es la inversa de la otra. En 
efecto, si T,T a = E, multiplicando ambos miembros por TV 1 resulta 
T\ = ETV 1 , de donde, T, = TV 1 . 

2. La inversa de un producto T 2 Ti es igual a Tf 1 To" 1 , es decir, al 
producto en orden cambiado de las inversas. En efecto, según la propo¬ 
sición de la nota anterior, bastará demostrar que el producto de las dos 
es la identidad, o sea, que se verifica TJiTi" 1 To' 1 = E, lo cual es evi¬ 
dente, pues TíTjTi - 1 Tf 1 = T..ET2" 1 = T 2 T 3 “ 3 = E. Simbólicamente, esta re¬ 
gla se indica 

(T2T1)" 1 = Tf 1 Tr\ 

2. Grupos de transformaciones. — Consideremos un con¬ 
junto de transformaciones, finito o infinito, T,, T 2 , T 3 , ..., que 
indicaremos abreviadamente por T¡. Este conjunto de trans¬ 
formaciones se dice que forma un gruyo, cuando se cumplen 
las dos siguientes condiciones: 

a) El producto de dos transformaciones cualesquiera del 
conjunto pertenece también al conjunto. 

b) La inversa de toda transformación del conjunto perte¬ 
nece al conjunto. 

Consecuencia de estas dos condiciones es que todo grupo 
contiene la transformación idéntica. En efecto, de una trans¬ 
formación cualquiera, por b) la inversa pertenece al conjunto 
y por a) el producto de las dos, que es la identidad, también 
pertenece al conjunto. 

Ejemplos: 1. El conjunto de todas las transformaciones de la for¬ 
ma x x -f a, y' = y + b, donde a, b son números reales cualesquiera, 
forma un grupo. En efecto, el producto de dos de ellas, sean (x‘ = x + a L . 
y' — V + bi) y (x' — x + Ü!, y'=zy + b~), es la transformación x" r= x 4 
-fíai-í-as), y " = y + (b¡ + ó..) que pertenece al conjunto. Además, la 
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transformación inversa de ia x' = x a, y' — y 4- b, es la x' = :c — a, 
y' = y — b, que también pertenece al conjunto. 

2. Las » transformaciones 

x' = x eos 8 — y sen 0 , y' — x sen 0 + y eos 0 

para o = 0, Jt/n, 2 n/n, 3 x/n, ..., (n —l).-r/?i ;orinan un grupo. Com¬ 
pruébese que se cumplen las condiciones a), b). 

3. Las transformaciones x' = xcos0— y sen o, y'— y, para los mis¬ 
mos valores de 0 anteriores, no forman grupo. Compruébese que no se 
satisfacen las condiciones a), b). 

4. Las transformaciones x' = u x , y' = by, para o, b valores reales 
cualesquiera, distintos de cero, forman grupo. Las mismas transforma¬ 
ciones, pero únicamente para valores enteros de a, b no forman grupo, 
por no cumplirse b). 

3. Traslaciones. — Definición 1. Se llama traslación, en 
el plano, a la transformación que a cada punto P le hace co¬ 
rresponder el punto P' tal que el segmento orientado o vector 
PP' tiene siempre una longitud y una orientación constantes. 

A la longitud o módulo del vector PP' se le llama amplitud 
de la traslación. 

Una traslación queda determinada dando el punto O’(a,b) 
transformado del origen O. En efecto, si P '(x',y') es el trans¬ 
formado de un punto general P(cc, y), según la definición de¬ 
berá ser x' — x = a, y' — y — fr y por tanto las ecuaciones de 
la traslación son 

[1] *' = x + a , ?/' = y + fr. 

Si representamos por T a esta traslación, podremos escri¬ 
bir P = TP. Las constantes a, b son los parámetros de la tras¬ 
lación; para cada par de valores de los mismos se tiene una 
traslación particular. Para los valores — a, —b se tiene la tras¬ 
lación inversa T 1 . Para los valores a 0, b = 0 se tiene la 
identidad o traslación idéntica. 

Si T t (x' = x -f c<„ y' = y + 6,) y T 2 (ar = x + a 2 , y’ = y + 
4- b 2 ) son dos traslaciones, su producto es la transformación 
T 2 Tj definida por las ecuaciones 

x' = x + a-, + a 2 , y' = y + &i 4- fri¬ 
que por ser del mismo tipo [1] resulta también una traslación. 
Por consiguiente, según n? 2, 

El conjunto de todas las traslaciones forma un grupo. 

4. Rotaciones. — Sea A (a, fr) un punto fijo del plano. Gi¬ 
rando alrededor de A un ángulo cp constante, a cada punto 
P(z, y) le corresponderá un punto T”(x',y') tal que AP = AP' 
y áng. PAP' = <p. 

Def. 2. La correspondencia entre P y P' definida de esta 
manera, se llama una rotación de centro A y ángulo cp. 
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El ángulo cp puede ser positivo o negativo; en el primer caso 
la rotación se hace en el sentido contrario al de las agujas de 
un reloj y se llama 
directa ; en el según- y 

do se hace en el mis¬ 
mo sentido de las agu¬ 
jas de un reloj y se 
llama inversa. 

Las ecuaciones de 
la rotación se obten¬ 
drán expresando x', 
y' en función de x, y, 
y de las constantes 
a, b, cp que la deter¬ 
minan. Para ello ob¬ 
servemos que si pri¬ 
mero trasladamos los 
ejes, paralelamente, 
de manera que el ori¬ 
gen pase a ser el pun- fíit. n t. 

to A, las nuevas coor¬ 
denadas de P serán (fig. 114) 

[2] a: t = Alí = x — a , ?/, = l J tl = y — b. 

Si luego se gira AP de un ángulo cp alrededor de A hasta 
la posición AP', las coordenadas de P' en el sistema traslada¬ 
do x it y i serán (como se ve, girando todo el triángulo APH y 
proyectando la poligonal AH'P' sobre los ejes x u y } ), 

%'i = Xi eos cp — y i sen cp , y\ = x 1 sen cp + y¡ eos cp 

y por tanto, volviendo nuevamente al sistema de coordenadas 
primitivo, para lo cual hay que tener en cuenta [2] y que 
x ' = , x ' 1 4" a > v = V 'i 4- fr. resulta que las ecuaciones de la ro¬ 
tación definida por los parámetros a, fr, cp (o sea, la rotación 
de centro A (a, fr) y ángulo cp) son 

j-gj x' = (x — «)coscp — ( y — fr)sencp + ci 

//' = (x — «)senc p -(- (y — b)coscp -f fr 

Dados dos segmentos iguales y no paralelos PQ, P'Q' exis¬ 
te siempre una rotación única que lleva el primero sobre el 
segundo. En efecto, basta considerar el punto de encuentro A 
de las mediatrices de los dos segmentos PP', QQ'. Los trián¬ 
gulos PAQ y P'AQ' son iguales por tener sus tres lados igua¬ 
les, y por tanto se pueden superponer girando alrededor de A 
un ángulo <p = áng. PAP' = áng. QAQ' (fig. 115). Esto nos 
dice que 

Una rotación queda determinada dando dos pares de pun- 
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tos homologas P, P' y Q, Q' toles que los segmentos PQ y 

P'Q' sean iguales 'yero 
_____—no paralelos. 



Fie. 115. 


Si dichos segmentos 
son iguales y paralelos, 
en la construcción an¬ 
terior se ve que el pun¬ 
to A resulta en el infi¬ 
nito y no existe tal ro¬ 
tación; en este caso los 
segmentos pueden lle¬ 
varse a coincidir por 
una traslación. De aquí 
que a veces convenga 
considerar a las trasla¬ 
ciones como rotaciones 
de centro impropio. 


5. Condiciones para que una transformación lineal sea una 
rotación. — Es interesante resolver el problema siguiente. Da¬ 
das las ecuaciones de una transformación entre los puntos del 
plano que sean de la forma 

[4] x' = Ax -f By + C , y' = P.r -f Qy + R 

con A, B, C, P, Q, R constantes dadas, ¿cuándo ellas repre¬ 
sentarán una traslación o una rotación? 

Para que representen una traslación, según [1], la condi¬ 
ción necesaria y suficiente es que sean A = 1, B = 0, P = 0, 
Q = 1. Entonces la traslación que representan es la que lleva 
el origen al punto de coordenadas C, R. 

Para que representen una rotación, las ecuaciones [4] de¬ 
ben poder escribirse en la forma [3] para valores convenien¬ 
tes de a, b, cf y por tanto debe ser, en primer lugar, 

[5] A = Q , B = — P , A 2 + B 2 = l. 

Si estas condiciones se cumplen, el ángulo de rotación rp 
está determinado por cualquiera de las condiciones A = eos rp, 
B = — sen cp. Además, igualando los términos independientes 
de [4] y [3], teniendo en cuenta las últimas relaciones entre 
sen cp, eos cp y A, B, resultan las ecuaciones 

[6] C = (1 — A) a — Bb , R = B« + (1 — A) 6. 

Este sistema de ecuaciones permite encontrar las coorde¬ 
nadas a, b del centro de rotación, siempre y cuando el deter¬ 
minante del sistema sea distinto de cero, o sea (1 — A) 2 + 
+ B- = 2(1 — A)^0, es decir, A=£l. Por tanto: 
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La condición necesaria y suficiente para que las ecuaciones 
{4] representen una rotación es que se cumplan las relacio¬ 
nes [5] y sea A =4= 1. 

Si se cumplen las relaciones [5], pero es A = 1, resulta 
<í = 1, B = 0, P = 0 y la transformación se reduce a x’ = x -f 
+ C, y’ = y R, que es una traslación. 


Ejemplo. La transformación definida por las ecuaciones 


*' = -§- 4- y — 1 . ?/' = - a- + i u + 5 

es una rotación, pues se cumplen las condiciones [5]. El ángulo de giro 
vale 60°, por ser eos <f = á. Las coordenadas del centro de rotación se 
obtendrán resolviendo el sistema [6] que en este caso se escribe 


i , V 3 . 
-1 = *«-— b 


V 3 


O =: 


a + ib 


dando las soluciones « = i (5 \ 3 - 1), b = í (5 + VÜ"). 


6. Productos de rotaciones y traslaciones. — El resultado 
anterior permite establecer fácilmente los siguientes teoremas: 

a) £7 producto de una traslación por una rotación es otra, 
rotación del mismo ángulo. 

En efecto, sea la traslación T{x’ = x -f m, y' = y -f n) y 

la rotación R de centro L(p, q, y ángulo a de ecuaciones (aná¬ 
logas a las [3]), 

x ' ~ ( x — p)cosu — (y — q) sen a -f- p, 

V' - ( x — p)sena -f ( y — q)cos« 4- q. 

Las ecuaciones de la transformación producto RT, o sea, el 

resultado de realizar una transformación después de otra se¬ 
rán 



x’ — (x -f m — p) eos a — (y -f n — q) sen a 4- p 
y — (.r m — p ) sen « -j- ( y -)- n — q) eos a q 


C omparando con [4], vemos que es A = eos u, B = —sen a, 

Sen .. Q = c ° s w y P° r tanto se cumplen las condiciones 
LoJ ; ademas, el ángulo de giro es el mismo u de la rotación 
primitiva. 


El centro A (a, b) de la rotación producto se puede hallar 
analíticamente resolviendo el sistema [6] aplicado a este caso, 

peí o es mas simple encontrarlo por la siguiente construcción 
geométricas (fig. 116 ). 


. . . T que por la traslación dada T el centro de ro¬ 

tación L pase a L„ o sea, L, = TL. Sea L 2 =* T> L el punto 
que por la traslación T pasa a L y sea L' - RL, el resultado 
de aplicai a la rotación dada R de centro L y ángulo a. 

Por eJ pioducto RT, el punto l 2 pasa a L (puesto que por 
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ía traslación pasa a L y luego, por la rotación, no cambia), y 
el punto L pasa a L'. Por tanto el segmento L 2 L pasa a LL 

y el centro A de la 
i' rotación producto se 

hallará, según la 
construcción ya men¬ 
cionada (n 9 4), como 
intersección de las 
mediatrices de los 
segmentos L -L y LL'. 

b) El 'producto 
de dos rotaciones es 
una rotación cuyo án¬ 
gulo es igual a la su¬ 
ma algebraica de los 
Fia. lie. ángulos de rotación 

de los factores. Si las 
dos rotaciones son del mismo ángido y sentidos opuestos, el 
producto es una traslación. 

Sea la rotación Rj de centro L, (p x , tfi) y ángulo a, y la 
rotación R 2 de centro L 2 (p 2 , fc) y ángulo o 2 . Sus ecuaciones 
serán análogas a las [7] con sólo poner los subíndices respec¬ 
tivos a los parámetros p, q, a. Por tanto, el producto tendrá 


por 

ecuaciones 



x ' 

= Í(X 

— ?h)cos a, — 

(y — <7i) sen ai-b Pi 

— p ,] eos a 2 — 

— 

-[<*— 

pDsen aj-b (y 

— ?,) eos a, 4 <1 1 — 

q 2 ] sen a 2 -b V¿ 

[9] 



(.V — <?!) sen ai + í>i 

— p 2 ]sen a 2 -b 

V 

= [(£ 

— Pi)cos aj — 

-L 

| 

• [(X- 

P i) sen «i -b (2/ - 

— qi )eos ai -b Qi — Q 

2 ]cos a 2 4 Q 2 


o sea x' = x eos (a- + « 2 ) — V sen(a x + a 2 ) + U 

y' = x sen((Xi -b « 2 ) 4- V eos (a x + « 2 ) 4 B 


siendo C, R los términos 
independientes de x, y 
en [9]. Como estas 
ecuaciones son del tipo 
[3], con cp = ai -b a 2 
queda demostrada la 
primera parte del teo¬ 
rema. Si a 2 = —ai, las 
ecuaciones últimas que¬ 
da n x' = x + C, y' — 

= y - 1-R que represen¬ 
tan una traslación, con 
lo cual queda demostra¬ 
da la segunda parte. 

El centro de la rota- f¡ k . m. 
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Clon producto puede hallarse fácilmente por la siguiente cons¬ 
trucción geométrica (fig. 117). 

bea ^i = Rr'L 2 , o sea, M es el punto que girado por la 
rotación R, de centro L, nos da el punto L 2 . Sea además 
, 1 ~ “- L > T el P u ” to 9 ue resulta al girar L, por la rotación R., 
de centro L 2 y ángulo a 2 . Por la rotación producto R^ el 
punto L, pasa a L\ (puesto que por R, no cambia y por R 2 
pasa a L'i) y el punto M pasa a L 2 , puesto que por R, este 
ultimo punto no cambia. Por tanto, por R.,R, el segmento' L,M 
pasa a ser el segmento L' l L 2 . El centro buscado de la rota- 
cion producto será el punto A donde se encuentran las media- 
trices de los segmentos L l L\ y ML 2 . 

Observemos que si a,, a 2 son iguales y de sentidos opues¬ 
tos, los segmentos L,M y L'jL.., resultan paralelos y por tanto 
la rotación producto es una traslación, de acuerdo ai enunciado. 

Ejercicios: 1. Demostrar que el producto de dos traslaciones es 
conmutativo. 

2. Comprobar analítica y gráficamente que el producto de una tras¬ 
lación por una rotación no es en general conmutativo. 

3. Análogamente, comprobar que el producto de dos rotaciones tam¬ 
poco es en general conmutativo. 

4. Demostrar: a) El conjunto de todas las rotaciones alrededor de 

un punto fijo, forma un grupo; b) El conjunto do todas las rotaciones 

del plano, no forma grupo; c) El conjunto de todas las rotaciones, más 
las traslaciones, forma grupo. 

7. Simetría respecto de un punto. — Def. 3 . Dado un pun¬ 
to fijo A (a, b), se llama simetría respecto del mismo, a la 
transformación que a todo punto P(x, 7 /) le hace corresponder 
el punto P '(x',y f ) situado sobre la recta AP y tal que la dis¬ 
tancia P'A sea igual a la AP. 

La simetría respecto de un punto A equivale, por tanto, a 
una rotación de 180° alrededor de A. Por consiguiente, sus 
ecuaciones se obtendrán poniendo en [3] ip = 180°, resultando 

14°] x' = 2a — x , ?/ = 2b — y 

ecuaciones que también resultan inmediatamente de la definí- 
cion. 

Una simetría respecto del origen de coordenadas estará da¬ 
da por las ecuaciones x' = — x, y' = — y. Por consiguiente: 
para que una curva sea simétrica respecto del origen de coor¬ 
denadas, o sea, se superponga sobre sí misma por una tal si¬ 
metría, es necesario y suficiente que su ecuación no cambie 
por la sustitución x' = — x, y' =_y. 

Aplicando los teoremas del número anterior al caso 
cp = 180°, resulta 

a) El producto de una traslación por una simetría respecto 
de un punto, es otra simetría respecto de un punto. 
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b) El producto de dos simetrías, cada una respecto de un 
punto, es una traslación. En efecto, se puede considerar que 
la primera simetría es una rotación de ISO 0 y la segunda otra 
rotación de — 180°. 


8. Simetrías respecto de un eje. — Def. 4. Dada una recta 
r. se llama simetría respecto de la misma, a la transformación 
que a cada punto P le hace corresponder el punto P' tal que 

la recta r resulta ser la per¬ 



F¡e. 118. 


pendicular en el punto medio 
del segmento PP' (fig. 118). 

La recta r se llama eje de 
simetría. 

Supuesta dada la recta r 
por su ecuación normal 
(§ 10-3), la distancia a la 
misma del punto P (x,y) va¬ 
le x eos <p + y sen cp — p y 
por tanto la distancia PP' se¬ 
rá el doble de esta expresión. 
En consecuencia, las coorde¬ 
nadas del punto transforma¬ 
do P' serán 


x' « x — EH = x — 2 (x eos tp + V sen cp — p) eos cp 

y' — y — PM = y — 2 (x eos cp + y sen cp — y) sen cp. 

Éstas son las ecuaciones de una simetría respecto de la 
recta r; el parámetro p es la distancia de r al origen y el án¬ 
gulo cp es el que forma la normal a r con el eje x. 

Ordenando términos y recordando que 2 eos- cp — 1 — 1 — 

— 2 sen-cp = eos 2 cp, 2 sen cp eos cp = sen 2 en, las ecuaciones 
generales de una simetría respecto de un eje resultan 

x' — — x eos 2 cp — y sen 2 cp 2 p eos cp 
‘- 11 -* y' = — x sen 2 cp -f y eos 2 cp + 2 p sen cp. 

Para ver en qué casos una transformación lineal general 
de la forma [4] representa una simetría respecto de un eje, 
bastará igualar los coeficientes homólogos en [4] y [11], re¬ 
sultando que, en primer lugar, deberá ser 

[12] A = — Q , B = P , A- + B- = 1. 

Si estas condiciones', se cumplen, el ángulo^ cp estará deter¬ 
minado por ser A = — Q = —eos 2 cp. Además, se debe cum¬ 
plir 

C = 2 p ios cp , R = 2 p sen cp. 


S 29 -9 


TRANSFORMACIONES EN GENERAL. CONGRUENCIAS 


285 


I 


Para que estas 
C/cos cp = R/sen cp, 
= — eos 2 cp, 

[14] 


condiciones sean compatibles debe ser 
o bien, teniendo en cuenta aue A = 



1 — A 1 4- A • 


Si estas condiciones se cumplen, cualquiera de las ecuacio¬ 
nes [13] permite calcular p, con lo cual queda determinado 
el eje de simetría y por tanto la simetría. En consecuencia 


Para que las ecuaciones [4] representen una simetría res¬ 
pecto de un eje, es necesario y suficiente que se cumplan las 
condiciones [12] y [14]. 


Casos particulares, a) Si el eje de simetría es el eje x, en 
las ecuaciones generales [11] hay que poner p — 0, <p — rc/2, 
con lo cual queda x' = x, y’ = — y. Análogamente, si el eje 
de simetría es el eje y, sus ecuaciones son x' = — x, y' = y, 
como, por otra parte, es evidente que así debe ser por conside¬ 
raciones geométricas. 

b) Si el eje de simetría es la bisectriz del primer cuadrante, 
o sea la recta y = x, en [11] hay que poner p = 0, cp = (3/4)a, 
con lo cual queda x ' = y, y' = x. 

Si el eje de simetría es la bisectriz del segundo cuadrante, 
o sea la recta y — — x, es p = 0, cp = jt/4, quedando x' = — y, 
y '=— x. Por tanto se puede enunciar 


Las condiciones necesarias y suficientes para que una cur¬ 
va tenga por eje de simetría: a) el eje x; b) el eje y; c) la 
bisectriz del primer cuadrante; d) la bisectriz del segundo cua¬ 
drante, son, respectivamente, que sus ecuaciones no cambien 
por las sustituciones: a) x' = x, y' — — y; b) x' = — x, 
y' = y ; c) x' = y, y' = x; d) x' = — y, y’ — — x. 


Ejercicios: 1. Probar que la curva X a + y 3 — x"y — xy 1 — 3 = 0 tie¬ 
ne por eje de simetría la bisectriz del primer cuadrante. 

2. Hallar las ecuaciones de una simetría respecto de la recta x = a. 
Análogamente respecto de la recta y = o. 

3. Hallar las ecuaciones de una simetría respecto de la recta y = ax. 


9. Producto de simetrías. —- Queremos estudiar el produc¬ 
to de dos simetrías respecto de dos ejes distintos r lt r 2 . Supon¬ 
gamos primero que estos ejes no sean paralelos y sea a el án¬ 
gulo que forman entre sí. Para simplificar los cálculos pode¬ 
mos tomar unos ejes coordenados tales que el eje x sea la recta 
r i y el origen de coordenadas sea su punto de intersección 
con Vn. Entonces, para la simetría respecto de jq las fórmu¬ 
las de transformación son, simplemente. 


[15] 


'/i 



x, = x 
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Las ecuaciones de la segunda simetría serán las [11] con 
p = 0 y cp = it/2 + a. Por tanto, las ecuaciones de la transfor¬ 
mación producto serán 

x' — x eos 2 a — y sen 2 a 

- 1 y' = x sen 2 a y eos 2 a . 

Esta transformación producto resulta de la forma [3] con 
a = b = 0, cp = 2a. Por tanto: el producto de dos simetrías 
respecto de dos rectas equivale a una rotación alrededor de su 
punto de intersección, cuyo ángulo de giro es igual al doble del 
ángulo entre las dos rectas. 

Si los ejes de las dos simetrías son paralelos, tomando siem¬ 
pre uno de ellos como eje x, las ecuaciones de la simetría co¬ 
rrespondiente serán las [15]. Si los dos ejes están a una dis¬ 
tancia p, las ecuaciones de la segunda simetría serán x’ = x u 
y' = 2p — y x . Por tanto, la transformación producto es 

x’ = x , y' = y + 2 p 
o sea, comparando con [ 1 ] 

El producto de dos simetrías ele ejes paralelos es una tras¬ 
lación de dirección normal a los ejes y de amplitud igual al 
doble de la distancia entre los mismos. 

10. Producto de una simetría por una traslación paralela 
al eje. — Son interesantes las transformaciones que se obtie¬ 
nen por la aplicación suce¬ 
siva de una simetría res¬ 
pecto de un eje y una tras¬ 
lación paralela al mismo. 
Estas transformaciones se 
llaman, a veces, antitras¬ 
laciones. 

Supongamos que el eje 
sea la recta perpendicular 
a la dirección cp, distante 
del origen la distancia p. 
El ángulo de este eje con 
el eje x será de 90°-j-cp 
y por tanto si h es la am¬ 
plitud de la translación 
F¡ e- 119 - (fig. 119), sus ecuaciones 

serán 

x' = aq — h sen cp , y' — Vi + h eos cp. 

Por tanto, si después de la simetría [11] se realiza la tras¬ 
lación anterior, las ecuaciones de la transformación resultante 
serán 
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_ x' = — x eos 2 cp — y sen 2 cp + 2 p eos q> — h sen a> 

L J y' = — x sen 2 cp -f y eos 2 -f 2 p sen cp + h eos cp. 

Para que una transformación lineal [4] sea una transfor¬ 
mación de este tipo, deberán cumplirse las condiciones [ 12 ]. 
Las restantes condiciones [13] son ahora 

C = 2 p eos cp — h sen cp , R = 2 p sen cp + h eos cp 

sistema que, dado <p, permite siempre encontrar las incógnitas 
p, h. Por tanto 

Para que una transformación lineal del tipo [4] represente 
el producto de una simetría respecto de un eje por una tras¬ 
lación paralela al mismo, es necesario y suficiente que se cum¬ 
plan las condiciones [ 12 ]. 

Ejercicios: 1. Comprobar analíticamente que el producto de una si¬ 
metría respecto de un eje por una traslación paralela al mismo, es con¬ 
mutativo. 

2. Hallar las ecuaciones de una simetría respecto del eje x, seguida 
de una traslación de amplitud a paralela al mismo. 

3. Hallar las ecuaciones de la transformación producto de una sime¬ 
tría respecto del origen de coordenadas, por una traslación de amplitud a 
paralela a la bisectriz del primer cuadrante. 

4. Hallar las ecuaciones de una rotación de 60 alrededor del punto 
( 1 . 1 ). 

11. Congruencias. — Def. 4. Se llama congruencia a toda 
transformación representada por ecuaciones de la forma 

[18] x' = A* + By + C , y' = Px 4 Q U 4 R 

que tenga la propiedad de conservar las longitudes de los seg¬ 
mentos. 

Es decir, si Mi, M_. son dos puntos cualesquiera y M',, M'-> 
son sus transformados, el segmento M.Mo debe tener la misma 
longitud que el segmento transformado M'íM'o. 

Queremos ver las condiciones que deben cumplir los coefi¬ 
cientes de las ecuaciones [18] para que esto ocurra. Escribien¬ 
do que la longitud del segmento que une yt) con 

y- 2 ) es igual a la del segmento que une M'i(¡r'i, y'j) con 
M\. (é'o, y’ 2 ), se tiene 

(. t'í — x' 2 y- 4 - (y'i — y'2) 2 = (xi — x 2 )- 4 - ( 2/1 — 2 /-) - 

o sea, sustituyendo en el primer miembro los valores dados por 
las ecuaciones [18], resulta 

[A(aq — x 2 ) 4- B( 2 /! — 1 / 2 ) ] 2 4- [Pía?! — x 2 ) -f Q(aq — y 2 )V = 

= (aq— x 2 ) 2 4- (2/1 — y2)- 

y si esta igualdad debe verificarse cualquiera que sea el par 
üe puntos Mj, M 2f o sea, cualesquiera que sean los valores x lt 
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y u x- 2 , !k, los coeficientes ele estas variables en ambos miem¬ 
bros deben ser iguales, resultando las condiciones 

[19] A 3 + P- = 1 , B- -f- Q- = 1 , AB -f PQ = 0. 

Por tanto 

Las condiciones necesarias y suficientes para que las ecua¬ 
ciones r 18] representen una congruencia, es que se cumplan 
las condiciones [19]. 

Multiplicando la primera ecuación [19] por B-, la segunda 
por P- y restando miembro a miembro, teniendo en cuenta que 
de la tercera se deduce AB = — PQ y por tanto A 2 B 2 = P-Q-, 
resulta 

P 2 — B 2 = 0 

y por tanto P = ± B. Pueden ocurrir tres casos: 

ft) P= — B^O. En este caso la última ecuación [19], 
dividiendo por P, da la condición A = Q. Según el n 9 5, por 
cumplirse las condiciones [5], la congruencia será una rota¬ 
ción si A ^ 1, o una traslación si A = 1. 

b) P = Bt¿: 0. La última ecuación [19] da A = — Q. Por 
tanto, según n? 10, la congruencia es una simetría respecto de 
un eje seguida de una traslación paralela al mismo eje (tras¬ 
lación que puede ser de amplitud nula y reducirse por tanto 
la congruencia a una sola simetría). 

c) P = B = 0. En este caso las ecuaciones [19] dan 
A = rt 1, Q = ± 1. Si A y Q son de mismo signo, se cumplen 
las condiciones [5] y la congruencia es una rotación. Si son 
de sentido contrario, se cumplen las condiciones [12], y se 
trata de una simetría respecto de un eje seguida de traslación. 

Observemos finalmente que en el caso en que la congruen¬ 
cia es una rotación o una traslación, el determinante 

A B 
P Q 

de la transformación [18], debido a las condiciones [19] vale 
+ 1 y en los casos en que la congruencia es una simetría se¬ 
guida de traslación vale — 1. Se tiene por tanto 

Toda congruencia es siempre o bien una traslación, o bien 
lina rotación, o bien una simetría respecto de un eje seguida 
de mía traslación paralela al mismo. En los dos primeros casos 
el determinante A vate +1 y en el tercero — 1. 

Nota. Las congruencias de determinante A = -f 1, se llaman acordes, 
y aquellas con A = — 1, discordes. En las primeras, dos figuras homo¬ 
logas pueden llevarse a superponer por una traslación o por una rota¬ 
ción del plano sobre sí mismo. En cambio, en las segundas, dos figuras 
homologas sólo pueden superponerse a través de una simetría respecto 
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ue un eje y por tanto, si se quiere mover una figura hasta superponerla 
con su homologa por un movimiento continuo, es necesario salir del 
plano. Por ejemplo, los triángulos 
simétricos y M'iMMVL' de 

la figura 120 son congruentes, pe- 
ro no es posible superponer uno 

sobre otro por un movimiento den- S ' \ 

tro del plano. y' ; \ 

Ejercicios: 1. Probar: a) El / AM 2 

producto de dos congruencias / ' ¡ 

acordes es una congruencia acor- ^ ¡ ¡ 

de; 6) El producto de una con- ¡1 

gruencia acorde por otra discorde, ¡ ¡ ¡ 

es una congruencia discorde; c) El -¡-¡- 1 - 

producto de dos congruencias dis- • ■ ¡ 

cordes, es una congruencia acorde. ^/¡ ¡ ¡ 

2. Probar que el conjunto de ! 1 

todas las congruencias forma un ! . 

grupo. ¡ 

3. Probar que el conjunto de • / 

todas las congruencias acordes 

forma un grupo, pero el conjan- 
to de todas las congruencias dis- 

cordes no forma grupo. fíe. 120 . 


m; 




Fitr. 120 . 


8 30. Transformaciones lineales. Afinidad 


1. Homolecias. — Definición 1. Dado un punto fijo L y 
una constante h, se llama homotecia de centro L y razón h a 
la transformación que a todo punto P (x,y) hace corresponder 
el P'(x', y') situado sobre la recta LP y tal que 


Y f 


Q' 


\P 




Fie. 121. 

LP' 

LP 


LQ' 

LQ 


P'Q' 

PQ 


[ 1 ] 


LP 

LP 


- = h 


Si h > 0, se toma 
LP' del mismo sen¬ 
tido que LP y la ho¬ 
motecia se llama di¬ 
recta ; si h < 0 el seg¬ 
mento LP' se toma en 
sentido opuesto al LP 
y la homotecia se lla¬ 
ma inversa. 

Si P, P' y Q, Q' 
son dos pares de pun¬ 
tos homólogos, será 

= h 
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y por tanto: en una homotecia, ¡os segmentos homólogos son 
paralelos y la razón entre sus longitudes es igual a la razón de 
homotecia. 

Si las coordenadas de L son a, b por semejanza de trián¬ 
gulos, se deduce (fig. 121) 

x' — a = y' — b = LJP = k 
x — a y — b LP 

y por tanto las ecuaciones de una homotecia son 

[2] a :' = h(x — a) + a , y' = h(y — b) -f b. 

La relación [1] no puede aplicarse cuando P es el mismo 
punto L, pero entonces, para que las ecuaciones [2] sigan va¬ 
liendo, se conviene en que el punto transformado del centro 
de homotecia sea el mismo punto. 

Además, para h = 1, resulta x' = x, y’ = y, o sea: la ho¬ 
motecia de razón 1 es la identidad. 

La inversa de la transformación [2] es 

x = (1/h) (x' — a) + a , y = (1 /h)(y' — b) -f b 

que comparando con [2] nos dice: la inversa de una homotecia 
es otra homotecia del mismo centro cuya razón es la inversa 
de la razón de la homotecia dada. 

Para que la transformación lineal 

[3] x' = As + Bz/ + C , y' - Px + Q y -(- R 

represente una homotecia, comparando con [2] resulta que de¬ 
berá ser 

[4] b = 0 , P = 0 , A = Q. 

El valor A = Q será la razón de homotecia y las coordena¬ 
das del centro se obtendrán de las ecuaciones que resultan al 
igualar en [2] y [3] los términos independientes, o sea, po¬ 
niendo h — A. 

[5] (1 —A) a = C , (1—A)6 = R. 

Este sistema nos dará a, b, siempre y cuando sea A 1. 
Si A = 1, cumpliéndose además [4], la transformación [3] es 
una traslación. En resumen 

La condición necesaria y suficiente para que las ecuaciones 
[3] representen una homotecia, es que se cumplan las relacio¬ 
nes [4] y sea A^l. Si se cumplen las relaciones [4] y es 
A = 1, se tiene una traslación. 

Ejemplo. Las ecuaciones 

x' = 3x + 5 , y' = 3 y — 2 

representan una homotecia de razón 3, por cumplirse las condiciones f4J. 
Las coordenadas del centro de homotecia, soluciones del sistema [5], son 
a = — 5/2, b = 2/2 = 1. 
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2. Producto de homotecias. — Queremos estudiar el producto de dos 
homotecas Hi, He. Para simplificar los cálculos podemos tomar el ori¬ 
gen de coordenadas en el centro de la homotecia Hi con lo cual sus ecua¬ 
ciones serán de la forma 

Xz = hx , y x = hy 
como resulta al hacer en [2], a = b = U. 

SI tomamos además el eje x de manera oue pase ñor el centro de 
la segunda homotecia, sus ecuaciones serán de la forma 

x’ =: hiXi + ai( 1 — hi) , y' = luy x 

siendo hi su razón de homotecia y a x la abscisa de su centro. 

La transformación producto H.H : será 
[6] x' = hlux + ai(l— lu) , y' = hh } y. 

Comparando con [2] vemos que esta transformación es otra homo¬ 
tecia, de razón hh x y cuyo centro tiene por coordenadas (soluciones del 
sistema [5]) 

1 — hhx 

a = a x — --— , b = U 

1 — /¿i 

es decir, está también sobre el eje x. Tenemos por tanto el teorema: 

El producto de dos homotecias es otra homotecia cuya razón es igual 
al producto de las razones y cuyo centro está alineado con los centros de 
las dos homotecias dadas . 

Si las razones de homotecia son inversas una de otra, o sea, es 
hh\ ~ 1, el producto pasa a ser una traslación paralela a la recta que 
une los centros de homotecia, como se ve inmediatamente por la forma 
que entonces toma la transformación producto [6]. 

Ejercicio. Hallar la razón y el centro de homotecia del producto de 
la homotecia (x' = 2x — 3, y =z2y + 2) por la homotecia (x r = 
= — Sx — 1, y' = — 3y + 4). 


3. Circunferencias homotéticas. — Para hallar la transformada de 
una circunferencia 

[7] (x - a y + (y - p) 2 = t~ 
por una homotecia 

[8] x' = hx + C , y = hy + R 

bastará sustituir x, y en función de x\ y' en la ecuación [7]. Haciendo la 
sustitución y multiplicando ambos miembros por Ir para quitar denomi¬ 
nadores, resulta 

_ (C + ha) F + [ (y' - (R + Ap> F = rW 

que es otra circunferencia cuyo radio r ' y centro (u, p') están dados por 
las ecuaciones 

[9] r' 2 = r~Ir , u = C + ha , p' = R + /*p. 

Recíprocamente, dadas dos circunferencias cualesquiera, una ele cen¬ 
tro (a, P) y radio r y otra de centro (a', p') y radio r\ las ecuaciones 
[9] permiten determinar dos razones de homotecia h=i±r'/r y para 
cada una de ellas los valores C = ct' — ha , R = P'— p/f. con ios cuales 
las ecuaciones [5] dan las coordenadas de un centro de homotecia 



Recordando (§ 3-3) vemos que el punto (a, b) está alineado con 
(c/., P) y (a p') y precisamente es el punto que divide al segmento 
determinado por estos últimos en la tazón h. En resumen 
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Dadas dos circunferencias no concéntricas , existen d*>s homotecias 
que transforman una cu otra. Las razones de estas homotecias son igua¬ 
les a las razones entre los radios con signo positivo y negativo respecti¬ 
vamente, y los centros de homotecia son los puntos que dividen al seg¬ 
mento determinado por los centros de las circunferencias en la misma 
razón — r'/r. 



Fiír. 122. 


El centro correspondiente a la razón positiva, se llama centro de 
homotecia directa, y el otro, centro de homotecia inversa . 

La construcción geométrica de los centros de homotecia es fácil 
(fig. 122). Basta tomar un radio cualquiera OP en una circunferencia 
y el diámetro P'P" paralelo en la otra. Los centros de homotecia Lj, L« 
son los puntos en que las rectas PP' y PP" cortan a la recta de los cen¬ 
tros, puesto que en efecto éstos son los puntos que dividen al segmento 
OO' en las razones LiO'/LiO = r'/r, LsO'/LsO = — r'/r. 

Ejercicio. Tres circunferencias coplanarias con centros distintos y 
radios desiguales tienen dos a dos un centro de homotecia directa y un 
centro de homotecia inversa. Probar que los tres centros de homotecia 
directa pertenecen a una misma recta (eje de homotecia directa) y que 
cada dos centros de homotecia inversa están alineados con un centro de 
homotecia directa (formando tres ejes de homotecia inversa). 


4. Semejanzas. — Def. 2. Se llama semejanza a toda trans¬ 
formación de la forma 

[10] x’ = Ax + By + C , y' = Px + Qy + K 

tal que la razón entre dos segmentos homólogos cualesquiera 
sea constante. 

Es decir, dados dos puntos Mj (a? x , 2/j), M«(x»,y‘.) y sus 
transformados M'j (x\, ?/,), M', (x' 2l y f 2 ) se debe cumplir 



La constante h, positiva o negativa, se llama razón de se¬ 
mejanza. 


Conservándose constante la razón entre los segmentos, dos 
triángulos homólogos tendrán sus lados proporcionales y por 
tanto, según la geometría elemental, ellos tendrán los ángulos 
iguales. Lo mismo vale para los ángulos correspondientes de 
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dos figuras homologas cualesquiera; es decir: la semejanza es 
una transformación c¡ue conserva los ángulos. 

Sea S una semejanza de razón h \ si se multiplica por una 
homotecia H de razón 1/h y centro cualquiera, los puntos M'i, 
M'o pasarán a M"i, M" 2 tales que 

H21 M// » = _i_ 

11 M\ M'o h 

y por tanto la relación entre los puntos primitivos M lt M._> y 
los M"i, M"o de la transformación producto HS, será (multi¬ 
plicando [11] y [12]) 

M", M" 2 
Mi Mo - 1 

que según (§ 29-11) es una congruencia K. Es decir K = HS. 
De aquí, multiplicando ambos miembros por H l resulta S = 
= H’K y como H 1 , inversa de una homotecia, es también 
una homotecia [1], resulta 

Toda semejanza es igual al producto de una congruencia 
por una homotecia. 

Sustituyendo en [11] las distancias MiM 2 y M'iM' 2 en fun¬ 
ción de las coordenadas de los extremos, elevando al cuadrado 
ambos miembros y quitando denominadores, se obtiene 

(.r'i — X'?) 2 (y\ — y'n) 2 = h-[(x i —® 8 ) a + (2/i — 2/a) 2 ]- 

Para que la transformación general [10] represente una 
semejanza, será necesario que esta condición se cumpla para 
cualquier par de puntos (x ít y,), (x 2 , 2/2) al sustituir en el 
primer miembro los valores [10]. Haciendo esta sustitución 
(análogamente al § 29-11) e igualando los coeficientes de 
los términos semejantes, resulta A- + P- = h-, B- + Q’ = h-, 
AB -f PQ = 0. Por tanto 

Las condiciones necesarias y suficientes para que la trans¬ 
formación lineal [10] represente una semejanza, son 

[13] A 2 + P 2 = B 2 + Q 2 , AB + PQ = 0. 

En este caso, el cuadrado de la razón de semejanza vale 
fc = A 2 -j- P- = B- + Q-. 

Ejercicios: 1. Probar que el producto de dos semejanzas es otra 
semejanza cuya razón es igual al producto de las razones de ambas. 

2. El triángulo de vértices (0, 0), (1, 0). (0, 1) y el de vértices 
(0, 0) (3, 3), (6, 0) son semejantes. Hallar las ecuaciones de la seme¬ 
janza que lleva el primero a coincidir con el segundo. 

3. Hallar las ecuaciones de la semejanza que tiene como pares de 
puntos homólogos A(—1, 0), A'(l f 3) y B(ü, 1), B'(2, 1). 
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5. Afinidades. — Después de las transformaciones especia¬ 
les que hemos estudiado en los números anteriores, pasemos a 
la transformación más general de la forma 

[14] x' = Ax + By -f- C , ?/ = Por + Q y 4 - R 

donde a los coeficientes no se les exige otra condición que la 
de ser 

[15] A “ P Q ** 0 

para que !•'■ correspondencia sea biunívjca, es decir, sea posi¬ 
ble me .....ite [14] calcular x, y dados x\ y'. 

Def. 3. Se llama afinidad en el plano, a toda transforma¬ 
ción de la forma [14], con la condición [15]. 

El valor A se llama constante de la afinidad. 

Obsérvese que todas las transformaciones anteriores (rota¬ 
ciones, congruencias, homotecias, semejanzas) son casos parti¬ 
culares de la afinidad. 

Las afinidades conservan el grado de las curvas algebrai¬ 
cas. Es decir, si f(x',y') = 0 es de grado n, su transformada 
f (Ax + B y + C, Px Q y + R) = 0, será también de grado n, 
puesto que el grado de un polinomio no cambia al sustituir las 
variables por otras ligadas a ellas por expresiones lineales, co¬ 
mo son las [14]. En particular, las afinidades transforman 
rectas en rectas. 

La propiedad fundamental de las afinidades es que ellas 
conservan la razón simple de tres puntos alineados. 

En efecto, dados tres puntos Ai(z„ ?/,), A 2 (x 2 ,y 2 ), 
A 3 (íc 3 , 2 /¡»), su razón simple es 

(A.A.A.) = AA = ' r '- = - V ’~ Vl 

A 2 A 3 x s — X-. y 3 — y-j 

o bien, por una propiedad elemental de las proporciones, 

/A A a \ _ A(a?a — a; T ) - P> (.?/, — ?/,) 

1 * 3 “ A(x 3 — x 2 )+ B(t/ 3 —fe) # 

La razón simple de los puntos transformados vale, aplican¬ 
do [14], 


v'. 

... t 


r' 
¿ 3 


X'o 


(A' A'oA' ) = ,r ' ■ ~ = A(r« —.r,) -f B(, }h — lh) = 

x'n — x's A(x 3 — x 2 ) + B(y s — y 2 ) 

— (AiA«A s ), 

lo cual demuestra el teorema. 

Otra propiedad importante de las afinidades es la siguiente: 

En toda afinidad, el cociente entre las áreas homologas es 
igual a la constante de la afinidad. 
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En efecto, supongamos el triángulo formado por los tres 
puntos U¡(x¡,y¡) (¿=1,2,3) y el triángulo formado por los 
puntos homólogos M'¡ (x'¡, y'¡). Escribiendo el área de este úl¬ 
timo en forma de determinante (§ 10-6), se tiene 



*'i y' i i 

Ax, 4- B? 7 i 4- C P.x*i 4- Qyi 4- B 1 

II 

H 

**2 16 i 
# • y'-. ! i ! 

= i Ax 2 4- B?/o 4- C P * 2 4- Qi / 2 - L R 1 

A 4 - Bi/a 4- C P.l's 4- Ql/s 4~ R 1 


Restando de la primera columna del segundo determinante, 
la última multiplicada por C, y de la segunda fila la última 
multiplicada por R, resulta 


Ax x + B?/i Pxi H- Qí/i 1 ABO' x y y x 1 

V = t Ax 2 + Bj/o Px 2 + Qy 2 1 = | P Q 0 ■ x 2 y 2 1 = AT 

Ax¿ -f Bj/a P.r 3 4- QVz 1 0 0 1 x z y* 1 

donde T es el área del triángulo MiM 2 M ? . Queda así probado 

el teorema para triángulos. Para una figura poligonal, basta 
descomponerla en triángulos y entonces si Tj, T 2 , .... T„ son 
las áreas de estos triángulos y T' u T' 2 , ..., T' n las áreas de 
los transformados, será 

T', T'.. T' s _ T'„ 

A - tt " t. “ t 3 • • ■ t: 

T'i + T' 2 4- T' a 4- 4- T„ 

Ti 4- T, 4- T;¡ 4- ... 4- T„ 

que prueba también el teorema en este caso. 

Para figuras cualesquiera, basta aproximarlas por polígo¬ 
nos, y si la relación se cumple para cualquiera de éstos, se cum¬ 
plirá también en el límite, quedando así probado el teorema en 
general. 

Si A = 1, las áreas no cambian por la afinidad, y se dice 
que se trata de una equiafinidad o de una afinidad unimodular. 


La demostración del teorema anterior es más directa utilizando la 
fórmula del cambio de variables para integrales dobles. En efecto,, si F 
es una figura cualquiera y F' es su transformada, el área de esta última 
es la integral de dx’dy', o sea, 

[ 16 ] | | dx'dy' ~ { | | p q dxd V ~ A f f Axd V 

i F F 

* puesto que el jacobiano de la transformación [14] es precisamente A. 

Como las integrales del primero y del último miembro de [16] son las 
áreas de F' y F respectivamente, queda demostrado el teorema. 

Ejercicios: 1. Probar que el producto de dos afinidades es otra afi¬ 
nidad cuya constante es el producto de las constantes. 

2. Probar que una afinidad queda determinada por 3 pares de pun¬ 
tos homólogos. 


i 




TRA N S FORMACION ES CEOM ÉTRICAS 


5 30 -G 


206 

3. Hallar las ecuaciones de la afinidad cute tiene como paces d p pun¬ 
tos homólogos A(0, 0), A'(0, 3); B(l, 0), B'(—1. 2); C(—1,1), 

C (2, 8). 

4. Probar que por una afinidad, la especie de una cónica no cam¬ 
bia, es decir, las elipses se transforman en elipses, las hipérbolas en 
hipérbolas y las parábolas en parábolas. 


6. Clasificación de las afinidades. — Queremos hallar los 
puntos unidos de la afinidad [14], o sea, los puntos que son 
homólogos de sí mismos. Para ello bastará hacer x = x\ y = y' 
y resolver el sistema de ecuaciones resultante, que es 


[17] 


ÍA— l)x + By -f- C = 0 
Px + (Q— 1)?/ -f R = 0. 


Pueden ocurrir tres casos: 

a) El determinante de los coeficientes es distinto de cero, 
o sea, 

[18] A —1 B -¿o 

P Q —1 ^ • 

En este caso el sistema [17] tiene solución única y por 
tanto la afinidad tiene un solo punto unido. Se dice que es una 
afinidad central. 

Si el determinante de los coeficientes es nulo, quiere decir 
que se cumple la proporción (A — 1)/P = B/(Q — 1). Según 
que el valor de esta razón sea distinto o igual a la razón C/R 
se tienen los otros dos casos: 


b) es 


[ 10 ] 


A —1 
P 


2 _ *-£ 
— 1 9 R 


en cuyo caso el sistema [17] es incompatible y la afinidad ca 
rece de puntos unidos. 


c) es 


[ 20 ] 


A —1 
P 


B 

Q —1 


en cuyo caso el sistema [17] se reduce a una sola ecuación y 
la, afinidad tiene una recta de puntos unidos llamada eje de la 

afinidad. Se dice entonces que se trata de una afinidad homo- 
logica. 

Ejemplos: 1. La transformación x' = x, y’ = ay con «^1, es ur.a 
afinidad homologuca, cuyo eje es el eje x. 

2. La transformación x —-3:c + y, y' = x + 2y es una afinidad cen- 

trui. 
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Propiedades de las afinidades centrales. Para estudiar una afinidad 
central es cómodo tomar como origen de coordenadas el punto unido de 
la misma. Entonces el sistema [1.] debe tener las soluciones x ■= 0, 
y — 0. y por tanto debe ser C = R - 0. Las ecuaciones de la afinidad 
quedan de la forma 

[21] = Ax + B y , y' = P.r + Q y. 

Veamos cuál será la homologa de la recta y = mx. Desdejando x.y 
de [21] y sustituyendo en la ecuación y = mx. resulta que la recta trans¬ 
formada es la //' ni'x\ c-on 


[ 22 ] 


m = 


P + wQ 

A 4- mB 


Haciendo m — m' resulta una ecuación de segundo grado para de¬ 
terminar las rectas homologas de sí mismas o rectas unidas. Según que 
esta ecuación tenga 0, l ó 2 raíces reales, la afinidad central se llama 
elíptica, parabólica o hiperbólica. 

Para que todas las rectas que pasan por el punto unido resulten 
también rectas unidas, es decir, sea ni = ni, en [22] debe ser A = Q, 
P = O» B = 0, y la afinidad resulta una homotecia. 

Propiedades de las afinidades homolóyieas. Tomando el eje de afi¬ 
nidad como eje para comodidad de cálculo, las dos ecuaciones [17] 
deben reducirse a y — 0, y por tanto debe ser A = 1, C = 0, P U. R = 0. 
Con esto, las ecuaciones de la homología quedan 

[23] = * + B //, . y' = Qy, 


De aquí 


— // 


Q — 1 

B 


lo cual nos dice que el 
coeficiente angular de y* 

las rectas que unen pun- 1 j 
tos homólogos es cons- ¡ 

tante, o sea 

En una afinidad lio- 
mológica , las rectas que 
unen puntos homólogos 
son todas paralelas a 
una misma dirección , lla¬ 
mada dirección de la afi¬ 
nidad. 

Si la dirección de la 
afinidad es ortogonal al p 

eje, la afinidad se llama_ 

ortogonal. Si es paralela 0 / * 
al eje, la afinidad se lia- S 
ma especial. 

Sea Po el punto en 
que la recta PP' corta 
al eje de afinidad. De la fig. 123 y 

P„P' 




Fig:. 123. 


es decir 


P„P 


de [23] se deduce inmediatamente 

9 

i r 

— = Q 


La razón simple PoP'/PoP entre un par ae puntos homólogos y el 
punto en que la recta que los une corta al eje de la afinidad , es constante. 
A esta constante se le llama característica de la afinidad. 




I 
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Ejercicios: 1. Probar que toda afinidad central es igual al pro¬ 
ducto de dos afinidades homológicas de ejes incidentes. 

2. Probar que toda afinidad central es el producto de una semejanza 
por una afinidad homológica. 

3. Clasificar las siguientes afinidades: 

a) x' — x + y + 1 , y' = 3y + 2 

b) x' = — x -f 2y + 3 , y' = 2x — y — 3 

c) x' = x + 2y — 1 , y' = 3* — y 4 2 

r/) a.-' = 3a- — 3y + 2 , y' = (4/3) .v — y + 1 


7. Colineaciones. — En las afinidades o transformaciones 
dadas por las ecuaciones [14], siempre que x, y tengan valores 
finitos, los x', y' correspondientes resultan también finitos. Es 
decir, a los puntos propios, corresponden siempre puntos 
propios. 

Una transformación más general es la representada por 
las ecuaciones » 


A.r 4- B» 4- C 
ivi a; -r .\ y -\- L 


Tx + Qy 4- R 
Ma; + isiy L ‘ 


Una tal transformación se llama una nomografía o coli- 
neación. Su estudio corresponde a la geometría provecí i y.-l En 
estas transformaciones, a los puntos de la recta M.r — N y -f- 
4-1, = 0 corresponden los puntos del infinito del plano. 


§ 31. Transformaciones lineales en espacios 

UNIDIMENSIONALES 

1. Proyectividad entre espacios unidimensionales. — Hasta 
ahora hemos hablado de transformaciones entre los puntos de 
dos planos, distintos o coincidentes. Es interesante considerar 
también transformaciones entre los elementos de dos espacios 
unidimensionales o formas de primera especie. Recordemos que 
por espacios unidimensionales entendemos: a) Los puntos de 
una recta; b) Las rectas de un haz; c) Los planos de un haz. 

En estos espacios cada elemento está determinado por una 
sola coordenada: su abscisa x. Para el caso de la recta, x es la 
abscisa ordinaria; para un haz de rectas, x es la abscisa tan¬ 
gencial, o sea, la tangente del ángulo que forma cada recta del 
haz con otra tomada como recta origen; para un haz de pla¬ 
nos, x es también la tangente del ángulo diedro formado por 
cada plano con un plano origen. 

definición 1. Se llama proyectividad entre dos espacios 
unidimensionales cuyos elementos estén determinados respecti¬ 
vamente por las abscisas x, x’, a toda transformación de la 
forma 
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ax + b 
ex -i- d 


donde a. b, c, d son números reales cualesquiera, sujetos úni¬ 
camente a la condición 



El valor A se llama determinante de la proyectividad. La 
condición A =£ 0 es indispensable para que la correspondencia 
sea biunívoca. En efecto, si fuera A = 0 se verificaría a/c. = 
= b/d y por ranto el segunao miemoro de [1] tendría un va¬ 
lor constante cualquiera que fuese x, es decir, a todo elemento 
^ correspondería el mismo elemento x'. Con la condición [2] 
quedan excluidas este tipo de correspondencias, llamadas a ve¬ 
ces proyectividades “degeneradas”. 

La transformación inversa de la [1] es 


dx’ — b 

x -* -;—;- 

—car 4- a 

que es de la misma forma [1]. Además, el determinante de 
esta transformación inversa es el mismo de antes y por tanto 
es también distinto de cero. Por tanto: 


a) La inversa de una proyectividad es oirá proyectividad. 
Otra propiedad importante es 

b) El producto de dos proyectividades es otra proyectivi- 
dad. 

En efecto, sean las proyectividades 

ax 4- b , px' 4- Q 

x' — - ¡—t • x' = — ; — ¡-. 

ex 4- d rx' 4- s 

El producto de las mismas, sustituyendo en la segunda el 
valor x' de la primera y ordenando términos, resulta 


" _ (m + sc),r 4- rb — sd 
X ~ (pa J r qc)x 4- Vb 4- qd 

que es del mismo tipo que la [1]. Sólo falta ver que se cum¬ 
pla la condición [2]. El determinante de la transformación pro¬ 
ducto vale 

(pa 4- qc) (rb 4- sd) — (pb 4- qd) (.va 4- se) = 

= {ad — be) (ps — qr) 

o sea, es igual al producto de los determinantes de los factores 
por consiguiente es distinto de cero y queda probado el enun¬ 
ciado. 
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Las dos propiedades anteriores prueban que: ei conjunto de todas 
las orovectividades forman un grupo. 

Como consideramos sólo elementos x reales , hemos supuesto que a. b. 
c, d también lo eran. Equivale a decir que consideramos únicamente pro- 
yectividades reales. Si se consideran también crementos imaginarios y 
por tanto las x pueden ser complejas, también se pueden tomar los coe¬ 
ficientes a, b, c, d números complejos y resultan entonces ¡as proycctivi- 
dades complejas, que no vamos a considerar. 


2. Razón doble de cuatro elementos: propiedad fundamen¬ 
tal de las transformaciones proyectivas. — I)EF. 2. Dados cua¬ 
tro elementos ordenados A, B, C, D de un espacio unidimen¬ 
sional, cuyas abscisas respectivas sean x u x,, x 3 , x it se llama 
razón doble entre los mismos a la expresión: 


(ABCD) 



Obsérvese que la razón doble depende del orden en que se 
consideran los elementos dados. 

El teorema fundamental de las transformaciones proyecti¬ 
vas para espacios unidimensionales es el siguiente: 

La razón doble de cuatro elementos se conserva :por trans¬ 
formaciones proyectivas. 

Es decir, cualquiera que sea la transformación proyectiva 
[1], el valor de la razón doble de cuatro elementos de abscisas 
X\, x¿, x- A , £.| es igual al de la razón doble de los elementos trans¬ 
formados de abscisas áfc' lf ¿"s, x' 3t • 

En efecto, si A, B, C, D son los elementos y A', B' f C', D' 
sus transformados, es 


(A', B'.C'.D') 



Veamos el valor que toma esta expresión al sustituir en 
ella 


ax 4- b 
ex -j- d 


Se tiene 


ru- 3 4- & o.r, 4- & (ad — be) (.r 3 — .r,) 
ex 3 4- íi ex i 4- d (cx 3 d) (cx t + d) 


y calculando la expresión análoga x' 3 — x'- 2 , para lo cual basta 
sustituir el índice 1 por el 2, y dividiendo miembro a miembro, 
resulta 


x' 3 — x\ _ x 3 — Xy ex, - 1 - d 

;C's — X'i X 3 — X 2 ‘ CXo + tí 


Sustituyendo en ambos miembros el índice 3 por el 4 x di¬ 
vidiendo miembro a miembro, resulta 


? 3 ! -2 
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3 a X i ^ X i — ,t" i _ X 3 — X\ * Xi - X\ 

x's — x'n * x\ — x'■< a* 3 — x -2 ’ x 4 — x 2 

o sea (A', B'. C', D') = (A, B. C, D), como se quería demostrar. 
Vale también el teorema recíproco: 

Toda correspondencia entre los elementos de dos espacios 
unidimensionales que conserve los valores de las razones do¬ 
bles, es una transformación proyectiva. 

En efecto, sean a. b, c las abscisas de tres elementos dis¬ 
tintos y a', b\ c' las abscisas de sus transformados. Considere¬ 
mos estos elementos como fijos y sea x un elemento cualquie¬ 
ra de la primera forma y x’ su transformado. Por hipótesis 
se verifica 

( abex) = ( a'b’c'x') 

o sea 

c — a m x — a _ c' — a' _ x[ — a' 

c — b ’ x — b ~ c’ — b' ‘ x' — b' * 


De aquí, llamando 

C(c — a)/(c — b)] : [(<■' — a’)/(c’ — ó')] = k, 

queda 

r — a , x' — a' 
x — h ~ k x' — b' 

de donde se puede despejar x\ resultando de la forma 

ax 4 - P 


■x' ■-= 


•X 4- b 


con 


a = b' 
Y = 1 


lea 


p = kba' 
5 = kb - 


ab' 


Como esta ley que relaciona x con x' es de la forma [1] 
y además se cumple 

ab — Py = k(b — a) ( b '— a') 0 

por haber supuesto que o. b, c así como a', b', c' eran puntos 
distintos, queda demostrado este recíproco. 


Ejitrcicioss 1. Hallar la razcn doble entre los cuatro puntos de abs¬ 
cisas —3, 0, 1, 2. Solución: (4/1): ((5/2)= 8/5. 

2. Hallar la razón doble entre las cuatro rectas que pasan por ei 
origen y cuyas ecuaciones son y = 0, !J = x, y = 2x, y=—x. Solución: 
Como las abscisas tangenciales de estas rectas son iguales a sus coefi* 
cientos, la solución es (0, 1, 2, —1) = (2/1):(—1/—2)=4. 

3. Probar las relaciones 

(ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCBA). 
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4. Poniendo (ABCD) = Ar, probar que es 

(ABDC) = l/k , (ACBD) = 1 — k . 

5. Demostrar que si los pares A, B y C, D se separan armónica¬ 
mente, es (ABCD) = — 1. 

3. Ecuación de la proyectividad. — La ecuación [1] que de¬ 
fine la proyectividad puede escribirse 

cxx' + dx' — ax — 6 = 0 

con la condición [2]. De una manera general la ecuación an¬ 
terior puede escribirse en la forma 

[3] axx' + (3:r + yx' + 6=0 
con la condición 

[4] A = afi — (3y += 0. 

Recíprocamente, toda ecuación del tipo [3] puede escribir¬ 
se en la forma [1], y siendo la condición [4] equivalente en¬ 
tonces a la [2], resulta que si a y x' están ligadas por una 
ecuación del tipo [3] la correspondencia es una proyectividad. 
Por esto, la ecuación [3], con la condición [4], se llama ecua¬ 
ción de una proyectividad. 

Para dar la ecuación de una proyectividad hace falta dal¬ 
los cuatro coeficientes a, (3, y, 5, pero como ambos miembros 
de la ecuación [3] pueden multiplicarse o dividirse por un mis¬ 
mo número, resulta que estos coeficientes están determinados, 
salvo un factor de proporcionalidad, es decir, dividiendo por 
uno de ellos puede lograrse que uno de los cuatro valga la 
unidad, con lo cual quedan, en realidad, tres coeficientes inde¬ 
pendientes. 

De aquí se deduce: 

Una proyectividad entre espacios unidimensionales queda 
determinada dando tres pares de elementos homólogos. 

En efecto, si éstos son x u x\; x 2 , x ' 2 ; x 3 , x' 3 , deberá verifi¬ 
carse 

ax : x\ + |3aq -+- yx\ + 5 = 0 

[5] ax 2 x '-2 + fix 2 + yx' 2 + 5 = 0 

ax 3 x' 3 + (3^3 + yx'z + 5 = 0. 

Éste es un sistema de ecuaciones lineales homogéneas con 
las incógnitas a, (3, y, 5. Para resolverlo se puede dar a una 
cualquiera de ellas, por ejemplo y, un valor arbitrario cual¬ 
quiera y entonces resolver el sistema por cualquiera de los mé¬ 
todos elementales. 

Ejemplo. La proyectividad determinada por los cuatro elementos 
Oí 1 i —1, 3; 2, —5, se obtiene resolviendo el sistema 
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V 4- ft = 0 
— 3« — |3 + 3y + d = 0 
— 10a + 2(3 - ov -f 6 = 11 

y resulta ser, después de quitar denominadores. 

— xx’ -f 10a- -f 8a:' — 8 = u. 

4. Elementos unidos de una proyectividad. — Si se trata 
de una proyectividad entre formas superpuestas, se pueden pe¬ 
dir los elementos unidos (§ 30-6) de la misma. Para ello debe¬ 
rá ser x = x' y por tanto estarán determinados por la ecuación 

[6] ax- + (|3 + y)z +5 = 0. 

Supongamos primero que sea a + 0. Entonces la ecuación 
anterior es de segundo grado y tendrá dos raíces, reales o ima¬ 
ginarias, distintas o confundidas. Según el caso, se tiene la si¬ 
guiente clasificación de las proyectividades entre formas su¬ 
perpuestas : 

a) Si es ((3 + y) - — 4u5 > 0 

la ecuación tiene dos raíces reales y distintas; la proyectividad 
tiene dos elementos unidos y se llama hiperbólica. 

b) Si es ((3 +y) 2 — 4«5 = 0 

la ecuación tiene una sola raíz doble; la proyectividad tiene un 
solo elemento unido y se llama parabólica. 

c) Si es ((3 +- y) 2 — 4a5 < 0 

la ecuación tiene dos raíces imaginarias conjugadas; la pro¬ 
yectividad carece de puntos unidos reales y se llama elíptica. 

Consideremos ahora el caso a = 0. En este caso la ecua¬ 
ción [6] resulta de primer grado y tiene, por tanto, una sola 
raíz. Pudiera creerse que se trata de una proyectividad para¬ 
bólica, pero conviene analizar lo que en realidad ocurre, con 
más cuidado. 

llagamos el cambio de variables x = 1/y. La nueva ecua¬ 
ción en la variable y es 

[7] rx + (|3 + y )y + 5 y- = 0. 

Si a = 0, las soluciones de esta ecuación son y =— 
— (P + y)/6, y = 0, a las cuales corresponde, en la primitiva 
variable x, las soluciones x = — 5/(¡3 +y), x = cc. Es decir, 
el hecho de ser a = 0 significa que la proyectividad tiene el 
elemento de abscisa infinito como elemento unido. Si además 
es también (3 + y = 0, resulta que la ecuación [7] tiene las dos 
raíces nulas y por tanto la primitiva [6] dos raíces infinitas. 

En resumen: si en la ecuación [3] es a = 0, (¡3 + y)+0, 
la proyectividad es hiperbólica con un elemento unido de abs¬ 
cisa infinito y el otro de abscisa x = — 5/((3 + y). Si es a - 0, 
(3 + y = 0, la proyectividad es parabólica, teniendo como único 
elemento unido el de abscisa infinito. 
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k Puntos límites de una proyectividad entre puntos de dos 
5. I untos nm f i os elementos de 

SSSi 7 Z ton ninguna particularidad sobre los demas: 
son simplemente los elementos perpendiculares al element 

ma En CO c?mbio1otee la recta, el punto del 

SArífi = “ Sfs"on eS ,os°dardos 

por la ecuación M para 

hallar el punto límite a:', correspondiente a x - ce, basta 


servar que es 

[ 8 ] 



P - 1 - b/x 

a 4- Y/* 


v por tanto, al hacer tender * a infinito resulta ar'. --?/«• 

Éste es el punto límite sobre la recta de las a 

Para hallar el punto límite sobre la recta de las . , se p.o 

cede análogamente. De [3] se deduce 




y + 5 /.v' 

a 4* P *' 


y al hacer tender *' a infinito resulta *, = — y/'», que será la 
abscisa del punto límite buscado. 


Ejemplo En la proyectividad 3**' - 4* -4- x 2 — 0 el pumo linó 

te sobria ?ecta/es P ,'; = 4/3, y sobre la recta * es ,, = -b3. 


f, Involución. — Supongamos una proyectividad o transió*- 
marión provectiva T entre dos espacios unidimensionales su- 

que^el ^ di' forr Uo^oZnente 

q Veamos las condiciones que deben cumplirse paia que e. 

ocurra. Sea 

no] aXX ' + P* + y*' + 5 = 0 

la ecuación de la proyectividad dada T. Si x\ es el elemento 
correspondiente a X\> deberá ser 

aX x x\ + P^i + Y*'i +5 = 0 

y si *, es el correspondiente, a su vea, del a",, deberá ser 
también 


ax x x\ + Pb'i + + 5 — 0. 
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Restando miembro a miembro ambas igualdades resulta 

(P —Y) ( x \ — x'i) = 0. 

Rara que esta igualdad se cumpla debe ser. o bien x, — x\ 
o bien p - y El primer caso significa que .r, - .r', es un pun¬ 
to unido de la proyectividad dada. Si x^x\ debe ser fl = v 
y la ecuación de la proyectividad puede escribirse 

í 11 ] axx' 4- p (x 4- x') 4-5 = 0; 

entonces no sólo el par x u x' x se corresponde doblemente, sino 
que cualquier otro par de elementos homólogos x, x' también. 
,n e + ct °, Por la simetría de la ecuación [ 11 ] respecto de x 
y x, es el homólogo de x, también x es el homólogo de x\ 
be tiene, poi tanto, el resultado notable: En una proyectividad 
entre formas de primara especie superpuestas, basta que un 
pai de elementos diferentes se correspondan doblemente nn-i 
que todos los demás pares se correspondan tamoien uuuie- 

i nc 11 it# • 

La proyectividad se llama entonces una involución. Es de- 

Cl 1 • 

Def. 2. La involución es una proyectividad entre formas 
doblemente 8 ^ tod ° S tos elementos se corresponden 

n , La ecua cjón [11] es la ecuación general de una involución. 

c íe cumplirse, ademas, la condición [4] inherente a toda 
proyectividad, que en este caso se escribe 

t 12 3 «ft — ps =¡L 0. 

_ En una involución los elementos homólogos se llaman tam¬ 
bién elementos conjugados. 

7. Número de elementos que determinan una involución. — 

De la forma de la ecuación [11] se deduce que 

} nvo }} lclón Queda determinada por dos pares de ele¬ 
mentos homólogos. 

En efecto, si éstos son x u x \; a*.,, xL, deberá verificarse 

[13] ax x x\ -f P(.Y t 4- x' x ) 4-5 = 0 

a.r,a-' 2 4- P(* s + *' s ) + 5-0 

que e» un .sistema de dos ecuaciones lineales homogéneas con 

CO u”I tas - a ’ |5 ’ h ‘, Dando a una de ellas, por ejemplo 5, un 
• , a í )1 ^ lai ’ 1 °, resulta un sistema de dos ecuaciones con dos 

incógnitas que se resuelve por cualquiera de los métodos ele¬ 
mentales clasicos. 

.. Sl . se Quiere escribir directamente la ecuación de la involu¬ 
ción, basta observar que debiendo la ecuación [11] ser compa- 


306 


TRANSFORMACIONES GEOMÉTRICAS §31-8 


§ 31 -9 TRANSF. LINEALES EN ESPACIOS UNIDIMENSIONALES 307 


tibie con las [13], el determinante de los coeficientes deberá 
ser nulo, o sea, 



xx' 

x 4- x' 

X X X\ 

ah 4- x\ 

x 2 x'.. 

x« 4- x 1 'o 



que es la ecuación de la involución determinada por los tíos 
pares x lt x\ ; x 2 , x' 2 de elementos homólogos. 

De aquí se deduce que si a-, x' deben ser conjugados en la 
misma involución, deben satisfacer a la ecuación anterior v 
por tanto: la condición necesaria y suficiente para que tres 
pares de elementos homólogos x¡, x'¡ (¿=1,2,3) pertenezcan 
a una misma involución, es que sea 



X x X' x 

Xi + x\ 

1 

X 

x 2 x' 2 

x-> -f x'-¡ 

1 

I 

X¿x' 3 

x 3 + x's 

i! 



Obsérvese que aquí no cabe el caso parabólico como en las 
proyectividades (n 9 4), pues si fuera (3- — «5 = 0, dejaría de 
cumplirse la condición [12] y la correspondencia entre x y x' 
ya no sería biunívoca. No existen, por tanto, involuciones pa¬ 
rabólicas propiamente dichas. 

Si en la ecuación de la involución es a = 0, la ecuación [16] 
resulta de primer grado, pero por un razonamiento exactamen¬ 
te igual al del n 9 A, se obtiene que ello significa que la proyec- 
tividad es hiperbólica, con un punto unido en el infinito y el 
otro x = — 5/2(3. 

Ejemplos: 1. La involución xx' -f- 5 (a; + 9 = 0 tiene por ele¬ 

mentos unidos ar, = — 9, ¡r- = — 1 y es por tanto hiperbólica. 

2. Obsérvese que los elementos unidos determinan la involución, pues¬ 
to que dadas las raíces de [16] se conocen los coeficientes que permiten 
escribir la ecuación [11] de la involución. Así, si *i, son los elemen¬ 
tas unidos, la ecuación de la involución es 

xx' — - 4 -*-) (x + -*') + x,Xa = 0 . 


Ejercicios: 1. La involución determinada por los dos pares (0, —1); 
(3, 2) es xx '—(» 4-«’)—1 = 0. 

2. La condición necesaria y suficiente pava que las raíces de tres 
ecuaciones de segundo grado a,ad+ b¡x-i-c¡=0 (¿=1,2,3) formen tres 
pares de puntos en involución, es que sea 


n. b i 

tt 3 b 2 

<i* b¡ 




como se obtiene inmediatamente sustituyendo en [15] las sumas y pro¬ 
ductos de las raíces en función de los coeficientes de la ecuación res¬ 
pectiva. 


8. Elementos unidos de una involución. — Si se trata de 
formas superpuestas, se pueden pedir los Cementos homólogos 
de sí mismos, o sea aquellos para los cuales es x = x'. Hacien¬ 
do x = x' en la ecuación [11] resulta que ellos estarán dados 
por la ecuación 

[16] 0 .x- + 2(3 a; + 5 = 0. 

Supongamos a ^ 0. Caben dos casos posibles: 

a) Si es 

¡3 2 _ «5 > 0 

la ecuación tiene dos raíces reales y distintas. La involución 
tiene dos puntos unidos reales y se llama hiperbólica. 

b ) Si es 

(3- — «5 < O 

la ecuación tiene raíces imaginarias. La involución carece de 
puntos unidos reales y se llama elíptica,. 


9. Propiedades métricas de la involución. — Consideremos 
el caso de la involución entre los puntos de una misma recta. 
Si su ecuación es 

axx' -f (3 (a; 4- x') + 5 = U 
el punto conjugado del x = oo será 
[17] ,r = — (3/a 

que corresponde a lo que hemos llamado punto límite para el 
caso de una proyectividad (n 9 5). En este caso no hay otro 
punto límite, pues al corresponderse los elementos doblemente, 
al punto de infinito corresponde siempre el mismo punto, tan¬ 
to si se considera de la primera figura (sin tilde) o de la se¬ 
gunda (con tilde). También se deduce este hecho directamente 
del n 9 5 al observar que ahora es (3 = y. Al único pu nto límite 
fl7] se le llama centro de la involución, o sea, 

Centro de la involución es el punto conjugado del punto del 
infinito de la recta. 

Si el punto del infinito es un punto unido, el centro coinci¬ 
dirá con el mismo. Entonces, según [17], debe ser a = 0 y la 
ecuación de la involución puede escribirse 

4(.r + /) = c 

siendo c una constante. 

Como el primer miembro de esta igualdad no es otra cosa 
que la abscisa del punto medio del segmento determinado por 
x y x', el hecho de ser constante nos dice que si el punto del 
infinito es un punto unido, la involución equivale a una sime¬ 
tría respecto de un punto fijo de la recta. 
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Supongamos ahora que el centro de la involución sea pro¬ 
pio. o sea. a --- 0. Tomándolo como origen de coordenadas, se¬ 
gún [17] deberá ser ¡3 = 0, y la ecuación de la involución se 
reduce a axx' 4- b — 0. o sea 



que nos dice: el producto de ¡os distancias del centro de la in¬ 
volución.. a todo par de pinitos homólogos es constante. 

La constante se llama potencia de la involución. 


Si k es positivo, Ja involución es hiperbólica y los puntos 

unidos son x — -f V k, x —— y le, es decir: el punto central 
coincide con el punto medio del segmento determinado por los 
puntos unidos. 


Además, recordando el teorema de § 3-5, «) la relación 
xx' - k permite c-nunciar: en mía involución hiperbólica, los 
puntos unidos separan armónicamente a cualquier par de pun¬ 
tos conjugados. 


Si k es negativo la involución es elíptica, puesto que la 
ecuación x- = — k no tiene raíces reales. En este caso los pun¬ 
tos homólogos están siempre a distinto lado del punto central. 


10. Construcción 
meto::o cómodo pala 


geométrica. — La propiedad [18] permite dar un 
construir geométricamente una involución definida 



Fie. 124. 


por dos pares de pun¬ 
tos conjugados. 

Sean A, A'; B, B' 
ios pares de puntos 
conjugados dados. 
Tracemos dos circun¬ 
ferencias cualesquie¬ 
ra que pasen por A. 
A' y BB' respectiva¬ 
mente y que se cor¬ 
ten en dos puntos, 
por ejemplo E, H 
(fig. 124). Uniendo 
estos dos puntos, la 
intersección con la 
recta dada nos dará 
e¡ centro O do la in¬ 
volución, puesto que 
por la propiedad de la 
potencia de un «un¬ 
to respecto de la 
o i r c u iiferencia, es 
QA.OA' = OB.OB' = 
— OE.OH — constan¬ 
te = A-, ó sea. toman¬ 
do O como origen de 
coordenadas se cum¬ 
ple efectivamente 
x.v’ ~ k. 

Si dado un pun 
to X se quiere hallar 
el conjugado X', bas- 
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tavá trazar la circunferencia que pase por X. E. H: su segunda inter¬ 
sección con la recta dada será el punto X'. puesto que es OX.OX' = 
OE. OH = k. 

Los puntos unidos se obtendrán trazando por O una tangente a cual¬ 
quiera de las circunferencias ya dibujadas, sea OL, y tomando luego este 
segmento a un lado y a otro de O. ó sea. OM = ON — OL. Los puntos 
M. N son unidos por ser OM a = OL s = OE . OH = fr. Si O resulta inte¬ 
rior a ias circunferen'ias, no se pueden trazar las tangentes: ello indica 
que la involución es elíptica. 

11. La involución circular. — Supongamos un haz de rectas y con¬ 
sideremos la correspondencia enere las rectas del mismo tal que a cada 
recta x hace corresponder la recta perpendicular x'. La condición nue 
expresa que las rectas de abscisas x, .<•' son perpendiculares es 

xx' — — 1 . 

Ésta será, por tanto, la ecuación de la correspondencia establecida. 
Esta ecuación es de la forma [18], para el caso particular /„• = — 1. Se 
trata por tanto de una involución y se llama la involución rectangular 

Es una involución elíptica, cuyas rectas unidas son imaginarias y 
corresponden a las abscisas x — -r- i. x = — i. Estas rectas imaginarias 
son las rectas isótropas del haz. 

Cortando la involución rectangular por la recta de! infinito del pla¬ 
no. se obtiene como sección la llamada involución circular. Es una invo¬ 
lución elíptica, cuyos puntos unidos imaginarios son las intersecciones de 
la recta del infinito con ¡as rectas isótropas, es decir, los llamados puntos 
cíclicos del plano. 


5 52. Transformaciones- cuadráticas: la inversión 


1. La inversión, 
y un número k. 


Sean dados un punto fijo O del plano 


Definición. Se llama inversión de centro O y potencia k 
a la transformación que a cada punto P dd plano le hace co¬ 
rresponder el P' situado sobre la recta OP y tal que 

[1] OP . OP' = k. 

Si k es positivo (inversión directa) el punto P' se toma so¬ 
bre la semireeta OP. Si k es negativo (inversión inversa) el 
punto P' se toma sobre la semireeta opuesta a la OP. 

Excepto el punto O que no tiene inverso, la relación [1] 
permite hallar P' conocido P o bien hallar P conocido P\ Es 
decir: la inversión es una correspondencia biuní.voca con la 
única excepción del centro de inversión. Les puntos P y P' se 
llaman conjugados. 

Los puntes unidos de la inversión serán los que cumplen 
la relación OP- = k. o sea, los de la circunferencia de centro 

O y radio y k, la cual es real si k > 0 e imaginaria si k < 0. 
En el primer caso dicha circunferencia se llama circunferencia 
fundamental de la inversión. 

Para hallar la expresión analítica de una inversión, obser- 
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vemos que si las coordenadas de P son x, y j las de P' son 
x', y' (tomando como centro O, origen de coordenadas, el pun¬ 
to Po de la figura 123, de pág. 297), por semejanza de trián¬ 
gulos es 


[ 2 ] 


OP 


ÜP' 


V 

OP 


v' 

• ^ 

oF 


y además, según [1], 

ron OP' k 

L J OP OP* 

De [2] y [3] se deduce 

VA") r kX 

L4] x = - 

* 3 + y a 


k 

& -t- v ¿ 


[41 


x' = 


ky 

x J - y- 


que son las ecuaciones de una inversión de centro el origen de 
coordenadas y potencia k. 

Puesto que de [1] se deduce también 

OP k k 


OP' 


OP'* 


de [2] resulta 


[5] 


x = 


kx’ 

x'~ + y'~ 


y = 


-i- y 
ky' 

X'~ _|_ y>¿ 


que son las ecuaciones de la transformación inversa. 

Se observa que estas ecuaciones de la transformación in¬ 
versa son las mismas que las de la transformación directa 
[4], como era de esperar, puesto que ia relación [1] es simé¬ 
trica respecto de P y P\ Las transformaciones que coinciden 
con su inversa se dice que son involutorias. Se puede, por tan¬ 
to, enunciar: la inversión es una transformación involutoria. 

Por la inversión [4] ó [5] una recta ax by c = 0 se 
transforma en la curva 

[6] k(ax'-\-by') -f- c ( x' 2 -f y’- ) = 0. 

Si c^r- 0, esta ecuación es la de una circunferencia que pa¬ 
sa por el centro de inversión O. Si c = 0, es la misma recta 
de partida. En el primer caso, el centro de la circunferencia 
es el punto (— ka/2c, — kb/2c) que pertenece a la recta 
ay — bx = O, normal a la dada por O. 

Recíprocamente, una circunferencia x- + y- — 2ax — 2(3?/ + 
+ Y = 0, por la inversión [4] ó [5] se transforma en la curva 

[7] k- — 2k(ax' + |3?/') -f y (x' 2 -\-y' 2 ) = 0 

que es otra circunferencia si y 0 y una recta si y ■= 0. En 
el primer caso el centro de la circunferencia transformada es¬ 
tá sobre la recta determinada por O y el centro de la circun- 
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ferencia primitiva (sin ser el punto transformado de este úl¬ 
timo). En el segundo caso la recta, por tener el coeficiente 
angular igual a —a/¡3, es perpendicular a la recta que une O 
con el centro (a, |3) de la circunferencia dada. En resumen: 

Por una inversión-, a) Las rectas que pasan por el centro O 
se transforman en sí mismas y las que no pasan por O en cir¬ 
cunferencias que pasan por O y tienen su centro sobre la nor¬ 
mal trazada por O a la recta dada, 

b) Las circunferencias que pasan por O se transforman en 
rectas perpendiculares al diámetro que pasa por O y las cir¬ 
cunferencias que no pasan por O en otras circunferencias cuyo 
centro está alineado con O y con el centro de la circunferencia 
primitiva. 

Observemos que si dos rectas r, r’ se cortan en un punto A formando 
un ángulo a, las circunferencias transformadas se cortarán en el punto 
A' transformado de A y el ángulo que formarán sus tangentes en este 
punto, por ser igual al que forman los radios respectivos que pasan por 
A' y éste igual al de los radios que pasan por el segundo punto de inter¬ 
sección O, será igual al a, por tener sus lados perpendiculares. Es decir, 
las circunferencias transformadas de dos rectas se cortan bajo el mismo 
ángulo que éstas. 

ín se consideran dos curvas cualesquiera que pasan por A y se en¬ 
tiende por ángulo entre las mismas el que forman sus tangentes, al trans¬ 
formarlas por una inversión, las curvas transformadas serón tangentes 
a las circunferencias transformadas de las rectas tangentes, y por tanto 
se cortarán bajo el mismo ángulo primitivo. La inversión posee, por tan¬ 
to, la importante propiedad de conservar los ángulos. 

Las transformaciones que tienen esta propiedad de no modificar los 
ángulos bajo el cual se cortan dos curvas cualesquiera, se llaman con¬ 
formes. Se puede, pues, enunciar: la inversión es una transformación 
conforme. 

Ejercicios: 1. Probar que la semejanza es una transformación con¬ 
forme y que la afinidad no lo es. 

2. Demostrar que la condición necesaria y suficiente para que una 
circunferencia sea inversa de sí misma es que ella sea la circunferencia 
de puntos unidos de centro O y radio V k, o bien una circunferencia 
ortogonal a ésta. 

3. Probar que el conjunto de todas las inversiones de centro dado 
no forma grupo. Tampoco forma grupo el conjunto de todas las inversio¬ 
nes de centro y potencia cualesquiera. 

4. Demostrar: Si C y C' son dos circunferencias inversas respecto 
del centro O, el punto inverso del centro de C es el punto en que la polar 
de O respecto de C' corta a la recta de los centros. Por tanto: pai-a que 
dos circunferencias tengan por inversas circunferencias concéntricas, es 
necesario y suficiente que el centro de inversión tenga la misma polar 
respecto de las dos circunferencias. 

5. Aprovechar el ejercicio anterior para probar que dadas dos cir¬ 
cunferencias interiores, siempre existe una inversión que las transforma 
en circunferencias concétricas. 

6. Probar que dos circunferencias inversas son homotéticas respecto 
del centro de inversión. 
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7. Toda circunferencia que pasa por dos puntos conjugados 1\ P 
corta oríogonalmente a la circunferencia fundamental. 

S. Representando cada punto dei plano de coorden a !as .>*. y por e! 

número complejo r = ./• ~~ i¡/ y por — iy, ei conjugado, probar trae 

la inversión respecto del origen y potencia I: se escribe- 

* = _!íl. 

/V A* 

H. Probar: a) La inversa de una parábola respecto de su verdeo, es 
una c i so i de; b) La inversa de una cónica respecto de uno tic sus focos 
es un caracol de Pascal. 


10.^ Curvas analagmátieas. Las curvas pava las cuales existe una 
inversión que las transforma en si mismas, se llaman analaemáticas. Las 
circunferencias, per ejemplo, son curvas ana'agmáticas, puesto que por 
cualquier inversión que tenga por circunferencia fundamental una orto¬ 
gonal a edas. se transforman en sí mismas. 

Probar que la curva y ( ¡c* -f ¡f ) + «.>;- + fcjf-i- cy = 0 es también ana- 
iagmatica, pues se transforma en sí misma por una inversión de centro 
el origen de coordenadas y potencia c. 


2. Aplicaciones de la inversión. — La propiedad fundamen¬ 
tal de poder transformar las circunferencias en rectas, toman¬ 
do convenientemente e! centro, hace que la inversión sea de 
mucha utilidad para resolver ciertos problemas geométricos. 

E! primero que hay que resolver es el de hallar el conju¬ 
gado P’ de un punto P (fig. 125). Para ello, se traza la cir¬ 
cunferencia funda¬ 
mental de centro O v 
radio igual a la raíz 
cuadrada dei valor 
absoluto de la poten¬ 
cia de inversión. Si P 
es interior a esta cir¬ 
cunferencia basta 
trazar la cuerda nor¬ 
mal a OP y por uno 
de los puntos en que 
corta a la circunfe¬ 
rencia trazar la tangente a la misma. El punto en que esta tan¬ 
gente corta a la recta OP es el P' buscado, núes por geometría 
elemental se sabe que OP . OP' = r- = k (en un triángulo rec¬ 
tángulo un cateto es medio proporcional entre la hipotenusa y 
su proyección sobre la misma). Si P es exterior, se traza por él 
una tangente a la circunferencia fundamental y la perpendicu¬ 
lar bajada por el punto de contacto a la recta OP nos da P\ 
Si k < 0, cada vez hay que tomar como P' el simétrico del 
anteriormente hallado respecto de O. 

Sabiendo hallar el inverso de un punto, la circunferencia 
inversa de una recta se hallará tomando dos puntos ele la mis¬ 
ma y trazando la circunferencia que pasa por sus conjugados 
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y por el centro cíe inversión. La inversa de una circunferencia, 
si no pasa por O. se hallará tomando tres puntos y trazando 
a circunferencia que pasa por sus conjugados. Si pasa por O, 
bastara hallar los conjugados de dos de sus puntos y trazar la 
recta que los une. Todas estas construcciones se pueden hacer 
con la regla y el compás. 

Consideremos ¡os siguientes ejemplos clásicos: 

1. Trazar la circunferencia tangente a otras tres que pasan 
por mi mismo punto O. 

Basta transformar las circunferencias en rectas por una 
inversión de centro O y potencia cualquiera. Se traza luego la 
circunferencia inscrita a! triángulo íormado por ellas y la 
transformada de esta circunferencia por la misma inversión 
anterior será la circunferencia buscada. 

Si además de la circunferencia inscrita, se consideran las 
tres ex-inscritas (tangentes a un lado y a las prolongaciones 
de ,os otros des), se tienen otras tres circunferencias que tam¬ 
bién son soluciones del problema, resultando tangentes exte- 

normente a una ele las circunferencias dadas e interiormente 
a las otras dos. 

2. Problema de Apofonía, trazar ano circunferencia tan¬ 
gente o. otras tres dadas. 

.. Sean la ® circunferencias de centro» 0 „ O,. O,, (fig. 126) y 

llamemos X al centro ele la circunferencia buscada. Si se supo¬ 
ne que las tres 1 

circunferencias _^ 

dadas van au- --A'x 

mentado de ra- /V n 'n,\ / n. \ 

dio en la misma í ( Y ,%;/ / \ \ 

cantidad hasta \ \ '/ 7 --/C \ \ 

que dos de ellas ‘',>-^*- 7 ;-^ j """-« 0 - i 1 

quedan tangen- YYY 

tes. la circuirte- *'{•/ «-X \ )\ 

cencía solución /Y" "'"''VS-YA\ // 

irá disminuyen- / / _ 

<io de radio (en ¡ \ \ - 

el caso de la fi- { I * 

gura), pero su V ° 2 J ; 
centro ik> se mo- \ \ / / 

emea. 

Por tanto, . 

trazando las cir- r-i-, -.c. 

c o nferie n c i a s 

punteadas, concéntricas con \h< d*.d«s y tales mu- las de c-n- 

'}'* °í* °: » ,asen 1 ,0! ’ e! Punto mu!lo ¡i del segmento AC v ¡a 
c.e centro O, tenga el mismo indio primitivo incrementado en 


/Ya VY/ 


\ \ 


\ > 

V \ 


/ * “ *7 
Y../» f 
Y \l 




N \ 

*x\k 
' • ' / 


•s*. ' 




/ Y \ 

' A \ 

/ \ Y 


/ / 


\ 1 
• 1 


t 

V 

\\ 


f-i- 
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BC = BA, el problema queda reducido a trazar una circunfe¬ 
rencia tangente a otras tres de las cuales dos son tangentes en 
«1 punto B. 

Este problema es fácil por inversión. En efecto, invirtien¬ 
do la figura respecto de A y potencia cualquiera, las dos cir¬ 
cunferencias tangentes se transforman en dos rectas paralelas 
y la tercera en otra circunferencia (que puede ser la misma 
si se toma su potencia respecto de A como potencia de inver¬ 
sión). Basta entonces saber trazar una circunferencia tangente 
a dos rectas paralelas y a una circunferencia dada. La solución 

debe tener su centro 
sobre la paralela me¬ 
dia y su radio debe 
ser igual a a/2 si a 
es la distancia entre 
las paralelas. Por 
tanto su centro se 
encontrará cortando 
Fiar. m. la paralela media por 

una circunferencia 

concéntrica con la dada y radio incrementado en a/2. Resul¬ 
tan, por tanto, dos soluciones (reales o imaginarias), trans¬ 
formando luego por la misma inversión para volver a la figu¬ 
ra primitiva tendremos el problema resuelto. 

Las dos soluciones encontradas corresponden al caso en oue 
al crecer los radios de las circunferencias de centros ü . U a 
crece también el radio de la circunferencia 0 3 para mantener¬ 
se tangente a la buscada de centro X (caso de la figura i¿( 
en que la circunferencia solución es tangente exteriormente a 
las tres dadas) o aumentando (si la solución fuera tangente 
interiormente a las tres dadas). Pero si la circunferencia so¬ 
lución es tangente a las de centros Oí, 0 3 exteriormente y a 
la de centro 0 3 interiormente (o bien, inversamente, tangente 
interiormente a las de centro 0„ O, y exteriormente a la de 
centro 0 3 ), al crecer los radios de las primeras, el de la ter¬ 
cera debe disminuir, resultando otra circunferencia punteada 
distinta y, procediendo como antes, otras dos soluciones del 

problema. 

Considerando los otros casos posibles en que la solución 
sea tangente exteriormente a 0„ 0 3 é interiormente a O, o 
bien tangente exteriormente a 0 3 , 0 3 é interiormente a O,, 
y los respectivos casos inversos, resultan otras cuatro solucio¬ 
nes que en total forman las ocho soluciones clel problema de 

Apolonio. 

Naturalmente que alguna de estas soluciones o todas ellas 
(caso de tres circunferencias concéntricas) pueden ser imagi¬ 
narias. 
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Este método de resolver el problema de Apolonio es inte¬ 
resante teóricamente, pues permite ver de manera simple que 
su solución es posible con regla y compás. Sin embargo, para 
la construcción efectiva de la solución es un poco penoso, pues 
exige transformar la figura por inversión y luego invertir de 
nuevo para volver a la figura primitiva. Más práctico es otro 
método que no utiliza la inversión y que veremos en el Cap. X. 


3. Transformaciones birracionales. — Todas las transformaciones 
que hemos estudiado son transformaciones algebraicas, es decir las coor¬ 
denadas .r, y de un punto y las a:', y' del transformado, están ligadas ñor 
relaciones de la forma * 

[8] P(«, V, V') = 0 , G (a*, y, x’ y') = 0 

donde F, G son polinomios en las variables x, y, x', y’. 

Cuando los polinomios F, G son tales que permiten despejar x', y' me¬ 
diante expresiones de la forma 


x = 


[ 10 ] 


X = 


[9] , c ' _ , _ /»(«■,?/) 

í/(x,y) 9 u g(x, y) 

donde /,, f 2 , g sean nuevamente polinomios en las variables a, y f la trans¬ 
formación se llama racional. Si, al mismo tiempo, también de F81 se 
puede deducir 

riQi _ /?i ( x\ y’) __ h 2 (x\ y’) 

~ s(x',y') ’ V ~ 8{x',y’) 

ionctc hi, fta, s sean también polinomios en x\ y\ la transformación se 

.lama bit-racional (es decir, son racionales la transformación misma y su 
inversa). 

Toda transformación birracional transforma evidentemente una curva 
algebraica en otra curva algebraica. Cuando ella transforma las rectas 
en curvas de grado vi, se dice que !a transformación es de grado m. En 
particular, para m = 1, o sea, cuando transforma las rectas en rectas, la 
transformación se llama de primer grado o lineal. Para m = 2, cuando 
transforma las rectas en cónicas, se llama cuadrática . 

Todas las transformaciones estudiadas anteriormente, excepto la in¬ 
versión, son transformaciones lineales. La inversión es una transforma¬ 
ción cuadrática. 


Ejemplos: 1. La transformación x' = log x ?/, y’= sen .r, no es 

algebraica. 

2. La transformación x' = x" — y t y' — y x es racional, pero no bi- 
rracional. 

3. La transformación 



es una transformación birracional cuadrática. Hallar las ecuaciones de la 
transformación inversa. 


4. La transformación 





es otra transformación cuadrática. Hallar las ecuaciones de la transfor¬ 
mación inversa. 
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4. Transformaciones cuadráticas. — La manera uc obtener tiansfoi- 
macianes cuadráticas es la siguiente. Sean A, B C tres puntos Ljosjíel 
plano elegidos arbitrariamente. Consideremos las ecuaciones Qi - 0. 
q , p q 3 — o. de tres cónicas (degeneradas o no, pero distintas) que 


r 'a«cn por ellos. Entonces las ecuaciones 

Q> 

[ni x = "o7 ’ J 


y = 


definen una transformación cuadrática. . 

En efecto, dados **, y' pava hallar los .y, y correspondientes se tiene 

el sistema 

[ 12 ] Q. — y’ Q, = 0 , Q? — y' Q* = 

Cada una de estas ecuaciones representa una cónica que pasa por 
los nuritos fijos A, B, C. Por tanto, ellas solo pueden tener un cwaito 
punto común. Esto significa que el sistema [12] tiene uva sola s '-' 
variable x, y y, por consiguiente, que ella debe expresarse racionalm. 

en función de los coeficientes *',?/' • . , , AMnm \ n „A nr 

I OS nuntos A, B, C que anulan los numeradores y el denominado! 

de [11] son los únicos que no tienen correspondiente; son puntos excep¬ 
cionales y se llaman los puntos fundamentales de la transformación cua 

di’¿tica. ^ transf()1 . mación cuadrática, como la [11], a una recta general 

axA-by + c = 0 corresponde la cónica aQi + oQa + cy» — ü. 

Para dar un eiemplo, hallemos la ecuación general de las comeas 

que pasan por los puntos A (0, 0) B(0, D, C(l. 0). rl 

la ecuación general a** + bxy+ cy* + dx + ey + f = 0 se satisface para 

escos puntos, se tienen las condiciones 

f = 0, c + e = 0, a + d = 0. 

Por tanto, la ecuación general de las cónicas que pasan por A, B, 

O £S 

ax s + bxy + cy 1 — ax — cy = 0. 

Basta dar tres ternas de valores arbitrarios a a, b, c para tener las 

(6 L o? c = 0, a = i ), (o = 0, 6 = 0, c = l) se tiene, respectivamente, 

Q, = xy , = ** — * . Qj — y* — y 

con lo cual la transformación cuadrática queda 


x = 


V = 


Es fácil comprobar que, efectivamente, puede invertirse, dando 


x'(x' +y') 


X — — — 


x'~ — V 


y = 


x'Jl + *') 
x '~ 2 — y' 


Los puntos fundamentales pueden ser imaginarios y también dos o 
¡os tres de ellos coincidentes. Decir, por ejemplo, que A coincide ton B, 

significa que hay que tomar por cónicas Q„ Q=, 0% A q «¿ir 

sen por A v C v tengan dos puntes comunes confundidos en A. Decir 
aue A, B. C son coincidentes, significa que hay que tomar Des comeas 
que en este punto tengan tres puntos comunes confundidos, o sea, _cai 

tangentes con un contacto doble. . . , i 

Por ejemplo, consideremos tres comeas que pasen por el punto .del 

infinito del eje y. por el origen de coordenadas y tengan en este ulu.no 

dos puntos confundidos. Ellas pueden ser 

Q: = xy , = x 1 , Q 3 = tr — y 

y resulta la transformación cuadrática del ej. 2 del número anterior. 

Como ejemplo importante del caso en que uos puntos fundamentales 
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son imagínanos y el tercero real, tomemos les puntos A (ó. Oí y los 
punios cíclicos del plano. Interviniendo !a recta impropia es conveniente 
utilizar coordenadas homogéneas. Entonces. podemos tomar (siendo k una 
constante cualquiera), 

Qi S k*t , Q, £5 I: V t , Q, = £“ + r f 

: v.o son tres cónicas degeneradas compuestas: Qi de! eje x = 0 y la recta 
•¡apropia: Q 2 del eje ¡i = 0 y ¡a recia impropia; Q ; *. ríe las rectas isótro¬ 
pas y - _ /.v. Todas ellas pasan por los puntos fundamentales A (0, 0. 1), 
Í3il. ¡, 0). C( 1. — i. 0). La transformación cuadrática [11] se reduce 
entonces a la inversión de centro el origen y potencia A*. 

Ejercicios: 1. Hallar la transformación cuadrática cuyos puntos 
fundamentales son A(0, 0) y los puntos del infinito de los dos ejes coor¬ 
denados. 

2. Probar que el producto de dos transformaciones cuadráticas no 
es una transformación cuadrática. Por tanto, ellas no forman grupo. 

3. Hallar la transformación cuadrática cuyos puntos fundamentales 
sean el origen de coordenadas contado dos veces y el punto (1, 1). 

4. Hallar las transformaciones inversas y los puntos fundamentales 
de las: siguientes transformaciones cuadráticas: 


1 l 

, V ( X — V i 

, x (x — y) 

- / 

* “ x° — y ’ 

1 

1 

*e 

h\ 

r 4- •>?/ 

... y t 

O I 

V 

1; 

+ 

u 

V - x* + y ■ 

C) 

V — * 2 

x — -— 

y _ " - ** 


Notas y comentarios al Capítulo VI 

1. La idea de grupo y el programa de Erlangen dio Klein. El con¬ 
cepto de grupo de transformaciones se ha revelado de una importancia 
excepcional en toda la matemática. Félix Klein, en su famoso programa 
de Erlangen (Vergleichvngende Betrachtungen über neuere geometrische 
Forsehnngen , Erlangen, 1872) partió de tai concepto para dar una defi¬ 
nición general de geometría. 

En efecto, la geometría intuitiva elemental abstrae multitud de sen¬ 
saciones (color, peso, ...) sustituyendo a los cuerpos por entes ideales, 
llamados figuras geométricas , cuyas propiedades estudia. Pero ¿cuáles son 
estas propiedades que constituyen e! objeto de la geometría elemental? 
No las relaciones con el mundo externo, sino las cine no varían en el 
movimiento de la figura; es decir, las propiedades inherentes a ésta. Ti¡- 
cho en lenguaje matemático: las propiedades invariantes respecto al gru¬ 
po de los movimientos. 

Cuando decimos que el teorema de Pitágoras es una propiedad del 
triángulo rectángulo, no nos referimos a un triángulo rectángulo deter¬ 
minado, sino a uno arbitrario, cualquiera que sea su posición y también 
cualquiera que sea su magnitud. Es decir, son las propiedades indepen¬ 
dientes de la posición absoluta de las figuras respecto de la Tierra, las 
}ue estudia la Geometría elemental, y no sólo independientes de la posi - 
ción, sino también de la magnitud y del sentido. Obtenemos así la si¬ 
guiente definición de Klein: 

La geometría elemental estudia las propiedades invariantes de las 
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figuras respecto del grupo formado por todos los movimientos . más todas 
las semejanzas, más fodas las simetrías. 

Este grupo se llama el fundamental de la geometría elemental. 

La importancia de esta definición es que ella permite inmediatamente 
una generalización a grupos más amplios y, por tanto, la definición de 
nuevas geometrías. En efecto, si como grupo fundamental (en vez del 
formado por los movimientos, más semejanzas, más simetrías) se toma 
otro grupo cualquiera G, el estudio de las propiedades invariantes de las 
figuras respecto de G dará lugar a la geometría respecto del grupo G. 
Se llega así a la definición general de geometría de Klein: 

Dado un espacio E y un grupo G de transformaciones entre sus ele¬ 
mentos, se llama geometría de E respecto de G al estudio de las propie¬ 
dades de las figuras de E que son invariantes respecto de las transfor¬ 
maciones de G. 

Por ejemplo, si E es el plano ordinario y G el grupo de las afinida¬ 
des, se tiene la llamada geometría afín del plano. Una propiedad de esta 
geometría será, por ejemplo, la razón simple de tres puntos alineados, 
que ya demostramos que era invariante por afinidades. En cambio, la dis¬ 
tancia entre dos puntos no aparece en la geometría afín, pues no es una 
característica invariante de la figura formada por el par de puntos. El 
hecho de que las tres medianas de un triángulo concurren en un punto, 
es una propiedad afin, puesto que el punto medio de un segmento se con¬ 
serva por transformaciones afines; en cambio, el teorema de Pitágoras 
no lo es, pues la propiedad de un triángulo, ser rectángulo no es inva¬ 
riante por afinidades. 

2. Aparatos realizadores de transformaciones. Para las transfor¬ 
maciones más usuales se han cosntruído aparatos, formados por varillas 
articuladas convenientemente dispuestas, tales que cuando uno de sus pun¬ 
tos P describe una figura F, otro punto P' del aparato describe la figura 
transformada F\ Es un problema interesante el de idear un tal aparato 
para cada transformación. Se demuestra, por ejemplo, que toda transfor¬ 
mación algebraica puede realizarse por un mecanismo formado exclusiva¬ 
mente por varillas rígidas articuladas en los puntos de unión (A. B. Kem- 
pe. How to draw a straight line f Londres, 1877). 



Fig. 128. Fíe:. 129. 


Citaremos, como ejemplo, alguno de los más conocidos de estos apa¬ 
ratos. 

Para dibujar la figura semejante de otra se tiene rl llamado pantó¬ 
grafo, indicado en la fig. 128. Fijado el punto O, cuando P describe una 
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figura, P' describe la homotética de centro ü y razón OA/OB. En gene¬ 
ral se dispone que los puntos A y B puedan desplazarse, para modificar 
la razón de semejanza. 

Para trazar la fi¬ 
gura inversa de otra . 

se construyen los lia- 
mados inversores. El 

más antiguo es el de // 

Peaucellier, indica- // 

do en la fig. 129. El s?' //o 

punto O es fijo y P, // 

P' describen figuras s?' // _—fcp' 

inversas. En efecto, - Ss 

el producto OP.OP' u \\ 

es igual a la poten- 

cia de O respecto de y?/ 

la circunferencia de \\ 

centro A y radio 
AP = AP' = a y vale 

por tanto ó 8 — a®, b 180- 

siendo b = OA. Si es¬ 
ta potencia es negati- 

va, el inversor debe B C 

construirse como indi- 

ca la fig. 130. // 

Otro tipo de inver- // 

sor muy conocido es el // \\ 

de Hart, indicado en // 

la fig. 131. Por ser // y^ \v 

AO/OB = AP/PC = // \ 

= DP'/P'B = X por .\ 

construcción, los pun- // P P 

tos O, P, P' están //y¿' 
siempre sobre una (¿í' 

recta paralela a las a D 

AD, BC. Si las coor- F . 

denadas de B son F, ~ 131 ‘ 

(b h b 2 ) y las de C son 

(ci f Cs) 9 es fácil ver que las de los otros puntos son 

AOJh, X5.) f P (kulbi), D(íx+ 6„ 0), P'((l — ).)ci + bi, ?.&,) 
y por tanto 


Fig. 131. 


de donde 


OP = X( Cl —ó a ) 


OP # = (1 — X) (Ci + &,) 


OP.OP' = Á(1 — /.) (c, 2 —&,=) = ?.(1 —X)[(c, 9 + 6* 6 ) — (6. a +&»*)] = 

= ?.(1— /.) [AC*— BA‘] 

lo cual prueba que OP.GP' = cte., es decir, que P y P' describen figu¬ 
ras inversas. 

Los inversores pueden servir como aparatos para trazar líneas rec¬ 
tas. Basta añadirles una nueva varilla de longitud constante que ligue P 
con un nuevo punto fijo O', para que P describa una circunferencia; en¬ 
tonces P' se moverá sobre una recta. 


3. La geometría del compás de Mascheroni. Se sabe la importan¬ 
cia que han tenido desde la matemática griega los problemas resolubles 
“con regla y compás”. Posiblemente por la sencillez y precisión de estos 
instrumentos, tales problemas eran los únicos que se consideraban como 
posibles de resolver “exactamente”. Desde el punto de vista de la funda- 
mentación d'r ¡a matemática es muy interesante la observación del ita- 
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iiano Lorenzo Mascheroni 11750-1800), según ia cual: todo problema re¬ 
soluble con regla g compás puede resolverse también único mente con el 
compás. 

La regla aparece así como un instrumento superfluo para las cons¬ 
trucciones geométricas. La geometría que prescinde de la regla en sus 
construcciones se ha llamado “geometría del compás’’ o “geometría de 
Maseheioni". Es muy fácil dar una demostración de la observación fun¬ 
damental anterior. En efecto, la solución de todo problema resoluble con 
regia y compás consise en buscar un número finito de intersecciones de 
rectas con rectas, rectas con circunferencias o circunferencias entre sí. 
Por una inversión conveniente, las rectas pasan a circunferencias y por 
tanto, los casos anteriores se reducen ai último de ellos, que sólo utiliza 
el compás. 

Bastará, por consiguiente, demos¬ 
trar que se puede construir el in- 

Ai_ L verso de un punto (para deshacer la 

inversión y llevar la solución a la 
/ > / \ figura primitiva) y la inversa de 

/ \ una recta utilizando sólo el compás. 

/ \ Para ello consideremos los siguientes 

/ \ problemas y su solución con el com- 

/ \ pás únicamente. 

7 * a) Dados dos puntos A t B, cons 

A d fruir sobre la recia que determinan 

¡ ei punto C tal que sea AB — BC. 

/ Basta trazar la circunferencia 

Fi*. 182. cié centro B y radio BA (fig. 132 > 

y llevar sobre ella, a partir de A, 
tres radios AAt= AiA 2 = A*C. 

Repitiendo la operación se pueden construir puntos alineados y equi¬ 
distantes en número cualquiera. 


h) Construir el in¬ 
verso P' de un punto F. 

Sea O ei centro de 
inversión y Ir ¡a poten¬ 
cia. que supondremos pri¬ 
mero positiva. Tracemos 
la circunferencia funda¬ 
mental de centro O y ra¬ 
dio ¡ le :. Sean A, B ¡as 
inlev s e c r i o i: c s de esta 
cimmi'oronria con la de 
centro P y ¿‘adió PO. Pon 
centros Á. tí se trazan 
ios arcos OP\ Decimos 
que P' es vi punto Vns- 
er.dn (fig. 1331. En. efec¬ 
to. la potencia k* P res- 
p'vto de la circunferen¬ 
cia de centro A y radio 
A O vale 

PO . PP* = t\V - AO* 
y como PP'Pe) — PO 


PO 




a/ 


/'O' 



PO ~ P A que. a 


Vi) . P’O 


1 ’ O 


A Ó 


OP . OE 


(•¿iivdr: < , i. a; 


• *ove :» ci'cuni .a 


i*o i 


rad;o 1*0 r.c 
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corte a la circunferencia fundamental (por ser P interior a ella y pro- 
ximo a O). En este caso, por el problema a), podemos hallar el plinto 
Q ¿a l e\\\e OQ n' pOP, siendo n un número entero suficientemente grande 
para que se pueda construir el inverso de Q por el método anterior. 
S ? Q' es este inverso, será 

OQ' . OQ - OQ' . *<0P = k\ 

Si. por el problema U) se halla P' tal que OP' = /iOQ\ será 
OP.CP‘ = A* 2 , ó sea, P' es el inverso buscado. 

En el caso de una inversión de potencia negativa, una vez cons¬ 
truido P': como si ella fuera positiva, basta tomar el punto P' tal que 
P'0 = 0P'i. ó sea el simétrico respecto de O. lo cual se puede hacer con 
sólo el compás por el problema a). 

c) Hallar el punto medio del segmento determinado por dos puntos 
A, B. 

Basta hallar C por el problema a) y luego construir el inverso de C 
respecto de la circunferencia de centro A y radio AB. Si este punto es C' 
será AC. AC' = AB J , y como AC — 2AB, resulta 2AC'= AB, lo cual 
prueba que la construcción esta bien. 

<\) Hallar rl pie de la perpendicular trazada desde un punto O a 
una recta determinada por dos puntos A, B. 

Basta trazar el simétrico O' de O respecto de la recta AB, como se¬ 
gunda intersección de ¡as circunferencias de centro A, B y radios respec¬ 
tivos AO, BO. Luego., mediante el problema c) se nalla el punto medio 
de 00 '. 

a) Hallar la inversa de una recia determinada por dos puntos A , B. 

Se busca el pie de la perpendicular del centro de inversión O a ía 
recta; sea C*. Si C* es el inverso de C, el centro de la circunferencia 
buscada es el punto medio de 0C\ 

Con estas construcciones no sólo queda justificada la geometría de 
Mascheroni, sino que se tiene el método pava resolver cualquiera de sus. 
problemas. 


i 



Capítulo Vil 


RECTAS Y PLANOS 


§ 33. Coordenadas y ecuaciones 

1. Sistemas coordenados. — La determinación de cada pun¬ 
to en el espacio de tres dimensiones exige dar tres números, 
llamados coordenadas, de igual modo que en el plano son su¬ 
ficientes dos. 

Para definir las coordenadas cartesianas adoptaremos una 
terna de referencia formada por tres ejes, X, Y, Z, concurren¬ 
tes en un punto O, llamado origen, y fijemos en cada uno la 


+ Z / 



unidad y un sentido positivo. Esta fijación puede hacerse de 
dos modos distintos indicados en la figura 134, pero en am¬ 
bos puede suponerse el plano X, Y, horizontal, y el eje Z per¬ 
pendicular u oblicuo, dirigido hacia arriba. 

Colocado el observador en el origen O, en el sentido del 
semieje +Z, al mirar el plano X, Y, puede suceder que el sen¬ 
tido (+X, -fY), sea el positivo o el negativo. El primer sis¬ 
tema suele ser usado por los autores ingleses y se llama posi¬ 
tivo, directo, destrorsum o destrógiro; el segundo sistema se 
llama negativo, inverso, sinistrórsum o levógiro. 

De otro modo: dados los vectores U y V de origen O, de¬ 
terminan un plano que divide al espacio en dos regiones. Des- 
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de una aparece como positivo el sentido l \ . es decir, colocado 
un reloj sobre el plano, con la esfera hacia esa región, el sen¬ 
tido de rotación L'V es contrario al del movimiento de las 
saetas. Diremos por esto, que esa región es positiva, y nega¬ 
tiva la otra. Esto mismo se puede expresar diciendo que el 
plano tiene una cara positiva y otra negativa. Colocado un 
tercer vector W en el origen O hacia la cara positiva, se for¬ 
ma un triedro directo o positivo y si se coloca sobre la cara 
negativa, se forma un triedro inverso o negativo. 

Otra manera de distinguir ios dos tipos, es imaginar un 
tornillo ordinario (por ejemplo, un sacacorchos) en el eje Z. 
Al girar en el sentido UV, el tornillo asciende, si el triedro es 

positivo. 


2. Triedros simples. — Asi como en geometría plana la pa¬ 
labra ángulo completo tiene dos sentidos (simple y completo), 
la palabra triedro designa una terna de ejes concurrentes en 
O y los tres ángulos completos que dos a dos determinan; y 
un triedo simple está formado por tres semiejes y los tres án¬ 
gulos simples que cada dos determinan. Dada una terna de 
ejes X, Y,* Z, componen un triedro completo con sus tres caras 
completas XY. YZ, ZX; pero solamente nos interesan los trie¬ 
dros simples determinados por los seis semiejes, a saber: 


+x, 

+Y, 

-i-Z; +X, • 

-Y, 

+Z; - 

-X. - 

-Y, 

+Z; 

—X, 

+Y, 

+z 




+x, 

+Y, 

1 

^ • 

T 

X 

a 

-Y, 

—Z; - 

-X. - 

-Y. 

— Z; 

—x, 

+Y, 

— Z. 





Los cuatro primeros están por encima del plano XY y los otros cuatro 
debajo, tanto si el sistema es directo o inverso (positivo o negativo), y 
en ambos casos se ve que el observador se supone situado dentro del pri¬ 
mer triedro -f-X, +Y, +Z. No faltan autores que lo colocan en el se¬ 
gundo triedro -X, —Y, -fZ. Para tranquilizar al lector ante esta di¬ 
versidad de triedros, le advertiremos que todo lo expuesto en esta obra 
vale para todos ellos, y para evitar el amaneramiento deberá acostum¬ 
brarse a usar indistintamente cualquiera de los tres tipos de triedros al 
traducir gráficamente los razonamientos del texto. Así quedará capaci¬ 
tado para leer cualquier libro de geometría o de física. 

3. Coordenadas cartesianas. — Elegido un triedro de refe¬ 
rencia, sea directo o inverso, y un vector unidad en cada eje, 
si por cada punto P del espacio, se trazan planos paralelos a 
los coordenados, las abscisas x, y, z, de sus trazas sobre los 
ejes X, Y, Z, determinan estos planos proyectantes y por tan¬ 
to el punto P. Estos tres números se llaman coordenadas car¬ 
tesianas de P (fig. 134). 

Definición 1. Coordenadas cartesianas de un punto son 
las abscisas x, y, z, de sus tres proyecciones sobre cada eje 


5 33 -4 


COORDENADAS Y ECUACIONES 


325 


coordenado X, Y. 7, paralelamente al plano opuesto. Si los 
ejes son ortogonales, las coordenadas se llaman ortogonales o 
recrang¡(lares, y en caso contrario oblicuas. 

Notas: 1. Pasa ios problemas métricos (ángulos, distancias, áreas, 
volúmenes) conviene usar coordenadas rectangulares; para los problemas 
afines (paralelismo, razones simples) pueden utilizarse coordenadas rec¬ 
tangulares u oblicuas; los problemas proyectivos (determinación de rec¬ 
tas y planos, intersecciones, ...) se tratan con igual sencillez en coorde¬ 
nadas proyeetivas, ¡ero los estiuiiaiemos en coordenadas cartesianas, obli¬ 
cuas o rectangulares. 

2. En ambos casos un sistema de coordenadas establece una corres¬ 
pondencia biunívoca entre los puntos del espacio y las tornas de números 
reales. En efecto, cada punto determina una terna de coordenadas y re¬ 
ciprocamente, cada terna de números reales determina un solo punto, 
intersección de los tres planos paralelos a ios planos coordenados, que 
tienen aquellas coordenadas. 

3. También la continuidad de la correspondencia se demuestra fácil¬ 
mente?. como se hizo en Cap. I; pero más delicada es la demostración de 
¡a ordenación, que en los espacios de más de una dimensión es concepto 
menos simple. 

4. Ecuaciones con una variable. — Todos les puntos del 
plano X, Y, tienen Z — 0 y reciprocamente. He aquí, pues, una 
ecuación a la que satisfacen todos los puntos de este plano y 
sólo ellos. Diremos, brevemente, que es la ecuación del plano. 
Análogamente, las ecuaciones de los planos XZ. YZ. son res¬ 
pectivamente : 

y = 0 , x — ü. 


Las ecuaciones del tipo 


x = a 


V - b 


z = c 


representan, respectivamente, planos paraleles al \Z, al ZX, 
y al XY, que distan de ellos, en la dirección del eje opuesto, 
a, l>, c, en magnitud y signo. 

Una ecuación de una sola variable, por ejemplo, x- = 1, se 
descompone en ecuaciones de primer grado, que en este ejem¬ 
plo son x = 1. x = —1, cada una de las cuales representa un 
plano paralelo al XY. 

En general: Una ecuación de una sola variable representa 
planos paralelos al plano coordenado opuesto al eje correspon¬ 
diente a esa variable: son tantos planos como raíces tenga la 


ecuación. 


5. Ecuaciones con dos variables. — Diremos que una super¬ 
ficie está representada por una ecuación í(x.y. z) -- 0. si todos 
los puntos de la superficie satisfacen a esa ecuación, y recípro¬ 
camente, tocia solución de ésta representa un punto de la su¬ 
perficie. Así obtendremos la ecuación del piano, de una super¬ 
ficie esférica, etc. 

Hay un caso importante que conviene destacar. Sea 
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f(x,y)=0 una ecuación que no contiene la variable 2 ; en el 
plano XY esta ecuación representará una curva y los únicos 
puntos ( x,y,z ) del espacio que satisfacen a esta ecuación son 
aquellos cuyas coordenadas x, y, la satisfacen, cualquiera sea 
la z; es decir, aquellos puntos y sólo aquellos que se proyectan 
paralelamente al eje 2 según los puntos de esta curva. Por tan¬ 
to, una ecuación de dos variables representa la superficie ci¬ 
lindrica cuya directriz es una curva representada por esta ecua¬ 
ción en el plano correspondiente a estas dos coordenadas y 
cuyas generatrices son paralelas al otro eje. 

Las superficies cilindricas más sencillas son los planos. Así, 
por ejemplo, la ecuación x -f?/= 2 en el plano XY representa 
una recta, que intercepta con los ejes, segmentos de longitud 2; 
pero esa ecuación representa en el espacio el plano paralelo al 
eje Z, trazado por esa recta (fig. 135). 



Fie. 135. 



6. Sistema de dos ecuaciones. — Vemos en estos casos sen¬ 
cillos que una sola ecuación no representa una curva, sino una 
superficie. Las curvas vienen dadas como intersección de dos 
superficies, es decir, por un sistema de dos ecuaciones. 

Los pumos del eje Z tienen coordenadas x = 0, y = 0 y, 
recíprocamente, todo punto que cumpla estas dos condiciones 
pertenece al eje Z. Diremos, pues, que el eje Z está represen¬ 
tado por este sistema de ecuaciones. Los sistemas de ecuacio¬ 
nes que representan a los ejes son por tanto: 


eje X 



0 

0 




Toda línea está representada, como hemos dicho, por un sis¬ 
tema de dos ecuaciones, cada una de las cuales representa una 
superficie y la línea aparece como conjunto de puntos comunes 
a ambas. En cada caso, se procura la elección de las dos su¬ 
perficies más sencillas que pasen por la curva. Así, por ejem¬ 
plo, la circunferencia situada en el plano XY, representada en 
la figura 136, tiene este sistema de ecuaciones: 

x- + y- — 4a: — 2z/ -h 4 = 0 

2 = 0 . 

Para expresar analíticamente una circunferencia cualquie¬ 
ra convendrá elegir su plano y una superficie esférica, como 
veremos en el § 38. 

7. El plano impropio. Coordenadas homogéneas. — Al estudiar la 
geometría de la recta y la geometría del plano, vimos que toda recta tie¬ 
ne un punto impropio o punto del infinito, y todo plano tiene una recta 
impropia o recta del infinito. Por tanto, el conjunto de puntos del es¬ 
pacio situados a distancia infinita del origen de coordenadas (o de otro 
punto cuyas coordenadas no sean todas finitas) goza de las propiedades 
del plano, a saber: tiene un solo punto común con cada recta del espacio 
y una recta común con cada plano. Esto justifica que se acepte el conve¬ 
nio de que el conjunto de los’puntos impropios o del infinito del espacio 
forman un plano, llamado plano impropio o plano del infinito. 

I.o mismo que para el plano, un punto impropio del espacio está de¬ 
terminado por la dirección de las rectas que pasan por él. Dar un punto 
impropio equivale, por tanto, a dar los coeficientes directores «, b, c de 
una recta que pase por el mismo. Para uniformar el conjunto de los 
puntos propios (determinados por tres coordenadas) y el de los impro¬ 
pios (determinados por tres coeficientes directores), es útil el empleo de 
las coordenadas homogéneas. 

Definición. Dado un sistema de coordenadas cartesianas (ortogo¬ 
nales u oblicuas), se llaman coordenadas homogéneas de un punto P, 
propio o impropio, a cuatro números x, y, z, t no todos nulos, tales que: 
a) Si P es propio, las razones x/t, y/t, z/t son iguales a las coordena¬ 
das ordinarias de P; 6 ) Si P es impropio, es í = 0 y las tres primeras 
coordenadas x, y, z son los coeficientes directores de la dirección corres¬ 
pondiente al punto P. 

Según esta definición, a coordenadas homogéneas proporcionales co¬ 
rresponde el mismo punto. Es decir, si un punto tiene las coordenadas 
(x.y.z.t). el conjunto ( ).x , ?.?/, Iz. U) representa el mismo punto cual¬ 
quiera que sea l 0. Esto hace que, para í 7 ^ 0, se pueda tomar siem¬ 
pre t = 1 , de manera que si x, y, z son las coordenadas ordinarias de un 
punto propio, sus coordenadas homogéneas pueden tomarse, simplemente, 

iguales a X, y, z, 1. 

Veamos algunos ejemplos: 

al Las coordenadas homogéneas del origen y de los puntos del infi¬ 
nito de los ejes X, Y, Z son, respectivamente, 

( 0 , 0 . 0 , 1 ) , ( 1 , 0 . 0 . 0 ) , ( 0 , 1 , 0 , 0 ) , ( 0 , 0 , 1 , 0 ) 

pudiéndose sustituir el 1 por cualquier otro número distinto de cero. 

b) Para pasar de las ecuaciones de una recta, de un plano o de cual¬ 
quier superficie, de coordenadas ordinarias a coordenadas homogéneas, 
basta sustituir las coordenadas ordinarias por x/t, y/t, z/t respectiva¬ 
mente. Por ejemplo, la ecuación general de un plano en coordenadas ho- 
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mogéneas (haciendo !a sustitución dicha y multiplicando por / para qui¬ 
tar denominadores), resulta 

Ax 4- Bar 4- C? 4- Di = 0. 

Como ¡os puntos impropios están caracterizados por tener f r: 0, se 
puede decir que t—.O es la ecuación del plano impropio. 


I 34. La recta. Propiedades prcyectivas y afines 


1. Ecuaciones de la recta. 


<Y 



OX, 

x 


, i ' 
i ' 

i * 


v 

Q\ 


+X 


- La representación analítica de 
la recta en E 3 se logra por el 
mismo método seguido en E 2 
(5; 8-1). Dados los puntos 
y, h z „), P, y u z¡) cada 
P (ít*. y, z) (fig. 137) de la rec¬ 
ta PoP, está determinado por la 
medida P„P/P„P, = y, y como 
esta razón se conserva en las 
proyecciones sobre los ejes, si 
son x x -f~. x. h yi ?/o, Zi z«, se 
verifica 


»- _ i A • • X 
L -L J y y 

AiiAi 

o sea 


Y.» Y 

Y.Yi 


Z„Z 

z«z, 


Fie. 137. 


4 T 

X ¡— a‘u L '\— Vu ~ Z \— a- 1 .. ~ 

Tenemos así dos ecuaciones a que satisface P (x, y, z ), y 
además el significado geométrico de cada miembro. Recíproca¬ 
mente, si una terna ( x,y,z ) satisface al sistema [1], y es p 
el valor común de las tres razones, el punto P de la recta de¬ 
finido por el vector P„P p . P„P, tiene coordenadas que sa¬ 
tisfacen a fl], es decir, las mismas x. //. z dadas. 

Resumen: Lo recta determina da por loa pinitos P, y„,z.) 
y Pi (a’i, //j, X ]) tiene como expresión (molifica. •l sistema, de 
ecuaciones: 

I*:}! // dh ••-~«» 

L w J --— * .— - ; -- 

•'i •'*•» //; — //»« -i — ¿o 

y el rotor constante de tatos razones es la mídala d-1 n-ctoi 
P..P con lo unidad P.,P,. 

En particular las ecuaciones de la recia determinada po: 
el origen y el punto P, (.<•,, -//. :,) son: 


, •• 

i 


■< 

y 
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Por tanto: La condición necesaria y suficiente para que dos 
puntos estén alineados con el origen es la proporcionalidad de 
sus respectivas coordenadas : x 0 /x u y 0 /y u zjz^. 


Ejemplo. Rectas determinadas por los puntos (0, 1, — 1 ), ( 1 , 0, 2) 
(3, —2, 0). Sus ecuaciones son ' > > > . > 

_£_ » — 1 _ - -j- j_ x — 1 y z — 2 

1 “ — 1 ~ 3 ’ 2 “ — 2 ~ —2 ’ 

— 3 _ y_ ±J¿ _z_ 

—3 3 “ —1 * 

* r + 

c. bien *' + y = 1 \ x + y = 1 j X -f- y = 1 

I. 3* — s = 1 ; .r + z = 3 i a; + 3 z = — 3 


2. ('aso singular. — Es obvio que las ecuaciones [2] care¬ 
cen de significado si los dos puntos tienen alguna coordenada 
igual. Si es, por ejemplo z () = z u los puntos P,„ P I( y por tanto 
todos los de la recta, (por definición de plano) están en el pla¬ 
no z = z n , y esto mismo expresa la proporcionalidad [1], si se 
escribe en la forma: 

x — x <> = P Ui — x 0 ), y — y 0 = p{y l — y o)t 

Z — 2 n = p( Zl — Z 0 ). 

Así, pues, el sistema [2] representa en todo caso la recta 
determinada por los puntos P<i4p¡. con el convenio siguiente: 
Si algún denominador es nulo, se suprime la fracción y se igua¬ 
la a 0 el numerador. 


Ejemplos: 1. Recta determinada por los puntos (—1,3,0), (0.3.2). 
Sus ecuaciones son 


a + 1 _ v — 3 _ c_ es decir: 3 / = 3 

1 ” 0 — '2 2x — s= — 2 . 

En este caso la recta es paralela al plano XZ. 

2. l os puntos (—1, 3, 0), (— 1 , 3. 2) determinan la recta paralela 
al eje Z: 

o ~ -ñ = ~f es decir: i y _ 3 . 


v — 3 
0 


_ o 


¡ x = O 
• y = —2 


f 2.C = 2 
V — u 


í -2* = 3y 

¡ Z Ü. 


3. Planos proyectantes. Ecuaciones reducidas de la recia. — 
. ^ ecuaciones con dos variables, la 

ecuación ax -j- by = c, que en el plano XY representa una rec¬ 
ta, se satisface en E 3 por todas las ternas x, y, z, cuyo par 




330 


RECTAS Y PLANOS 


§ 34 -4 


X y satisface a la ecuación, con coordenada z arbituina, es 
decir, representa todos los puntos del plano proyectante en la 
dirección Z y sólo ellos. En general: Una ecuación lineal con 
dos variables representa el plano proyectante según la terca a 
dirección de la recta que esa ecuación representa en el respec¬ 
tivo plano coordenado. 

Cada una de las tres ecuaciones 

x — x 0 _ y — y o . v — v ■> = ? —Ja. , 

LáJ x x — *o Vx — Vo ’ 2/1 — 1/0 — 20 

a; — X n __ g — gi» 

Xi — x 0 Zi — ¿o 

en que se desdobla la proporcionalidad [1] que representa la 
recta P 0 Pi es, por tanto, la ecuación de un plano proyectante 
de la recta. Estas tres ecuaciones no son independientes, pues 
cada una es consecuencia de las otras dos y se deduce de ella, 
eliminando la variable común. Por tanto, se puede Prescmdn 
de una ecuación, quedando la recta definida por las otias dos. 
Tomando, por ejemplo, las dos últimas, ellas se pueden esc 

bir en la forma 

[4] x =mz + p , y = nz q 

cada una de las cuales representa un plano proyectante de la 
recta, el primero paralelamente al eje Y y el segundo parale¬ 
lamente al eje X. Aparece así la recta como definida por la 
intersección de estos dos planos proyectantes. 

Las ecuaciones [4] se llaman ecuaciones reducidas de la 

rectci 

Si la recta es paralela al eje X no puede tener las T41 como 
ecuaciones reducidas, puesto que entonces no esta determinado 
el plano proyectante según este eje. En tal caso hay que to¬ 
mar las dos primeras ecuaciones [3], que pueden escribirse 

[4'] y = m'x + p' , z = n'x + q' 

y análogamente para las rectas paralelas al eje Y. 

Ejercicios: 1. Hallar las ecuaciones reducidas de la recta que pasa 
por los puntos Po(0, —1, 2), Pi(l, 3, 1). 

2. Hallar las ecuaciones reducidas de la recta que pasa por el ori¬ 
gen y por el punto Pi(l, 1, —!)• . . , , 

3. Hallar el plano proyectante según el jije Z de la recta dada po 
sus ecuaciones reducidas x=2z — 3, y = z + 1. 

4. Coeficientes directores. Paralelismo de rectas. — Una di¬ 
rección en el espacio está determinada por un vector V (a,o,c) 
cuyo origen es el origen de coordenadas y extremo el punto de 
coordenadas a, b , c. Si llevamos el vector V paralelamente a 
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sí mismo hasta tener el origen en <1 punto P 0 (* 0 , Va , Zo), el ex¬ 
tremo resultará el punto Pi de coordenadas 

[5] x x = x 0 + a , Vi = y 0 -r b , z x = z 0 -f c. 

Por tanto, las ecuaciones de la recta P 0 Pi, o sea, de la recta 
que pasa por P n y es paralela a la dirección del vector V, se¬ 
gún [2] y [3] será 

[6] Xo __ y — ?/n _ Z — Z{) 

a b c 

Recíprocamente, un sistema cualquiera de ecuaciones de la 
forma [4] representa siempre una recta que pasa por 
Po (*o,2/o, z 0 ) y es paralela al vector de componentes a, b, c. 
En efecto, cualquier punto P (x,y,z) cuyas coordenadas satis¬ 
fagan [6], es tal que el vector P 0 P tiene componentes propor¬ 
cionales a a, b, c, y por tanto P pertenece a la recta dicha. 

El vector V se llama vector director de la recta [6], y a 
los números a, b, c se les llama coeficientes directores. 

Con esta nomenclatura, el resultado anterior se expresa 
así: 

Condición necesaria y suficiente para que dos rectas sean 
paralelas es que sus coeficientes directores sean proporcio¬ 
nales. 

Observaciones: 1. Según la definición, los coeficientes di¬ 
rectores están solamente determinados salvo una constante <le 
proporcionalidad; es decir, si a, b, c son coeficientes directo¬ 
res de una recta, los de cualquier terna la, Ib, le (l ^ 0) tam¬ 
bién lo son. Esto es evidente, tanto por su significado geomé¬ 
trico como por observarse que en [6] si se dividen todas las 
igualdades por l, las ecuaciones deben representar el mismo 
ente geométrico. 

2. Todo sistema de ecuaciones de la forma [ü], cualesquie¬ 
ra que sean a, b, c, representa una recta que pasa por P 0 y 
recíprocamente, las ecuaciones de cualquier recta por P„ son 
de la forma [6]. Por esto se dice que [6] son las ecuaciones 
generales de las rectas que pasan por P 0 (* n , ?/o, z 0 ). 
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* — i _ y + i _ « — 2 

—1 “ 2 - ~ -3 

cuyos planos proyectantes sobre los coordenados son: 

Zx -f y = 0 , 3 x — z = —l , ‘óy + 2z = 1. 

3. Los coeficientes directores de los ejes X, Y, Z son, respectiva¬ 
mente. 

(1,0,0) , (0,1,0) , (0,0,1), 

pudiéndose sustituir el 1 por cualquier otro número no nulo. 

4. Los coeficientes directores de una recta dada ñor sus ecuaciones 
reducidas [4], se obtienen escribiendo dichas ecuaciones en la forma [GJ, 
o sea 

x — p _ y — t] _ 


Resulta así que los coeficientes directores son m, ??, 1. Si las ecua¬ 
ciones reducidas son las [4'], los cosenos directores son 1, m, n. 

5. Razones simples. — Si en la misma figura 137 llama¬ 
mos 1 a la razón simple (P 0 PiP), es decir: 


[7] 


l - 


- se deduce 


x = 


Zo 

1 


Ix, 


y análogamente-- 




tenemos así las coordenadas del punto que divide al segmento 
P 0 Pi en la razón X. 

Para X = — 1 resulta: las coordenadas del punto medio de 
un segmento son los promedios de las coordenadas de sus ex¬ 
tremos: 


f8] x = X^o + aq), y = i(l/o *f- 2/i)» * = £(*o + ¿i)- 


EJERCICIOS: 1. Condición necesaria y suficiente para que cuatro 
puntos sean vértices de un pavalelogramo, es que dos de ellos tengan 
iguales sumas de coordenadas de igual nombre que los otros dos; :as mi¬ 
tades de estas sumas son las coordenadas del centro. 

2. Condición necesaria y suficiente para que ocho puntos sean ver- 
tices de un paralelepípedo, es que puedan aparearse de modo que las su¬ 
mas de coordenadas de igual nombre sean iguales pata los cuatro pares. 
Las mitades de estas cuatro sumas son las coordenadas del centro. 

3. Dados cuatro puntos cualesquiera, no coplanaiios, per sus coorde¬ 
nadas, completar todos los paralelepípedos que los tengan como vértices. 

4. Dados dos pares de puntos por sus coordenadas, escribir las con¬ 
diciones necesarias y suficientes para que estén armónicamente separados. 

5. Dados los puntos P y Q por sus coordenadas, dc-signese por 
P-f-íQ al que tiene como coordenadas las de P, más las de Q multipli¬ 
cadas por el parámetro í. Con esta notación, caracterícense ios puntos 
del segmento PQ, los puntos armónicamente separados por P y Q y los 
puntos que dividen al par PQ en la razón K. 
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c. Resultante de masas. Baricentros. — Dados dos puntos 
pesados A, (a:,, y u z x ), A¡> {x 2 , y.,, z>) de masas m, y nu respecti¬ 
vamente, se llaman momentos respecto de los planos YZ, ZX, 
XY a los números 

[9] M. - w 1 .r 1 -j- M„ = m x y x -f m,y,, M- = m,z, -f m 2 z-, 

y resultante, del par de masas es la masa m x 4- m 2 colocada en 
un punto G (x,y,z) tal que sus momentos son aquellos tres mo¬ 
mentos [9], es decir: 

(w, + nu)x = M 4 . , (m x -f nu)y = M y . (m x -f m 2 )z = M s . 

El baricentro de los dos puntos pesados está, pues, unívo¬ 
camente determinado por las fórmulas 


1101 


m,x, -r nux 2 
m x 4- nu 


y = 


m x y x 4~ Malte 


ni-Zj 


4- nuz 2 
4* nu 


Si son iguales las dos masas, ei baricentro G es el punto 
medio, cuyas coordenadas son: 


[ 11 ] 


x = 


r, -p x» 


y = - 


?/l -t- i/2 


•1 + *2 

2 


y en todo caso G es el punto que divide al segmento A,A- en 
la razón — m 2 /m x como salta a la vista en las expresiones [10], 
pues dividido por m, y llamado —A = m 2 /m x resulta 


X\ — kX 2 ?/, — hh 

x - ~r=r • ” - 

es aecir, las expresiones dadas en [7]. 


2 _ z : 


a z« 


1 — Á 


La palabra masas puede sustituirse por coeficientes y éstos pueden 
tener signos cualesquiera; si son números opuestos no existe baricentro 
G; pero se puede convenir en adoptar como tal el punto impropio de la 
recta Ai As. 

Cualquiera que sea el número de puntos Ai (x Xy y u z¡) 9 .... A« (x* f y n , z n ) 
con masas m i, m» 9 • el cálculo es análogo y ¡as coordenadas dei 

baricentro son 


[ 12 ] 


SWl rXr HMrÚi 

X “ 2?n r ’ V “ 


H? ¡l, 


t * 


±m r 


Si las masas son iguales el baricentro se llama también centro de 
distancias medias y sus coordenadas son ios promedios de las respectivas 
coordenadas de los n puntos, es decir: 


[13] 


x — 


S*r , y = 


lyr , 5 = —I* 
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§ 35. El plano. Propiedades proyectivas y afines 

1. Ecuación general del plano. — La ecuación general de 
primer grado: 

[1] Ax + By H- Cz = D 

representa un conjunto de puntos que es un plano, porque 
cumple las condiciores características que en geometría sirven 
de definición al plano: 

l 9 ) Si Po($o> Vo> z 0 ) es uno de sus puntos, es D = Ax 0 + 
+ Bí/o + luego la ecuación [1] se puede escribir así: 

[2] A (a; — x 0 ) + B(y — y 0 ) + C(z — z 0 ) = 0 

y como los puntos de la recta P 0 Pi están caracterizados por 
las condiciones 


= V 


1 - 3-1 x ~ „= y ~~ y ° = * — z " = v 

L ° J x x — x 0 ~ 2/1 — 2 /o ¿i — «o 

si Pi(:ci, 2/1, Zi) satisface a [ 2 ], es decir: 

[4] A(x x — x 0 ) + B (2/i — 2/o) +C(*i — z 0 ) = 0 

también la satisface todo P de la recta, puesto que el polino¬ 
mio [2] es el [4] multiplicado por p. 

2 9 ) La ecuación [1] no representa una recta, puesto que 
x é 2 / pueden tomar valores arbitrarios. 

Como, además, todo punto del espacio no la satisface, tal 
conjunto de puntos es un plano \ Ahora veremos que esta ecua¬ 
ción [1] representa todos los planos posibles del espacio E 3 . 

2 . Plano determinado por tres puntos. — Dados tres pun¬ 
tos no alineados (Xi, 2/1, Zt), (Xo, y 2 , Zo ), (x 3 , 2/3, z 3 ), la ecuación: 

X 2/ Z 1 

rr , x, 2/1 Zt 1 _ , 

[5] x 2 2/2 Zo 1 - 0 

Xo 7/o Zo 1 I 


[5] 


Z.), 

(xo, y 

29 * 

X 

V 

z 

Xy 

Vi 

Zi 

Xo 

2/2 

Zo 

Xz 

2/3 

Z3 


= 0 


es de primer grado y se satisface por las coordenadas de los 
tres puntos; luego, representa el plano determinado por éstos. 
Otro modo de escribir la misma ecuación es: 


[ 6 ] 


X - 

-X! 

y - 

-y 1 

z - 

-Z 1 

Xo - 

-Xj 

2/2 - 

— 2/1 

z 2 - 

— Zx 

X 3 

- Xj 

y s- 

-2/1 

Z3 — 

-Zi 


= 0 


que se deduce restando la segunda fila de cada una de las otras. 


1 Basta recordar el postulado fundamental que define la recta Ei, el plano Es, el es¬ 
pacio Es. 
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Ejemplo. Plano determinado por los puntos (2, —1, 5), (4, 0, —3), 

(1, 2, 1). 


x — 2 y + 1 z — 5 

2 1 — 8 = 0 . 

—1 3 —4 


Nota: Falta examinar el caso en que la ecuación [5] o su equiva¬ 
lente [6] tenga todos los coeficientes nulos, es decir, sean nulos los tres 
menores complementarios de los elementos de la primera fila [6] y por 
tanto se verifique: 


X a — X¡ _ ya — 2/. _ Za — Z i _ 

Xa — *1 ~ 2/3 — yi ~ Za — Z¡ 

pero entonces, en virtud de [3] están alineados los tres puntos; luego, 
tal caso no puede presentarse en la hipótesis de terna no alineada. 


3. Ecuación segmentaria del plano. — Si los cuatro coefi¬ 
cientes A, B, C, D son distintos de 0, obtenemos una interpre¬ 


tación geométrica interesante, 
mentó a que el plano inter¬ 
cepta con el eje x, o sea la 
abscisa del punto de intersec¬ 
ción con este eje, viene ex¬ 
presada así: 


D 



Análogamente: 



Luego, dividiendo por D 
la ecuación general [1], re¬ 
sulta ésta, que puede formar¬ 
se directamente, conocidos 
a, b, c: 


Haciendo y == 0, z = 0, el seg- 



F.'tr- 13S. 



Ejemplo. Plano que intercepta sobre los ejes segmentos 2, -f3, —1. 
La ecuación de dicho plano es: 



4. Paralelismo entre planos. — La ecuación [7] es válida 
siempre que el plano no pase por el origen, aunque sea para¬ 
lelo a uno o a dos ejes coordenados. Por ejemplo, si es paralelo 
al eje Z, su ecuación es de la forma Ax + B?/ = D y las abs¬ 
cisas de sus puntos de intersección con los ejes X, Y serán 
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a = D/A, ó = D/B respectivamente, valeres que introducidos 
en la ecuación del plano dan para ésta la expresión x/a -y 
-\-y/b — 1, es decir, la misma [7] para el caso c— «o. Aná¬ 
logamente, si el plano es paralelo a los dos ejes Y, Z, su ecua¬ 
ción será de la forma x = a, que resulta también de [7] al 
hacer b = <x>, c — oo. 

Sentado esto consideremos dos planos 

[8] Ax + By + Cz = D , A'x + B'y + C’z = P' 

ninguno de los cuales pase por el origen. La condición para 
que sean paralelos será que los segmentos que intercepten en 
los ejes coordenados sean proporcionales. Es decir, que sea 

abe 

[ 9 ] —v ¡y ~ c . 


o bien, sustituyendo los valores de estos segmentos en función 
de los coeficientes de los planos, resulta 

A _ ABC 

ri0] A B' C' ‘ 

Si alguno de los planos pasa por el origen, por ejemplo si 
es D = 0, no se puede escribir [9] y por tanto falla la demos¬ 
tración anterior. En este caso basta hacer una traslación de 
los ejes coordenados para coloca* el origen fuera de los dos 
planos. Por ejemplo, si el punto (ar 0 , 0. 0) no está contenido en 
ninguno de los dos planes, traslademos los ejes paralelamente 
hasta llevar el origen a este punto. Las fórmulas de transfor¬ 
mación son 

x' = x — x 0 , y' = y , z f = z 

y por tanto las ecuaciones de los dos planos será ahora (ha¬ 
biendo supuesto D = 0), 

[11] A(x'-\-x 0 ) + W + Cz' = 0 . 

A'(x' + x 0 ) + B'y f + C'z' = D' 

o sea 

MO , A'x' -f By' + Cz' = — Ax 0 , 

A ’v' -L. Tí'i/' O- = TV — A 'r. n 


A’x’ + By' + Cz' = — Ax 0 , 
A'x' -f B'y' -f Cz' = D' — A'x a . 


Por haber supuesto que el punto (x 0 , 0,0) no estaba en 
ninguno de los planos dados, los términos independientes son 
ahora distintos de cero, y como los coeficientes de las varia¬ 
bles no se han modificado, resulta como condición de paralelis¬ 
mo la misma [10] que queda, por tanto, probada en todos los 
casos. 

Resulta así que el paralelismo no depende de los términos 
independientes D, D', sino únicamente de los coeficientes de las 
variables, los cuales se llaman, por esta razón, coeficientes di¬ 
rectores del plano. Obsérvese que estos coeficientes directores. 
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puesto que se puede multiplicar toda la ecuación del plano por 
un mismo factor, resultan sólo definidos salvo un factor de 
proporcionalidad. 

En resumen: 

La condición necesaria y suficiente para que los planos 

Ax -f By + Cz = D , A'x + B'y + C’z = D' 

sean parálelos, es que se cumpla la proporcionalidad entre sus 
coeficientes directores, o sea, 



De aquí: 

La ecuación del plano que pasa por el punto B 0 (x 0 ,y 0 , z 0 ) 
y es paralelo al plano Ax - L By + Cz = D, es 

[14] A (a: — x 0 ) -f B(y — y 0 ) + C(z — z 0 ) =0. 

En efecto, este plano pasa por P 0 y tiene los mismos coe¬ 
ficientes directores del plano dado. 

5. Paralelismo entre rectas y planos. — Sea la recta 



y el plano 

Ax + By + Cz = D. 

Si la recta es paralela al plano, ella debe estar contenida 
en el plano paralelo al mismo, trazado por el punto P 0 de la 
recta, plano cuya ecuación es la [14]. Por tanto [14] debe sa¬ 
tisfacerse para todos los valores de x — x 0 , y — y o, z — z 0 que 
satisfacen [15], es decir, debe cumplirse 

[16] Aa + Bb + Ce = 0. 

Por consiguiente: 

La condición necesaria y suficiente para el paralelismo en¬ 
tre el plano de coeficientes directores A, B, C y la recta de 
coeficientes directores a, b, c, es la [16]. 


a) Ecuación del plano que pasa por un punto y es paralelo a dos 
rectas dadas. Sea el punto Po y dos rectas de coeficientes directores 
(a,b,c), (a',b’,c ') respectivamente. La ecuación general de un plano que 
pase por P 0 es la [14] y si es paralelo a las dos rectas deben cumplirse 
las condiciones 

[17] Aa + B6 + Ce = 0 , Aa' + B&' + Ce' = 0. 

Estas dos ecuaciones permiten hallar los coeficientes A, B, C (salvo 
un factor de proporcionalidad), y sustituyendo en [14] tendremos la ecua¬ 
ción del plano buscado. 


338 


RECTAS Y PLANOS 


§ 35 -6 


De manera más sintética, eliminando A, B, C entre las tres ecuacio¬ 
nes homogéneas [14], [17], resulta que la ecuación del plano que pasa 
por un punto P 0 y es paralelo a dos rectas dadas de coeficientes directores 
(a f b t c) t (a'. b\ c'), es 

x — x 0 y — yo z — zo \ 

[18] a b c = 0. 

a' b' c' 

b) Ecuación del plano que contiene a una recta y es paralelo a otra . 
Se desea la ecuación del plano que contiene a la recta 

x — Xo _ y — i/n __ z — ¿u 
a ~ b e 

y es paralelo a la 

x — si _ y — ]h _ z — z x 

ai — b i C\ 

Si A# + By + Cz — D = 0 es el plano buscado, se deben cumplir las 
condiciones 

Axq -f- Byo ~1“ Czo — D = 0 

Aa + Bb + Ce = u 

Aai -j- B6i -|- Cci — Ü 

pues debe pasar por el punto (x 0 ,yo,z<>) de la primera recta y cumplir la 
condición de paralelismo para las dos. Este sistema de ecuaciones per¬ 
mite determinar los coeficientes A, B, C, D (dividiendo por uno de ellos 
queda un sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas), o bien, elimi¬ 
nando los mismos entre esas ecuaciones y la del plano, resulta como so¬ 
lución 

x y z 1 
Xo y 0 zo 1 
a b c 0 

ai 6i Ci 0 

6. Haces de planos. La recta como intersección de dos pla¬ 
nos. — Dados dos planos de ecuaciones 

[19] P t = Ai# -f B,;/ + C,2 — Dj = 0 , 

Po = A*x B 2 2 / "I - C- 2 % — Do = 0 

cualquier ecuación de la forma 

[20] P, + XP 2 = 0 

representa otro plano que pasa por la recta r de intersección 
de los dos, puesto que en efecto, es una ecuación lineal (y por 
tanto representa un plano) y además se satisface para todos 
los puntos que anulan a P t y a P 2 . 

Recíprocamente, cualquier plano P que pase por r puede 
ponerse en la forma [20]; en efecto, basta tomar un punto 
cualquiera M„U- 0 , Vo, Zo) de P y obtener X por la condición 

[21] (A,x 0 + Bxi/o + — D t ) -r 

-f- X(A 2 íCo “P B 2 2/o "l - C 2 Zq — Do) = 0. 
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Si Áo es la raíz de esta ecuación, el plano P. -4- XnP> = 0 
será el mismo P, por contener ambos a la recta r y al punto M 0 . 

La ecuación [20] se dice por esta razón que es la ecuación 
del haz de planos de arista r. 


Ejemplos: 1. Hallar la ecuación del plano que pasa por el origen 
y por la recta de intersección de los dos planos 

2x — 3y — z — 2 = 0 , x -{- 5 y — 2s — 2 = 0. 

Escribiendo la ecuación [21] para x 0 = y<, = z 0 = 0, resulta X = —1, 
y por tanto el plano buscado es x — 8y -f- z = 0. 

2. Hallar la ecuación del plano que pasa por la misma í-ecta ante¬ 
rior y por el punto (1, —2, 1). La ecuación [21] da ahora X = 5/13 
y por tanto el plano buscado es 31a? — 14 y — 23z — 36 = 0. 

Las ecuaciones [19] pueden tomarse también como defini¬ 
doras de la recta r. En este caso, si se quieren las ecuaciones 
reducidas, o sea, las ecuaciones de los planos proyectantes en 
las direcciones de los ejes (§ 34-3), basta eliminar cada una 
de las variables entre ambas ecuaciones. Por ejemplo, desüe- 
jando x é y resulta 



que son las ecuaciones reducidas. Si el denominador de estas 
expresiones fuese nulo, se despejaría otro par de variables; si 
en todos los casos los denominadores resultasen nulos, signifi¬ 
caría que los coeficientes de las variables en las ecuaciones 
[19] son proporcionales y por tanto que los planos son para¬ 
lelos, no existiendo recta propia de intersección. 


Las ecuaciones [22] se pueden escribir en la forma 



siendo a, (1 los términos independientes de [22]. De aquí: 


Los coeficientes directores de la recta determinada por los 
playios [19] son los denominadores de las razones [23]. 
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EJEMPLO. Sea la recta de ecuaciones 

3* — 2y z — 1 = 0 , x + y — 2— 2 = 0. 

Eliminando sucesivamente z, y, x resultan las ecuaciones 

4x — y — 3 = 0 , 6* — z — 5 = 0 , 52/ — 43 — 5 = 0 

que son las ecuaciones de los planos proyectantes paralelamente a los 
tres ejes. Cada dos de estas ecuaciones pueden tomarse como ecuaciones 
reducidas de la recta. Los coeficientes directores son 1, 4, 5. 

EJERCICIOS: 1. Hallar el plano que proyecta desde el origen a la 
recta de intersección de los planos 2a: + 2>y z — 1 _ 0, 3a; y 2 
— 2=0. íd., id. desde el punto (1, 0, 2). 

2. Trazar por el origen una secante a dos rectas dadas. (Basta ob¬ 
tener los dos planos proyectantes de ambas). 

3. Trazar por el punto M»(a;o, 2 / 0 , Zo) una recta paralela a la de in¬ 
tersección de los dos planos [19]. 


§ 36. POPIEDADES MÉTRICAS EN COORDENADAS ORTOGONALES 


1. Distancia entre dos puntos. — Las fórmulas obtenidas 
en los números anteriores, referentes a propiedades afines de 
las figuras (paralelismo, incidencia), valen lo mismo en coor¬ 
denadas ortogonales u oblicuas. En cambio, para el estudio de 

las propiedades métricas, 

+7 (distancias, ángulos, volú- 

c menes), en las que ahora 

/ Z 1 -Z 0 p /1 denadas ortogonales sim- 

{ - ¡ plifican mucho los cálcu- 

1 ¡ — .J a los. Por tanto, en todo este 

! jQ_ u r °> /! parágrafo vamos a referir- 

0 !/..! nos exclusivamente a coor- 

0 , ¡ x 0 ! ! x, denadas ortogonales. Para 

¡ «7 ¡ ¡“7 +X hallar la distancia entre 

¡ !/__ ¡__'/ dos puntos P 0 , Pi. observe- 

1 / 1 ”’ moa que los planos para- 

[/ [/ lelos a los coordenados tra- 

¿-.y zados por ellos forman un 

/ ' ' Fig 139 _ ortoedro, es decir, un pa¬ 

ralelepípedo recto rectán¬ 
gulo; las tres aristas que concurren en P 0 tienen longitudes 
x x — x 0 ; Vi — Vo’, — ¿o y la diagonal r por el teorema de 

Pitágoras, viene expresada así (fig. 139) : 

La distancia entre dos 'puntos está dada por la raíz cua¬ 
drada de la suma de los cuadrados de las diferencias de coor¬ 
denadas correspondientes. 


Fig. 139. 


[ 1 ] 


r 2 = (x 0 — Xi) 2 + (l/o — Vi) ~ + («o — z x )-. 
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2 . Cosenos directores de una semirrecta. — La semirrecta 
P 0 P 1 forma con cada semieje positivo un ángulo; los cosenos 
de estos tres ángulos se llaman cosenos directores de la semi¬ 
rrecta y también del vector P n Pj; los representamos por a, 0, y. 
La semirrecta opuesta y el vector opuesto tienen cosenos direc¬ 
tores opuestos: —a, —(3, — y. 

Como P 0 A es la proyección de P 0 Pi sobre la paralela al 
semieje x, y análogamente las otras aristas, resulta: 

x x — x 0 — ra , y¡ — y 0 = r¡i , z x — z 0 = ry , 

siendo r > 0. Elevando al cuadrado y teniendo en cuenta [1] 
resulta: 

[2] a 2 + P 2 + y 2 = 1 , 

es decir, la suma de los cuadrados de los tres cosenos directo¬ 
res es igual a la unidad. 

Como los coeficientes directores de la recta P 0 P 1 son 
Xi — x 0 , y\ — y o, Z\ — z 0 , resulta además que los coeficientes 
directores son proporcionales a los cosenos directores. 

Por tanto, dados los coeficientes a, o, c, se verifica 

a = ka , b = &P , c = ky , 
de donde, sumando los cuadrados, resulta 

k = Vo-t b- 4- c 2 . 

Es decir, los cosenos directores se deducen de los coeficien¬ 
tes directores dividiéndolos por la raíz cuadrada de la suma de 
sus cuadrados. Según el signo que adoptemos para k, resultan 
los cosenos de una u otra semirrecta. 

Para todos los problemas de paralelismo, perpendiculari¬ 
dad, etc., bastan los coeficientes directores; para las medidas 
de ángulos se precisa obtener los cosenos. 

Los coeficientes directores de la recta dada como intersec¬ 
ción de dos planos se calculan cómodamente como se indicó en 
el n Q 6 del parágrafo anterior, o bien obteniendo dos puntos de 
la recta, por ejemplo sus trazas sobre dos planos coordenados; 
las diferencias de coordenadas son los tres coeficientes direc¬ 
tores. Según el orden en que se resten resultan los de una u 
otra semirrecta. 

Ejemplo. Calcular los ángulos que forma con los tres ejes, la bisec¬ 
triz del primer triedro: -fa, -\-y, + z. 

Como los ángulos son iguales, los coeficientes directores son 1, 1, 1; 
luego los cosenos se calculan dividiendo por V~3 y buscando en la tabla 
de cosenos el ángulo cuyo coseno es 1/V1T resulta el ángulo buscado, que 
vale 54°44'. 
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3. Ángulo de dos rectas. — Dadas dos semirrectas r y r' de 
origen O, cuyos cosenos directores sean (a, (3, y) y (a', |3', y'), 
la proyección sobre r' del vector de longitud 1 sobre r. o sea 

eos co, es la suma de las proyec¬ 
ciones de sus tres componentes, 
es decir (fig. 140) : 

[3] cosa) = au' -f |3¡3' + yy'. 

Por tanto: El coseno del án¬ 
gulo de dos semirrectas es ia 
suma de los ■productos de los co¬ 
senos directores de una por los 
de la otra. 

La condición de perpendicu¬ 
laridad de dos rectas es que la 
kí e . i4o. suma de los productos de los 

respectivos coeficientes directo¬ 
res sea nula: aa' -f bb' -f cc* = 0. 

Nótese que para la perpendicularidad basta considerar coe¬ 
ficientes directores, mientras que para calcular el ángulo son 
precisos los cosenos. 

4. Ángulo de dos planos; paralelismo y perpendicularidad. 

— La ecuación general del plano es 

A (a; — * 0 ) + B (y — y 0 ) + C(z — z 0 ) =0 

siendo (x 0 ,y () ,z 0 ) un punto del mismo; pero x — x n , y — y,„ 
z — z» son los coeficientes directores de todas las rectas del 
plano, luego esta relación expresa que la recta de coeficientes 
directores (A, B, C) o proporcionales a ellos, es perpendicular 
a toda recta del plano, es decir, perpendicular al plano. Por 
tanto: 

La. condición necesaria y suficiente para que una recta sea 
perpendicular a un plano, es que sus coeficientes directores 
sean proporcionales a los coeficientes directores del plano. 

Para el cálculo de ángulos, todo plano se puede sustituir 
por una recta normal, es decir, por una recta que tiene como 
coeficientes directores los del plano. Dos planos son paralelos, 
si lo son sus normales, luego obtenemos nuevamente: 

La condición del paralelismo de dos planos es la proporcio¬ 
nalidad de sus coeficientes directores. 

Dos planos son perpendiculares si lo son sus normales, 
luego: 

La condición de perpendicularidad de dos planos, es que la 
suma de los productos de sus coeficientes directores sea nula. 

Más general: El coseno del ángulo de dos planos es la suma 
de los productos de los cosenos directores de ambos planos. 
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NOTA: Llr.mando producto escalar de dos ternas a la suma de pro¬ 
ductos de las componentes homologas, se abrevia el enunciado de ambos 
teoremas. 


5. Cuadro sinóptico de las relaciones entre rectas y planos. 
— Resulta así el cuadro sinóptico siguiente, que comprende los 
seis casos posibles: 

Elementos homogéneos: 

paralelismo: proporcionalidad de coeficientes directores. 
perpendicularidad: prod. escalar de coeficientes directores 
nulo. 



ri r' aa' -j- bb' 4- cc' = 0 nin' AA' -f- BB' -f- CC' = 0 


Elementos heterogéneos: 

paralelismo: prod. escalar de coeficientes directores nulo. 
perpendicularidad: proporcionalidad de coeficientes direc¬ 
tores. 


r II n Aa + Bó -f Cc = ü 


A _ B C 
abe 


6. Ecuación normal y distancia de un punto a un plano. — 

Si son a, b, c los segmentos que intercepta en los ejes el plano 

Ax 4- B y -i- Cz = D 

la ecuación se puede escribir 
así: 



Llamando p a la distancia 
absoluta de O al plano, y a, {?, y 
a los cosenos directores del vec¬ 
tor OP, es 

p = aa ; p = 6(3 ; p = cy. 

Como cosenos directores del 
plano orientado adoptamos los 
de su vector normal, es decir, fí 8 . i«- 

a, [3, y, y no sus opuestos. Susti¬ 
tuyendo, resulta: 

[4J xa + 2/P + zy = p . 

Esta ecuación se llama normal; sus coeficientes, en vez de 
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ser los coeficientes directores A, B, C, son los cosenos direc- 
tore s a, y, es d ecir, se deducen de ellos, dividiéndolos por 

— y. A" C "'’ de modo Q ue el segundo miembro resulte 

positivo. Por tanto: 

Para formar la ecuación normal del plano basta dividir la 
ecuación ordinaria por la raíz cuadrada de la suma de los cua¬ 
drados de los coeficientes directores, con signo -f ó —, de 
modo que resulte positivo el segundo miembro constante. Éste 
expresa la distancia del origen al plano. 

Notas En los haces de planos paralelos conviene adoptar para to¬ 
dos estos los coeficientes a, p, y de uno (lo que equivale a fijar un sen¬ 
tido en la normal) y entonces toma p valores positivos o negativos según 
la posición del plano. b 

Ejemplo. Sea el plano 2x — 3y + 6z = 5. 

Esta ecuación no es norm al, pues la suma de los cuadrados de los 

coeficientes directores es V 4 + 9 + 36 = 7, pero se convierte en normal 
dividiendo por 7 y resulta: 

2* _ 3 y_ . _Gz _ 5 

7 7 - » “ 7 * 

al plano e°s S 5 n /7 S dÍ1 ' eCt ° res son: 2/7 ‘ ~ 3/7 ' 6/7 < y la distancia del origen 


La distancia entre dos planos paralelos: 

[5] Ax By + Cz = D 

Ax -f- B?/ + Cz = D' 

es por consiguiente D — D' si estas ecuaciones están en forma 
normal, como se ha explicado en la nota. 

La distancia del punto ( x 0f y 0 ,z 0 ) al plano [5] se obtiene 
trazando por este punto el plano paralelo: 

[6] A(x — x 0 ) + B(y — y 0 ) -f C (z — z 0 ) = 0 
o sea Ax + B y + Cz = Ax 0 + By 0 + C*« 

y la distancia del punto al plano [5] es la distancia entre los 
planos [5] y [6], es decir: 


[7] 


d = 


Ax,) -j~ B?/n 4~ Czg — D 
VA- ~+~B* + C- 


Luego, la distancia de un punto a un plano es el valor que 
toma en ese punto el cuatrinomio de la ecuación normal. 

distancia dada por [7] resulta positiva si el punto está 
a distinto lado que el origen respecto del plano. 


diedr^ JERClCI0S: 1 * 0btener las ecuaciones de los planos bisectores de un 
2. Calcular la distancia de un punto a una recta. 
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7. Distancia entre dos rectas. — Si solamente se desea calcular la 
distancia mínima, basta trazar por cada una el plano paralelo a la otra 
y calcular la distancia entre ambos planos. Sean las dos rectas: 



dichos planos tienen las ecuaciones 


X 

y 

z 

1 



X 

y 

z 

J. 

Xi 

Vi 

Zl 

1 

= 0 


Xa 

2/3 


i 

a, 


Ci 

0 

9 

ai 

61 

Ci 

0 i 

a 3 

62 

c 2 

0 



a* 

b a 

c 2 

° 


y llamando A,, B lf Ci, Di a los coeficientes del primero; A*. B«, C-, D* a 
los del segundo, la distancia buscada es D, — D 2 si ambas están normali¬ 
zadas, es decir, si se han dividido por la raíz cuadrada de la suma de 
los coeficientes directores. 


1 a 8 \íf ea de , un trián s ul °- — Si el triángulo ABC tiene un 
lado BC paralelo al plano XY, la proyección ortogonal sobre 
este es otro triángulo de base B'C' = BC y altura A'P'= 

vi S1 es w el coseno de la inclinación del plano ABC 
sobre el XY, ángulo igual a la inclinación de la altura. Entre 
el area de ABC y la de su proyección existe, por tanto, la re¬ 
lación Ar. A'B'C' = (Ar. ABC) w. 

Si ABC no tiene ningún lado paralelo al plano XY, tra¬ 
zando por el vértice de altura intermedia el plano paralelo al 
XY, queda dividido en dos triángulos que tienen base paralela 
a este plano, y como la ley del coseno vale para cada proyec¬ 
ción, también subsiste para la suma por descomposición en 
triángulos; y lo mismo sucede para cada polígono y su proyec- 
cion ortogonal sobre un plano. Resulta así este teorema gene¬ 
ral, de frecuente uso, y que ahora tendrá inmediata aplicación: 

La proyección ortogonal de un polígono sobre cualquier 
plano no perpendicular a él, tiene como área la del polígono 
proyectado por el coseno del ángulo de inclinación. 

Dado un triángulo cuyos vértices tienen las coordenadas or- 
ogonales (x lt 2/i, *i), (^ 2 , 2 / 21 ^ 2 ), (# 3 , 2 / 3 , Z 3 ), sus proyecciones 
sobre los tres planos coordenados son tres triángulos cuyas 
areas, ya calculadas en § 10-6, son: 

2/l z l 1 Zi X\ 1 

[8] S, = i 2/0 z 2 1 , = i z 2 x 2 1 , 

¡ y ¿ *3 1 23 x 3 1 1 


Xj 

2/1 

1 1 

S z = -i Xo 

2/2 

1 j. 

X 3 

2/3 

11 


El área b del triángulo AiA 2 A 3 está relacionada con éstas 
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por la ley del coseno, es decir, llamado o, 6, y. a los cosenos 
directores del plano del triángulo, se verifica: 

S* = Sa , S tí = S(3 , S, = r>v 

de donde, cuadrando y sumando, resulta la expresión del área 
del triángulo: 

[9] S = v'sTT's, 2 + S/ 



y los sumandos están dados por las 
fórmulas [ 8 ]. 


9. Volumen del tetraedro. — Si 
sus vértices tienen las coordenadas 
(fig. 142): 

Ai (in j/i Zj), A 2 {x 2 , Vii z ?)» 

A;; (# 3 , Vi, Z 3 ) , A 4 {Xi, 1J i, Z\ ) 

la ecuación del plano A¡A 2 A 3 es' 



fitr. 142 . 


cuyos coeficientes directores 


1/1 2 i 1 I Zi x 1 1 i 

A* — l/n Z-> 1 , A¡, = Zo X 2 1 i 

}h ^3 1 Z 3 X 3 1 * 

tienen el significado visto en [ 8 ], es decir, son los duplos de 
las áreas de los triángulos proyecciones del A]A 2 A 3 , siendo por 
tanto 

[11] Ar. (A,A,A 3 ) - V'MrT A^Td : AV 

El volumen del tetraedro viene expresado así: 



Vol. (AjAoAaA.!) = Ar. (A,A 2 A 3 ) . Altura 

y como la altura o distancia del punto A 4 al plano [10] según 
(§ 36-6) es el valor numérico obtenido en el polinomio [ 10 ] al 
sustituir las coordenadas (x 4 y 4 z 4 ) divididos por la raíz cua¬ 
drada [ 11 ], resulta: 
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El volumen del tetraedro es 

* 








2/1 

*4 

1 i 

» 

Vol. (A,A 2 A 3 - 

U = 

>% 

x 2 

2/2 


1 

6 

Xa 

2/3 

*3 

1 




X 4 

2/4 

Z 4 

1 

1 

x¡ — 


2 /i — 

-2/4 

Zl- 

— Z 4 

6 

•C‘2 — 

-X, 

y-i- 

-2/4 

z 2 - 

— Z 4 

2-3 - 

-x 4 

2/3- 

- 2/1 

Z3 - 

— Z 4 


E JEMPI.O. Si los vértices son (0, — l, 2), (1, —1, 2), (2, 0, 3), 
<1, —1, 0), el volumen del tetraedro es 



Obsérvese que la condición dada obtenida en § 35-2 puede expresarse 
como caso particular de la [10j ahora demostrada, diciendo: Condición 
necesaria ij suficiente para que cuatro puntos sean coplanarios es que 
el volumen del tetraedro sea nulo. 


§ 37. Cambios de coordenadas 

1. Caso general. — El problema del cambio de sistema de 
ejes coordenados se plantea en geometría del espacio de la mis¬ 
ma forma que en geometría plana. 

Dados dos sistemas cualesquiera de ejes coordenados, se 
trata de encontrar las fórmulas que nos expresen las coorde¬ 
nadas de un punto del espacio en un sistema en función de sus 
coordenadas en el otro. 

El caso más simple es el de la traslación de ejes, es decir, 
cuando los ejes OX, OY y OZ de un sistema son paralelos a 
los ejes O'X', O'Y' y O'Z' del otro. Este problema se trata de 
la misma forma que el correspondiente de geometría plana y 
las fórmulas del cambio son 

[1] x = x 0 -f x' , y = 2/0 + V' , z = z 0 + z' 

en donde y «, z„ son las coordenadas del origen O' con res¬ 
pecto al sistema de origen O. 

Pasemos ahora al caso en que los dos sistemas tengan el 
mismo origen O pero direcciones distintas de los ejes. La de¬ 
terminación de los ejes OX', OY' y OZ' se hace mediante los 
coeficientes directores de los ejes de un sistema con respecto 
al otro. Sean a, b, c; a', ó', c'; a", ó", c", los coeficientes di¬ 
rectores de los ejes OX', O Y' y OZ' con respecto al sistema 
OX, O Y y OZ. Podemos tomar como coeficientes directores 
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las coordenadas de los puntos situados sobre los semiejes po¬ 
sitivos OX', OY' y OZ' a la distancia 1 del origen. 

Sea M un punto cualquiera del espacio y x, y, z sus coor¬ 
denadas en el sistema OXYZ. Con¬ 
sideremos la quebrada OPQM, en 
donde PQ es paralela a OY' y QM 
paralela a OZ'. Proyectemos esa 
quebrada sobre el eje OX parale¬ 
lamente al plano YZ (fig. 143). 

Las proyecciones de OP, PQ y 
QM son respectivamente ax', by' 
y cz’\ la suma de estas proyeccio¬ 
nes es igual a x, proyección de 
OM, es decir que se tiene x = 
= ax' + by' + cz'. Repitiendo este 
razonamiento en las proyecciones 
sobre OY paralelamente a XZ y 
sobre OZ paralelamente a XY se obtienen las fórmulas del cam¬ 
bio de coordenadas: 

x = ax' 4- bu' 4- cz' 

[2] y = a'x' + b'y' 4 - cfr 

z = a"x' 4- b"y' 4- c"z'. 

El caso general se resuelve haciendo primero una traslación 
de ejes al nuevo origen aplicando las fórmulas [1] y a éstas 
aplicándole de nuevo las fórmulas [2]. Así se obtiene la fór¬ 
mula de la transformación general de coordenadas: 

x = x 0 4- ax' 4- by' 4- cz' 

[3] y = 2/o 4- c!x' 4- b'y' 4- c'z' 

z = z o 4- a"x' + b"y’ -f C'z'. 

El resultado más importante que se deduce de estas fórmu¬ 
las es que las mismas son expresiones de primer grado en x', 
y' y Z ' y de primer grado y homogéneas si el origen no varía. 



2. Caso de sistemas ortogonales. — Observemos que las fór¬ 
mulas [3] no tienen la forma más general de las expresio¬ 
nes de primer grado, ya que los coeficientes a, b, c;, a', b', C ; 
a", b", c" no pueden ser cualesquiera, sino que están ligados 
por ciertas relaciones que expresan que son los coeficientes di¬ 
rectores de los ejes del sistema dado. Nos limitaremos a estu¬ 
diar estas relaciones en el caso en que ambos sistemas sean 
ortogonales. Es claro que basta considerar el caso en que am¬ 
bos sistemas tienen el mismo origen. Los coeficientes de la 
transformación son ahora los cosenos directores de los ejes, 
luego están sujetos a cumplir las condiciones 
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a 2 _j_ b 2 4— C = 1 

[4] a' 2 b' 2 4- c' 2 = 1 

a" 2 4- b" 2 4 - C' 2 = 1. 

Por otra parte los ángulos que forman entre sí los ejes 
OX', OY' y OZ' son rectos, luego sus cosenos son nulos, lo que 
nos conduce a otras tres relaciones entre los coeficientes 

aa' 4~ bb' + cC = 0 

[5] aa" 4- bb" -f cc" = 0 

a'a" 4- b’b" + Cc" = 0. 

Estas seis relaciones que expresan propiedades distintas son 
independientes, luego siendo nueve los coeficientes de la trans¬ 
formación y estando éstos obligados a cumplir seis relaciones, 
se deduce que la transformación depende de tres parámetros 
arbitrarios. 


Si se quieren expresar los nueve coeficientes de manera explícita en 
función de estos tres parámetros arbitrarios, un cálculo un poco largo, 
da el siguiente resultado: 

a = <7*0 — q *i — q's + ,6 = 2 (<Mi — q^Qs) , c = 2 (<Ma + <Ma) 

[6] o' = 2 (g 0 <?. + 7*7.) , b’=z — q% + q\ — q\ + q% , c' = 2 (g,g a — g 0 g s ) 
a" = 2 (g 0 gj — g.gd , b" = 2 (g.g s + g 0 g 3 ) , c" = — q\ — q\ 4- <7** 4- <7*3 

donde los parámetros están sujetos a la condición 

g 3 o + <7 2 i 4- <? 2 a + g s 3 = l , 

la cual permite eliminar uno de ellos y expresar todos los coeficientes en 

función de los tres restantes. .. . . 

Las fórmulas [6] se llaman fórmulas de Euler para los coeficientes 

de una rotación de ejes ortogonales. 

3. Distancia de un punto al origen en coordenadas oblicuas. 

— Como aplicación de las fórmulas del cambio de ejes, vamos 
a dar la expresión de la distancia de un punto P (x, y, z) al 
origen en coordenadas oblicuas. 

Consideremos un sistema de ejes oblicuos y sean X, p, v los 
ángulos que forman los ejes OY con OX, OX con OZ y OZ 
con OY respectivamente. Sea O, X', Y', Z' un sistema de ejes 
ortogonales con el mismo origen. 

La distancia buscada d de P a O está dacia por 

¿2 = X f2 _|_ y'2 + z'2 

y aplicando las fórmulas [2] del cambio de ejes resulta 

d 2 = (a 2 4- a' 2 4- a" 2 ) z 2 -f (& 2 + &' 2 + b" 2 ) y 3 4- 
4- (c 2 4- c' 2 4- c" 2 )z 2 4- 2 (a& 4- a'6' 4- a"&") *2/ + 

4- 2 (ac 4- a'c' 4- a"c") xz 4- 2(bc + b’C+ b"C')yz. 

Por ser ortogonales los ejes del sistema X', Y', Z' se veri¬ 
fica 
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a- 4- a' 2 + a"- 
b 2 + b' 2 + b" 2 

C 2 _j_ C '2 + C rr - 

con lo cual resulta 


1 , ab + o,'b' -r a"b" = eos ). 

1 , ac -- a'c' + a"c” = eos u 

1 , be -f- b'c' -1- 6"c" = eos v 


= V x- + y 2 -f- z 2 + 2yz eos Á -j- 2xz eos ¡.i + 2xy eos 

que es la fórmula de la distancia 
de un punto al origen en coordena¬ 
das oblicuas. 


4. Coordenadas cilindricas. — 
Un punto P del espacio puede de¬ 
terminarse por su distancia z al 
plano X, Y y por las coordenadas 
polares q, cp de su proyección or¬ 
togonal P' sobre el mismo plano 
(fig. 144). 

Estas coordenadas (o, cp, z) se 
llaman coordenadas cilindricas. 
T^as relaciones que las ligan con las 
coordenadas cartesianas son: 



Fíe. 144. 


[7] 


x = o eos <p , y — o sen cp , z = ?■ 


de las cuales se deduce, inversamente, 


[8] o = V * 3 + V~ y <p = are tg - 


z = z 


que constituyen las fórmulas de transformación de coordena¬ 
das cartesianas ortogonales a cilindricas y viceversa. 


Ejercicios: 1. Probar que las ecuaciones o = cte. representan cilin¬ 
dros de revolución alrededor del eje Z y las ecuaciones cp = cte. planos 
que contienen al eje Z. 

2. Escribir la ecuación del plano 3*— y -f 2z == 0 en coordenadas 
cilindricas. 

3. Ecuaciones de la recta que pasa por los puntos (e = 3, cp = jt/2, 
z = — 1), (e = 1, cp = ^/3, z = 2) en coordenadas cilindricas y en coor¬ 
denadas cartesianas. 


5. Coordenadas esféricas. — Dados tres ejes ortogonales de 
origen O, un punto P puede determinarse también por las si¬ 
guientes coordenadas: su distancia o al origen O; el ángulo 0 
que la semirrecta OP forma con el eje Z y el ángulo cp que el 
plano determinado por el eje Z y el punto P forma con ei pía 
no X, Z (fig. 145). Este ángulo es igual al que forma la semi- 
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rrecta OP' (P' = proyección de 
P sobre el plano X, Y), con el 
eje X. 

Las coordenadas q, 0, cp se 
llaman coordenadas esféricas 
del punto P y constituyen la ge¬ 
neralización al espacio de las 
coordenadas polares del plano. 

Escribiendo que la proyec¬ 
ción sobre los ejes de la quebra¬ 
da OP'P es igual a la proyec¬ 
ción del segmento OP que une 
sus extremos, se obtienen las ••'»*. Mi- 

fórmulas de la transformación 

x = OP' . eos cp- — o sen 0 eos cp 

[9] y = OP' . sen cp = q sen 0 sen cp 

z = o eos 0. 



Las fórmulas inversas son 


[10] o = \/ x- -f y- + z- , 0 = are tg - 


v' x- + li¬ 


to = are tg . 

x 


Ejercicios: 1. Escribir la ecuación general del plano en coordena¬ 
das esféricas. 

2. Hallar la distancia entre dos puntos en coordenadas esféricas. 

3. Distancia del origen a un plano en coordenadas esféricas. 


6. Grupo de fórmulas de Bessel. — Las fórmulas del cam¬ 
bio de ejes pueden servir para hallar unas fórmulas importan¬ 
tes de trigonometría esférica. 

Supongamos sobre la esfera de radio unidad y centro el ori¬ 
gen de coordenadas, un triángulo ABC cuyos lados represen¬ 
taremos por a, b, c y ángulos diedros por A, B, C con letras 
iguales correspondiendo a elementos opuestos. 

Como eje X adoptamos OB; como plano XY la cara AOB 
y como eje Z la perpendicular dirigida hacia el mismo lado 
que C. Hagamos girar los ejes XY un ángulo c-, es decir, adop¬ 
temos O A como eje X' y las coordenadas del punto C referi¬ 
das a los dos sistemas son (fig. 146) : 

■ x — eos a i x' = ccs 

' y = sen a . eos B y' = — sen b . eos A 

! ^ = sen a . sen B > z' = sen b . sen A 
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Estas coordenadas es¬ 
tán relacionadas con las 
fórmulas de cambio de ejes 
en el plano XY por 

x = x' eos c — y' sen c 
y = x' sen c + y 'eos c 
z = z' 

y sustituyendo valores re¬ 
sultan las tres fórmulas 
fundamentales de la Tri¬ 
gonometría esférica: 

[H] 

eos a = eos b . eos c 4- 
+ sen b . sen c . eos A 


[12] sen a . eos B = eos b . sen c — sen b . eos c . eos A 

[13] sen b . sen A = sen a . sen B. 


7. Resolución de triángulos rectángulos. — Sea A = 90°. 

La 1^ fórmula de Bessel da: 

[14] eos a = eos b . eos v 

La 2^ fórmula de Bessei da: 

[15] sen a eos B ~ eos b . sene 

La 3^ fórmula de Bessel da: 

[16] sen b = sen a . sen B 

[17] sen c = sen a . sen C 


Dividiendo [15] por [14] para eliminar b resulta: 

eos B = tg c . cot a 

y análogamente: 

eos C = tg b . cot a . 


Multiplicando [15] por [16] para eliminar a resulta: 

sen c = tg b . cot B 

y análogamente: 

sen 6 = tge. cot C. 

Multiplicando [15] por [17] para eliminar c resulta: 

eos B = eos b . sen C 

y análogamente: 

eos C = eos c . sen B. 


Todas estas relaciones se recuerdan fácilmente con el esquema de Xe- 
per que consiste en escribir en el mismo orden circular en que están colo¬ 
cados en el triángulo los cinco elementos, sustituyendo los catetos por sus 
complementos y enunciando: 


El coseno de un elemento es el producto de las 
a cotangentes de los elementos contiguos , o de los se¬ 

nos de los opuestos. 

B C Con esta regla se resuelve todo triángulo rec¬ 

tángulo, dado por dos elementos cualesquiera. 

90° — c90° — b Para los triángulos rectiláteros, esto es, que 

tienen un lado igual a un cuadrante, se deducen fór¬ 
mulas correlativas. 
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8 . Transformación de las fórmulas del coseno. — De las fórmulas 
del coseno [ 11 ] se despeja: 


. eos a — eos b . eos c 

eos A = -:- , y llamando 

sen o . sen c 


resulta: 


2 s = a 4 - o + c 
2 (s — a)=b -f c —a 
2 (s — b) — c + a — b 
2 (s — c) = a 4 - b — c 


- , . cosa — eos (b 4- c) n sen s. sen (s — a) 

sen o . sen c sen b . sen c 

i cos(6 — c) —cosa n sen(s — ó)sen(s — c) 

I COS A — : — 2 ; 

sen b . sen c sen b . sen c 

pasando el arco mitad, resultan estas fórmulas, fácilmente calculables 
por logaritmos: 


[18] eos 


[19] eos 


[ 20 ] eos- 


2 - * 
?-=v 




sen s . sen (s — a) 


A _ J 

sen b . sen c 9 

sen 

2 ~ ^ 

sen s. sen (s — b) 


jlJ 

sen c. sen a 9 

sen 

2 — ^ 

sen s . sen(s — c) 


JL-\ 

sen a . sen b 

sen 

2 ~ ^ 


¡ — b) sen (s — c) 
sen b .sen c 

i — c)sen(s — a) 
sen c. sen a 

— — i ■■ ■ ■ ■ — 1 ■ - 

! — a)sen(s — b) 
sen a .sen b 


9. Analogías de Delambre y Neper. — Apliquemos las fórmulas [18] 
y [19] al desarrollo de 


A + B A B A 

oos ---= eos — . eos — — sen — 


. sen — = 


_ en_s i s en(s — ajsen( s — b) _ sen (a — c) I sen (s — a), sen (a — b ) 

sen c sen a . sen b sen c * sen a . sen b 


y observando que el radical común es precisamente sen- 5 -; y que 


sen 8 — sen (s — c) — 2 sen ~ eos 

U ¿i 


ta, en definitiva, la fórmula notable de Delambre: 

a + b 


sen c = 2 sen ~ eos resul- 

¿ 2 


[ 21 ] 


eos 


A + B 


eos 


2 C 

— sen T 


eos - 


y fórmulas análogas desarrollando el seno o el coseno de la semidiferen- 
cia. Suelen escribirse así estas fórmulas de Delambre: 


eos 


A + B 


eos 


a + b 


eos 


A —B 


sen 


a 4 -6 


sen 


sen 


2 

A -f B 


eos 


eos 


2 

a — b 


sen 


sen 


2 

A —B 


sen 


2 

a — b 


sen 


eos 


eos 


eos 


sen 
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tg 


Dividiendo, resultan las analogías de Never : 

a — b 

POS ' 

A + B 


a — b 


2 


• v = 


eos 


_JL_. tag A -B-tg - 

a + b ’ tag 2 2 


sen 


sen 


a + b 
2 


y dividiendo las dos primeras entre si, y las dos últimas, resultan otras 
dos analogías correlativas o polares: 



Reglas mnemotécnicas. — La forma de las analogías de Delamore es 
fácil de recordar, pues en el primer miembro figuran los ángulos y en 
el segundo los lados; lo Que induce a confusión son los signos y las fun¬ 
ciones seno y coseno. Pueden recordarse observando: 

1 '.’ En los numeradores a un eos de uno corresponde signo + del 
otro; al sen corresponde signo —. 

2 <f Las minúsculas tienen la misma función en numerador y deno¬ 
minador; las mayúsculas función distinta. , . . 

Con esta regla (también aplicable en cierto modo a las formulas de 
Neper), escrito un numerador arbitrariamente, es decir, eos o sen. sig¬ 
no o signo —, queda determinado el otro numerador y de ellos se 
deducen los denominadores. 

10. Resolución de triángulos oblicuángulos. — I. Dados dos lados 

a, b y el ángulo comprendido C. 

Las primeras analogías de Neper determinan: 

A -i- B A — B Sumando resulta A. 

2~ y — 2 Restando „ B. 


El teorema de los senos determina c. 

II. Dado un lado c y los ángulos adyacentes A y B. 

Basta aplicar las otras dos analogías do Neper, o bien pasar al 
triángulo polar, es decir, resolver el triángulo que tiene el ángulo a — c 
y los lados a — A, jt— B; los suplementos de los elementos que resulten 

pertenecen al dado. 

III. Dados los tres lados a, b, c. . n _ 

Las fórmulas [18], [19] y [20] determinan por logaritmos A, B, C. 

IV. Dados los tres ángulos A, B, C. , 

El triángulo polar tiene los lados n— A, Jt — B, ;t — C; resuelto es¬ 
te si resultan los ángulos A', B’, C', sus suplementos son los lados del 

triángulo primero. 

V. Dados dos lados a, b y el ángulo A opuesto a uno de ellos. 

El teorema de los senos determina: 

, sen A 

sen B = sen o . ———- . 

sen a 

Si es < 1 resultan dos arcos suplementarios Bt y B s y debe dese¬ 
charse el que no cumpla la condición A $ B según sea a $ b. 

La primera o segunda analogía de Neper determinan C por la tan¬ 
gente; la tercera o cuarta determina c. 

VI. Dados dos ángulos A, B y el lado a opuesto a uno de ellos. 
Basta pasar al triángulo polar, y se reduce al caso anterior. 




I 

* 




CAPITULO VI11 

SUPERFICIES DE SEGUNDO ORDEN 

§ 38. Superficie esférica 

1. Definición y ecuación de la superficie esférica. — Defi¬ 
nición 1. Se define la superficie esférica como el lugar geo¬ 
métrico de los puntos del espacio que equidistan de un punto 
denominado centro. A la distancia fija al centro se la denomi¬ 
na radio. 

Interviniendo en la definidor de la superficie esférica, de 
manera esencial, el concepto métrico de distancia, utilizaremos 
para su estudio los sistemas cartesianos ortogonales. En gran 
parte este estudio es análogo al hecho para la circunferencia. 
Así, por ejemplo, repitiendo los razonamientos que hicimos en¬ 
tonces, se deduce que la ecuación de superficie esférica de cen¬ 
tro (a, b, c) y radio r es 

[1] (x _a) 2 + (y— 6 ) 24 . (z — c ) 2 = r' 1 

y recíprocamente, toda ecuación de este tipo es la de una su¬ 
perficie esférica de centro (a, b, c) y radio r. 

Desarrollando [1] se obtiene 

[2] x- + y- + z 2 — 2a# — 2 by — 2cz + tí = 0 

siendo d = a 2 + ó 2 + c 2 — r-, y como en el caso de la circunfe¬ 
rencia se demuestra que toda ecuación de este tipo que cumpla 
!a condición a 2 + ó 2 + c 2 — d > 0. es la ecuación de una super¬ 
ficie esférica de centro (a, b, c) y radio r tal que 

r- = a- + b- + c- — d. 

Si fuese a 2 + b 2 + c- — d = 0, el único punto real que sa¬ 
tisface a la ecuación es el punto ( a,b,c) y se dice que la es¬ 
fera es de radio nulo, y si es a 2 + ó 2 + c 2 — d < 0 no hay nin¬ 
gún punto real cu}'as coordenadas satisfagan a la ecuación, y 
se dice entonces que tenemos una esfera imaginaria. 

La ecuación más general posible de segundo grado es 

ax- -4- by 2 + cz 2 + 2 hxy + 2 fyz + 2 gxz + 2 Ix -+- 

+ 2 my + 2 nz + d = 0 

y como en el caso de la circunferencia se demuestra que para que 
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dicha ecuación represente una superficie esférica son necesa¬ 
rias y suficientes las siguientes condiciones: 

a = & = c # 0 ; h = f = g = 0 ; Z 2 + m 2 + w 2 — ad > 0 ; 

la última expresa que la superficie esférica no es de radio nulo 
ni imaginaria. Cuando se tenga en la ecuación a = b = c = 1 
se dice que la ecuación de la superficie esférica es normal. 

Cuando la superficie esférica tiene como centro el origen, 
su ecuación es 



x 2 + y 2 + z 2 



v si es tangente al plano OXY, tiene como ecuación 


x- + y 2 + z 2 — 2 cz = 0. 


2. Intersección de una recta con una superficie esférica. 
Rectas y tangentes. — Dada una recta y una superficie esfé¬ 
rica, los puntos comunes a ambas se obtienen resolviendo el 
sistema formado por las dos ecuaciones de la recta y la ecua¬ 
ción de la superficie esférica. 

Tomemos para hacer el estudio, en general, un sistema de 
ejes tal que el origen sea el centro de la superficie esférica, el 
plano XZ pase por la recta y el eje OZ sea paralelo a la mis¬ 
ma. Las ecuaciones de la superficie esférica y las dos de la 
recta son 

x 2 + y 2 + z 2 = r z : x = d , y = 0 

sistema que admite como solución 

x — d , y = 0 , z 

luego, según que la distancia de la recta al centro sea menor, 
mayor o igual al radio, la recta corta a la superficie esférica 
en dos puntos reales, en dos puntos imaginarios, o en punto 
real doble. 


Def. 2. En el primer caso se dice que la recta es secante ; 
en el segundo, cuando no hay puntos reales comunes, se dice 
que es exterior, y en el tercero, cuando tiene un punto real do¬ 
ble, tangente. 

Consideremos ahora un punto y una superficie esférica; 
tomemos un sistema de ejes que tenga su origen en el punto 
y tal que el eje OZ pase por el centro de la esfera. La ecuación 
de la esfera es 

x 2 -j- y- + (z— c) 2 — r-. 

Una recta que pase por el origen tiene como ecuaciones pa¬ 
ramétricas 

x = Xa ; y = X|i ; z = k y ; 
siendo a, p, y los cosenos directores de la recta. Para que esta 
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recta sea tangente a la esfera es necesario y suficiente que la 
ecuación en X 

X 2 a 2 + X 2 (3 2 + (Xy — c) 2 = r 2 ; X 2 — 2cyX + c 2 — r 2 = 0 
tenga raíces dobles; es decir que sea 

r * 2_<>»2 

c 2 y 2 — c 2 -f r 2 = 0 ; y 2 = - 2 

luego las rectas que son tangentes a la esfera y que pasan por 
el punto son las que forman con el eje OZ un determinado án¬ 
gulo cuyo coseno es la raíz cuadrada de 

c~ — r°- 

c 2 

Como X ha de ser positivo tiene que ser c 2 > r 2 , el punto 
debe ser exterior, es decir, su distancia al centro de la superfi¬ 
cie esférica ha de ser mayor que el radio, o ha de estar en di¬ 
cha superficie. En este último caso, las tangentes, siendo todas 
ellas perpendiculares a OZ, están en un mismo plano, luego se 
tiene: 

Teorema 1. Por un yunto exterior a una superficie esfé¬ 
rica pasan infinitas tangentes a ésta, las cuales forman un cono 
de revolución circunscrito a la superficie esférica, cuyo eje pasa 
por el centro de la misma. 

Teor. 2. Por un punto de la superficie esférica pasan in¬ 
finitas tangentes que están en un plano perpendicular al ra¬ 
dio que pasa por el punto. 


Def. 3. El plano que contiene a todas las rectas tangentes 
a una superficie esférica en un punto de la misma se denomina 
plano tangente a la superficie esférica. 

Veamos ahora cómo se puede obtener la ecuación del cono 
circunscrito. Supongamos que el origen sea el centro de la su¬ 
perficie esférica (el caso general se reduce a éste mediante una 
simple traslación de ejes). Sea M 0 (x 0 , y 0 , z 0 ) un punto exterior 
a la superficie esférica. Para que un punto M'(x',y',z') del 
espacio pertenezca al cono circunscrito de vértice M 0 es necesa¬ 
rio y suficiente que la recta M 0 M' sea tangente a la superficie 
esférica; un sistema de ecuaciones paramétricas de esta recta 
es, como se deduce de § 34, n 9 5, al variar A, 



x 0 + Xx' 

”T+T 



y» + W 
l + x 



Zo + Xz r # 

1 +X 


luego, para que MM" sea tangente a la superficie esférica, es 
necesario y suficiente que la ecuación en X 


/x 0 + Xx'\ 2 , ly 0 + h/\ 2 . /zo + XzM 2 
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(x'~ 4 y'- + z' 2 — r 2 ) 4 2l(x 0 x' + y 0 y' 4* z {l z' — r-) 4- 

+ x~o + V-o 4 z-’o — r 2 = 0 

tenga iguales las raíces, es decir que se tenga 

(x'x'o 4 y'y 'o -r z'z-'n — r-)- — 

— (x' 2 + y' 2 + z' 2 — r 2 ) (x 2 „ 4 V- o 4- z 2 o - r 2 ) = u 

mego la ecuación del cono circunscrito es 

[4] (xx 0 + 2 / 1/0 + zz 0 —r 2 )- — 

— (x 2 + y 2 4 z 2 — r z ) (x 2 0 + 2/ 2 „ 4- z 2 o — >S = O. 

Si el punto M 0 está en la esfera, es a;- 0 4- v\ t:« = r ~, y 
T41 toma la forma 

[5] xx 0 + VVo 4- ZZ 0 — r- = ü 

que es la ecuación del plano tangente a la superficie esférica 
en un punto M„ de la misma. Como r- = x 2 0 4- y l o 4- z 2 ( „ [5] 
puede tomar la forma 

[5'] x 0 (x — x 0 ) 4 y 0 (y— yo) 4- z n (z — z«) = o. 

Si consideramos ahora el caso general de una esfera de cen¬ 
tro ( a,b,c) y radio r y un punto M(x,„ l/o* «o) de la misma, 
llevando el origen al punto (a. b,c), aplicando [5] y deshacien¬ 
do el cambio de coordenadas, la ecuación anterior toma la forma 

[6] (x„ — a) (x — x 0 ) 4- (Vo — b) (y — y») 4- 

4- (zo — z) (z — z 0 ) == 0 . 


3. Intersección de un plano con una superficie esférica. — 

Tomaremos como sistema de coordenadas uno cuyo origen sea 
el centro de la superficie esférica y cuyo eje OX sea perpen¬ 
dicular al plano dado. Las ecuaciones de las dos superficies son 

x 2 4- y 2 4- z 2 — r® ; x — d 

que se pueden reemplazar por el sistema equivalente 

y 2 4- z 2 = r 2 — d 2 : x = d 

de donde resulta Que según gue la distancia del plano al cernió 
sea menor, igual o mayor que el radio, las dos superficies tie¬ 
nen comunes infinitos puntos reales, uno solo real o ningún 

punto real. 

En el primer caso la distancia de un punto cualquiera de 
la intersección al punto (d, O, 0) es constante e igual a r- a-. 
luego dichos puntos son los de una circunferencia situada en 
el plano, y cuyo centro es la intersección del mismo con la per¬ 
pendicular a él por el centro de la superficie esférica. 

En el segundo caso el único punto común es el (d, 0, 0) y 
la ecuación del plano dado coincide con la ecuación del plano 
tangente en ese punto. Puede adoptarse, por consiguiente, co- 
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mo definición del plano tangente en un punto, la del plano que 
sólo tiene común con la superficie esférica dicho punto. 

El problema de la intersección de dos superficies esféricas 
se reduce al de la intersección de una de ellas con un plano. En 
efecto, sean las dos de ecuaciones 

x 2 -j - y 2 4" z 2 — 2ax — 2by — 2cz 4 d = 0 , 
x 2 4- y 2 4- z 2 — 2a'x — 2b'y — 2c'z 4 d' = 0 ; 

sus puntos comunes son aquellos cuyas coordenadas satisfacen 
estas dos ecuaciones, pero este sistema es equivalente al que se 
obtiene reemplazando una de las ecuaciones por su diferencia, 
es decir por la ecuación 

2(a — a')x 4- 2 (b — b')y 4- 2(c — c')z 4 - d' — d = 0 

y como esta ecuación es la de un plano, los puntos comunes a 
las dos superficies esféricas son los comunes a una de ellas y 
a dicho plano. Cuando este plano sea tangente a las superficies 
esféricas se dice que éstas son tangentes. 

Vamos ahora a determinar los planos tangentes a una su¬ 
perficie esférica que pasan por un punto, o son paralelos a una 
recta. Supongamos el origen en el centro. 

Sea Mo(x 0 ,yo,Zo) el punto; el problema se reduce a deter¬ 
minar los puntos de contacto de los planos tangentes que pa¬ 
san por M 0 ; sea (x',y',z') uno de ellos: está únicamente su¬ 
jeto a cumplir las condiciones 

x >2 _j_ y' 2 z '2 = r 2 ; x 0 x' 4- !/uí/' 4- z 0 z' — r 2 = 0 

es decir, a pertenecer a la esfera y a estar en un plano de 
ecuación 4* VoV 4 z„z — 7- 2 = 0. La distancia de este plano 

al origen es 

_ r 2 _ 

V x 2 0 4" y 2 o 4" z¿ o 

luego si el punto es exterior hay infinitos planos tangentes que 
pasan por el punto y los puntos de contacto están en una cir¬ 
cunferencia ; si el punto está en la superficie esférica hay uno 
solo y ninguno si es interior. 

Veamos ahora el caso de los planos paralelos a una recta, 
sean a, (1, y los cosenos directores de la recta, un punto de con¬ 
tacto (x', y', z') está sólo sujeto a las dos condiciones 

z' 2 4- y* 4 z' 2 = r 2 ; ax' 4 - p!/' 4 yz' = 0 

la segunda de las cuales expresa que el plano tangente es pa¬ 
ralelo a la recta. Los puntos de contacto están pues sólo suje¬ 
tos a pertenecer a la superficie esférica y al plano de ecua¬ 
ción ax 4- Pi/ 4- yz = 0 que pasa por el centro; luego siempre 
hay infinitos planos tangentes y sus puntos de contacto están 
en una circunferencia máxima cuyo plano es perpendicular a 
la recta. 
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4. Determinación de superficies esféricas. — El problema 
de la determinación de una superficie esférica se trata de una 
forma completamente análoga al de la determinación de una 
circunferencia o de una cónica; como la ecuación de la super¬ 
ficie esférica 

x 2 + y 2 + z 2 — 2ax — 2 by — 2cz -f d — 0 

contiene cuatro parámetros arbitrarios, las condiciones habrán 
de ser tales que nos conduzcan a un sistema de ecuaciones que 
determine estos cuatro parámetros. 

La condición de pasar por un punto nos da una relación en¬ 
tre los coeficientes de la ecuación; dar el centro equivale a dar 
tres coeficientes; decir que un plano es tangente equivale a 
dar una relación expresando que el cuadrado de la distancia 
del plano al punto ( a,b,c ) es igual a a 2 + b 2 + c 2 — d; un 
plano tangente en un punto equivale a tres condiciones, una 
que expresa que la superficie esférica pasa por el punto y otras 
dos que se obtienen expresando el paralelismo del plano dado 
con el plano de ecuación [6]. 

Veamos un ejemplo: 

Determinar la ecuación de la superficie esférica que pasa por el pun¬ 
to (—1, 6 , —3) y que es tangente al plano 4* + 4y -4- 7z— 96 = 0 en 
el punto (7, 3, 8 ). 

Las condiciones de pasai por los dos puntos se expresan mediante 
las ecuaciones 

46 + 2 a — 12b + 6 c + d = 0 
122 — 14a — 6 b — 16c + d = 0 

y la de que el plano sea tangente, mediante las ecuaciones que expresan 
la proporcionalidad de los coeficientes de x, y, z, 

7 — a _ 3 —b _ 8 — c 
4 “4 7 * 

Se tiene así un sistema de cuatro ecuaciones lineales con cuatro in¬ 
cógnitas; resolviéndolo se obtienen como soluciones a = 3, b= — 1, c =s 1, 
d = — 70; luego, la ecuación buscada es 

s 2 4 . y * 4 . _ ex + 2y — 2z — 70 = 0. 

De la misma forma que en el caso de la circunferencia, se demues¬ 
tra que por cuatro puntos M, (x¡, 3 / 1 , z,) , M 2 (xs, 2 / 2 , z*) , Ms(ij, y-., z,) y 
M,(x.,y„z t ) no situados en un mismo plano pasa una superficie esférica 
y sólo una, cuya ecuación es: 
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5. Potencia de un punto. Elementos radicales. — Esta teo¬ 
ría es completamente análoga a la establecida para la circun¬ 
ferencia. El teorema fundamental es el siguiente: 

Teor. 3. El 'producto de las longitudes de los dos segmen¬ 
tos que intercepta sobre una superficie esférica una secante 
que pasa por un punto fijo es constante, cualquiera que sea la 
secante. 

En efecto: tomemos como origen de coordenadas el punto 
fijo y sea la ecuación de la superficie esférica 

x 2 + y 2 -f z 2 — 2 ax — 2 by — 2cz + d = 0. 

Las ecuaciones paramétricas de una recta cualquiera que 
pase por el origen son 

x = al ; y = {3X ; z = yl ; 

siendo a, (3, y los cosenos directores de la recta; el parámetro 
es la distancia orientada del punto correspondiente al origen. 

Los puntos de intersección de la recta con la superficie se 
obtienen resolviendo la ecuación de segundo grado en l: 

a-’X 2 + (3 2 X 2 + y 2 l 2 — 2 aaX — 26(3X — 2cyX + d = 0 

y las raíces son las longitudes de los segmentos interceptados; 
el producto de estas raíces es, teniendo en cuenta que a 2 + |3 2 -f- 
4- Y 2 = 1, igual a d, luego, no depende de la recta que se tome, 
el teorema está por lo tanto demostrado. 

Def. 4. Este producto constante se denomina la potencia 
del punto respecto de la superficie esférica. Según acabamos 
de ver, la potencia del origen de coordenadas respecto de una 
superficie esférica es igual al término independiente de la ecua¬ 
ción de la misma. 

Como en el caso de la circunferencia, haciendo una trasla¬ 
ción de ejes se demuestra: 

Teor. 4. La potencia de un punto cualquiera respecto de 
una superficie esférica es igual al resultado de reemplazar las 
coordenadas del punto en el primer miembro de la ecuación de 
la recta. 

También se demuestra, igual que en el caso de la circunfe¬ 
rencia, que: la potencia es igual a d 2 — r 2 , siendo d la distan¬ 
cia del punto al centro de la superficie esférica. 

La teoría de los elementos radicales siendo totalmente aná¬ 
loga a la de la circunferencia, nos limitaremos a dar las defi¬ 
niciones y enunciar los resultados. 

Def. 5. Se denomina plano radical de dos superficies es¬ 
féricas no concéntricas al lugar geométrico de los puntos que 
tienen la misma potencia con respecto a ambas superficies. La 
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ecuación del plano radical se obtiene restando miembro a miem¬ 
bro las ecuaciones de las dos superficies. 

Teor. 5. El plano radical tiene las propiedades siguientes: 

a) Es perpendicular a la línea de los centros. 

b) Si las superficies esféricas son secantes, el plano radi¬ 
cal pasa por la circunferencia común. 

c) Si las superficies esféricas son tangentes, el plano radi¬ 
cal se confunde con el plano tangente común. 

TEOR. 6. Dadas tres superficies esféricas, cuyos centros no 
estén en línea recta, los planos radicales obtenidos tomando dos 
a dos las superficies, pasan por una misma recta. 

DEF 6. Esta recta se denomina el eje radical de las tres 
superficies esféricas y es el lugar geométrico de ios puntos que 
tienen la misma potencia con respecto a las tres superficies. 

Cuando los centros están en línea recta, entonces, o las tres 
superficies tienen el mismo plano radical, o no existe ningún 
punto que tenga la misma potencia con respecto a las tres su¬ 
perficies. 

Teor. 7. Dadas cuatro superficies esféricas cuyos centros 
no estén en el mismo plano, existe un punto común a los seis 
planos radicales de dichas superficies tomadas dos a dos. 

Def 7 Dicho punto se denomina el centro radical de las 
cuatro superficies y por él pasan los cuatro ejes radicales de 
éstas tomados dos a dos. Este punto es el único que tiene igual 
potencia con respecto a las cuatro superficies esféricas. . _ 

Si los cuatro centros son coplanarios, las cuatro superficies 
o tienen el mismo plano radical, o tienen el mismo eje radi¬ 
cal, o no existe ningún punto cuya potencia sea la misma res¬ 
pecto de las cuatro superficies. 

6 . Superficies esféricas ortogonales. — Como en el caso de 
la circunferencia consideremos dos superficies esféricas distin¬ 
tas de ecuaciones 

ro _ fi (x,y,z) = x* + y 2 + _ 2ax — 2 by — 2cz + d 

[81 f 2 (s, y, z ) = a 2 + y 2 + z 2 — 2a'x — 2b'y — 2Cz -4- d' 

Def. 8. Denominaremos haz lineal de superficies esféricas 
al conjunto de las superficies esféricas de ecuaciones 

[9] Xfi (x,y,z) -h \d 2 {x,y,z) = 0 

en donde X y \i toman todos los valores reales posibles. 

p ara x = —- u la ecuación [9] no representa una superficie 
esférica, sino el plano radical de las dos superficies dadas, al 
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cas 8 del C h °r era COnl0 Un CaS0 !imite de las suncríw< * osíéri- 

( -a?„ Z T? Íe, í! :0S c0 , m P le , tam ? nte análogos a los empleados en 

el sUroieot t haC6S lmeales de circunferencias, nos probarían 
el siguiente teorema: 

fip 8 '. Toda * las superficies esféricas de un haz lineal 
tn inl i 1 mismo .P lano radical y recíprocamente el conjunto de 

^fo l z:zyriL::¡ mcas que tienen a mism ° ^ 

? P ^ / í«° I 31 gU íf nte l ° S centros de las superficies esféricas del 
liaz están situados en una perpendicular al plano radical. To- 

mo m nlann Y7 P n P 0 C ” CUlar T 0 eje ° X y el P Iano radical ca ' 
de Hrrnnfpi; 0 * misma <3 Ue en el caso de los haces 

le circunferencias, se ve que las ecuaciones de las superficies 
del haz son de la forma ^ 8 

z 2 + V 2 + z 2 — 2lx + d = 0 

siendo d fijo y X un parámetro variable real. 

Si d < 0, todas las superficies esféricas cortan al plano ra¬ 
dical en una circunferencia de ecuación 

V- + z 2 + á = 0 

que es por consiguiente común a todas las superficies del haz. 

M haz esta formado por las superficies esféricas que pasan 
por una circunferencia. p 

d > °’ la f superficies no tienen ningún punto común con 

aL P n ° radlcal - v lo tanto «o tienen ningún punto común 
dos a dos. La ecuación [10] puede escribirse también 

(x — ?,)- + y 2 + z 2 = X 2 — d 

luego los centros de las superficies esféricas son exteriores al 
segmento del eje OX de centro el origen y radio y/'d. Los ex¬ 
tremos de ese segmento se denominan puntos límites del haz v 

pueden considerarse como dos superficies esféricas de radio 
nulo pertenecientes al haz. 

Finalmente si d = 0, la ecuación del haz toma la forma 

x 2 + y- + z 8 — 2lx = 0 

v el haz se compone de las superficies esféricas tangentes a 
un plano en un mismo punto. 

Def. 9. Dus superficies esféricas se dice que son ortogo¬ 
nales cuando son perpendiculares sus planos tangentes en 'los 
puntos comunes a ambas superficies. Luego el triángulo for¬ 
mado por los centros de las dos superficies y el punto común 

l Ti T ^ángulo; por lo tanto, si r y r' son los radios 
y d la distancia de los centros, es necesario y suficiente para 
la ortogonahdad de las dos superficies que se tenga d - r- •-= 
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_ n lo aue es lo mismo que la potencia del centro de una 
de las superficies esféricas respecto de la otra sea igual a 

C “De^e°sta propledld "uce,' con el mismo razonamiento 
ciones [8] es 

J--Q1 2 aa ' + 2 bb' + 2cc' = d + d . 

Las superficies esféricas ortogonales a dos dadas tienen 

a las superficies esféricas. 

7. Elementos ¡masinarios en Elementos 

^na^os^nTometíí analítica se aplican igualmente a la geometría 
analítica tridimensional. ^nniunto de las ternas de números 

se *« 4 „.. 

Cuando los coeficientes de 1 m ecuaciones so^ ^ ^ a i gU no de Jog 
plano o la recta s°n reales, e i g *¡j natura i men te, el caso en que los 

“SSSÍS -1S “meros reales multiplicados por un nusmo uume- 
r 0 complejo. Así, por ejemplo, . _ 

(l+<)« + (2 + 2i)y - (l + i)z + 3 + 3» - 0 , 

es la ecuación de un plano, real, ya i los coeíiIdent- son los productos 

f\ e i 2, —1 y 3 por el numero complejo 1 , • . x)=0, será 

Una superficie definida por ^, P complejas satisfacen 

el conjunto de los puntos cuyas' co superficie tal que en su ecua- 

a la ecuación. Aquí PJ*J® tenga únicamente puntos imagina¬ 
ción sólo aparezcan números reales, ieng En este caso se 

ríos. Por ejemplo la de ecuación * + » +* £ “too SUC ede para las 

dice también que la superficie es g ^ - de dos superficies. 

real “ com " nM ' 

‘Afeamos 3 aCa Tiñas" propiedades de las rectas y planos imagt- 

narÍ °¿ inmediato q ue toda recta o plano rea^ 

fTÉ conjugados dTÍs '=fdaí«e?^to7 

fífSS SKpT'^sfen la torma 
(ax + by + cz + d) + Ua'K + b'y + tí* + <t) - u • 
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que escribiremos abreviadamente en la forma P + ü J ' = O, y es claro 
que los puntos de la recta real de ecuaciones P = O y P' = O están en 
el plano. Dicha recta está, por otra parte, contenida en el plano conju¬ 
gado del dado, de ecuación P — ¿P' = 0. 

TEOR. 10. Una recta imaginaria, en general, carece de puntos rea¬ 
les; puede tener uno, como máximo , que pertenece entonces a la recta 
conjugada. 

En efecto, sean las ecuaciones de la recta. 

P + íP' = 0 ; Q + iQ ' = 0. 

Para que un punto real pertenezca a la curva, sus coordenadas deben 
satisfacer las cuatro ecuaciones P = 0, P' = 0, Q = 0 y Q' = 0, es decir, 
el punto debe estar situado en cuatro planos, lo que, en general, no es 
posible. Si estos cuatro planos tienen un punto común, este punto perte¬ 
nece a la recta, y es inmediato que también pertenece a la conjugada de 
ecuaciones 

p — íP' = 0 ; Q — iQ' = 0. 

Si hubiese otro punto real más en la recta también pertenecería a su con¬ 
jugada; ambas rectas se confundirían y por lo tanto la recta sería real. 

Teor. 11. La recta que pasa por un par de puntos imaginarios con¬ 
jugados es real. 

En efecto: sean los dos puntos imaginarios conjugados 

(a + ia\ b + ib\ c + ic') y (a — ia’, b — ib', c — ic ’); 
la ecuación de la recta que pasa por ambos es 

x — a — ia y — b — ib' z — c — ic 
2tV ~ 2 W ~~ 2ic' 

t 

Y simplificando, 

r, — a y — o 
a ' “ b' 

que es la ecuación de una recta real. 

Teor. 12. Si dos rectas imaginarias conjugadas se cortan, su punto 
de intersección y el plano que ambas determinan son reales. 

En efecto* si el punto fuese imaginario su conjugado pertenecería 
también a ambas rectas; luego, éstas coincidirían y serían entonces rea¬ 
les. Si el plano fuese imaginario ambas rectas tendrían que estar tam¬ 
bién en el plano conjugado y por consiguiente coincidirían. 

Como en ei caso de la circunferencia, al considerar los elementos 
imaginarios, los enunciados geométricos alcanzan una mayor generalidad. 
Así, una recta real corta siempre a una superficie esférica real en dos 
puntos, reales y distintos, reales y confundidos o imaginarios conjuga¬ 
dos. Por ejemplo, el eje OZ corta a la superficie esférica de ecuación 
{x — 12)* + (y — 5) 2 + *~ = 25 en los dos puntos (0, 0, 12¿) y (0, 0, — 12i). 

Dos superficies esféricas exteriores tienen común una circunferencia 
imaginaria. Así, por ejemplo, las dos superficies esféricas de ecuaciones 
x 1 + V 3 + z * — 4z + 1 = 0 y ?; 3 + ?/ 2 + 2 2 — 62 + 1 = 0, tienen comunes los 
puntos de una circunferencia imaginaria situada en el plano XY de 
ecuación x 2 + y 2 + 1 = 0 . 

8 . Círculo del infinito. — En la geometría plana vimos que dos circun¬ 
ferencias tenían siempre comunes dos puntos imaginarios impropios fijos, 
denominados puntos cíclicos. Vamos a estudiar ahora la extensión de esta 
propiedad al caso de las superficies esféricas. La ecuación de una super¬ 
ficie esférica en coordenadas homogéneas ea 

x* + + z* — 2 axt — 2 byt — 2 czt + dt * = O 
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y cortándola por el plano impropio obtenemos una curva impropia cuyas 
ecuaciones son . ^ _ Q . t _ 0 : 

DBF 10. La curva de ecuaciones [12] se denomina cirmnferencm del 
infinito y está situad» en cualquier real « = 0, 

, = „ C 7= ó? “eneldos Tos 0 puntos de la circunferencia del in- 
finito son imaginarios e_ racteriza a ] as superficies esféricas. 

So. sea la superficie de segundo grado de ecuación 

as* + bir + C2 a + 2kxy + 2fyz + 2gxz + 2 Ixt + 2 myt + 

+ 2 nzt + dt~ = ü 

que suponemos pasa por la circunferencia del infinito. 

Entonces, los puntos (1, i, 0, 0), (1, 0, i, 0) y (0, 1. i 0) pertene 
ccn a la superficie y se tienen las relaciones 

a — b + 2ih = 0 ; a — c 4- 2ig - 0 ; b — c + 2i/ — 0 

que nos dan 

a - b = C ; h = g = / = 0 5 

‘"'^S’SSaf^W» de coordenadas ortogonales 

x' = ax 4- t*1/ + YZ 
V = a'x H- ti?/ + Y* 

¡s' a"x + V'V + Y"* 

y de las seis relaciones que ligan los nueve coeficientes se deduce que 
se tiene 

+ y' s + z* = r + r + **• 

Es decir que la ecuac’ón de la circunferencia del infinito es la misma 
en cualquier rotación de ejes. 

Dado un plano cualquiera que pase por el origen se puede' to ™ ai 
mo plano XY, la circunferencia del infinito corta a este la 

perficie de ecuación * s + V* + ? f °¿ corta al plano XY según la cur 

Se^Ms P ?ecíí isótropas que pascan 
por el origen y se la denomina por ello, cono iso.ropo. 

9. Proyección estereográfica. — Def. 11. Para estudiar las 
figuras trazadas sobre una esfera conviene Proyectarlas desde 
un punto P de la misma (llamado polo) sobre un plano cual¬ 
quiera paralelo al plano tangente en P. Esta Proyeccwn sse Pa¬ 
ma estereográfica. Como plano de proyección suele tomarse el 

tangente a la esfera en el punto opuesto al , 

o bien el plano ecuatorial paralelo; en este caso llamarem 

ecuatorial a la proyección. , 

A cada punto de la esfera corresponde un punto del plano, 
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y viceversa; pero hay un punto excepcional, que es el nolo v 
que carece de proyección, pues al acercarse un punto M. de la 
esfera, hacia P, el rayo PM tiende hacia una tangente a la so¬ 
fera, y, por ser paralela al plano de proyección, no lo corta; 
pero sí determina una dirección o punto en el infinito. Según 
cual sea la dirección en que M tiende hacia P, así resulta una 
dirección distinta en el plano; y recíprocamente: a cada direc¬ 
ción, cualquiera que sea, trazada en el plano, corresponde siem¬ 
pre el mismo punto P. 

Las propiedades fundamentales de la proyección estereográ¬ 
fica son dos: la primera es pl 

Teor. 12. Dos curvas cualesquiera del plano, que se cortan 
en un punto M' forman un ángulo igual al de sus correspon¬ 
dientes de la esfera. 

El ángulo de dos curvas se mide por el ángulo de sus tan¬ 
gentes; bastará, pues, considerar en el plano dos rectas, a', b'. 
que forman en M' el ángulo a. Los rayos proyectantes desde P 
formar: dos planos, es decir, un diedro, de arista PM, que cor¬ 
ta al plano tangente según un ángulo a u de lados paralelos 
y, por tanto, de amplitud a. Estos dos planos proyectantes cor¬ 
tan a la esfera en dos arcos que son las proyecciones de las 
rectas a', b '; arcos que pasan por P y, además, por el punto M. 
proyección del M' donde tienen tangentes a y b. Pero dos cir¬ 
cunferencias de una esfera forman ángulos iguales en sus pun¬ 
tos de intersección, 
luego resulta: 

a,ó t = ab = a'b' 

como queríamos de¬ 
mostrar (fig. 147). 

Demostraremos 
ahora la segunda pro¬ 
piedad fundamental: 
la proyección estereo¬ 
gráfica de toda sec¬ 
ción plana de la es¬ 
fera es una circun¬ 
ferencia. Entre los 
planos diametrales 
que pasan por el eje 

PO hay uno perpen- p¡«r. m. 

dicular a dicha sec¬ 
ción, y, por simetría de la esfera, la sección es también si¬ 
métrica y lo es también el cono proyectante. Si dicho plano de 
simetría es el del dibujo, será AB el diámetro de la circunfe¬ 
rencia y ABP la sección diametral del cono. Vamos a demostrar 
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que la sección A'B', producida por el plano estereográfico, es 

también el diámetro de un círculo (fig. 148). 

Esto resulta observando que las secciones AB y A B son 

antiparalelas, es decir: ang. FAB 
= áng. A'B'P; y aunque en Geo¬ 
metría Elemental se demuestran 
las propiedades de estas secciones, 
vamos a deducirlas brevemente. 

Desde luego, todas las seccio¬ 
nes paralelas a AB son circunfe¬ 
rencias. Si por cada punto M de 
la sección antiparalela A'B' traza¬ 
mos un plano paralelo al AB, se 
verifica: 

MA' _ MB' 

MA, MB l 

de donde: MA'.MB' = MA 1 .MB 1 . 

Sea y = MN la ordenada común a las dos curvas secciones, 
cuyas trazas sobre el plano del dibujo son AtB t y A'B. Por 
ser la primera una circunferencia, se verifica: 

y 2 = MA, . MBi, luego: y 2 = MA'. MB'. 

Tomando el punto Q medio de A'B' como origen, y llaman¬ 
do R a la mitad de este segmento, resulta: 

(R + x) (R — x) = y-, o sea: x 2 + V 2 = R2 • 

Por tanto: 

Teor. 13. La proyección estereográfica de una circunfe¬ 
rencia de la esfera es una circunferencia del plano. 



10. Estudio analítico de la proyección estereográfica. — Tomaremos 
un sistema de coordenadas cuyo centro sea el de la superficie esférica, 
el eje OZ pasando por el polo y el segmento unidad igual al radio. Como 
plano de proyección tomaremos el plano XY, es decir, consideramos un 
proyección ecuatorial. 

La superficie esférica tiene entonces como ecuación 
r.14] x * + y* + z* = 1 

y el polo como coordenadas (0, 0, 1). 

Sea Mo(xo, ya, Zi) un punto de la esfera y M. el punto Proyección 
de Mo desde el polo P; sean X„ e Yo las coordenadas de M». La recta 

PM'„ tiene como ecuaciones 

_x _ y_ __ z— 1 

Xo ” Yo “ — 1 ! 

y como Mo está en la recta, se tiene 
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por consiguiente, las relaciones que ligan las coordenadas X, Y de un 
punto del plano con las x, y, z de su proyectado son 


[151 


X = 


1-2 


; Y = 


1 — 2 


Supongamos ahora dadas X é Y, y vamos a determinar x, y, z. 
[15] deducimos 


De 


_ f_ _ (1— zY 

X* — y* — 1 

y teniendo en cuenta [14], se tiene 

Tlfil Jü1 _ J/l _ 

L lb J vi xrl 


x s + y 3 -f z 3 — 22 -f 1 
X a + Y 3 + 1 


2(1 — z) 
X a + Y a + 1 


Reemplazando 1 — 2 por su valor deducido de [15] se tiene 

x 3 _ 2 x _ y* 2 y 

X 3 ~ X 3 +Y 3 +1 ’ X ’’ Y a X* Y* -f-1 ’ Y 
7 por lo tanto 

r, m 2X 2Y 


[17] 


21 X a + Y a -f 1 ; y ~ 'X 2 + Y“ -r 1 


Además de [16] y [17] se deduce 


2(1-2) = 


£ 1X1 + Y '+1)=ñW * 


Z = 1 — 


z = 


X 2 + Y 2 + 1 ’ 

rioi # _ X 2 + Y 2 — 1 

X a + Y a -I-1 * 

Las fórmulas [17] y [18] nos dan por lo tanto las coordenadas del 
punto proyectado en función de las de su proyección. 

Vamos ahora a probar el teorema 13. 

Una circunferencia en la superficie esférica queda determinada por 
la intersección de la superficie esférica con un plano. Sea la ecuación del 
plano 

[19] ax + by + cz + d = 0. 

De acuerdo con [17] las coordenadas de los puntos proyecciones de 
la circunferencia satisfacen a la relación 


_2aX_ _ 2b Y_ X 2 + Y 2 — 1 , 

X a + Y a + 1 + X a -f- Y* +1 +C X a + Y a + 1 + ‘ 

[20] (c + d) (X a + Y a ) + 2«X + 26Y -f d — c = 0 

que es la ecuación de una circunferencia si c + d^O- 

Pongamos la ecuación de la circunferencia en forma normal, 

X a + Y a + X + ——~r Y + 4=4 = 0 ; 


2bY 


c -r d c + d 

para que sea real tiene que ser 

o < _“-_+ _ 62 — _ d — c 

(C + d) 3 (c + d) 3 c + d 

a» 4 - b 3 + c 3 > d 3 

d 3 


— b — Y + —-— = 0 

c + d c d 


d 3 + b 3 + c 3 — d > 

(c + dy 


a 3 4- b 3 + c 2 


< 1. 
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Pero el primer miembro de esta desigualdad es el cuadrado de la 
distanca del plano ax + by + cz + d = 0, al origen (§ 36, n- 6 ) y si el 
plano corta a la superficie esférica, su distancia tiene que ser menoi qu 
1 , radio de la esfera, luego la proyección es una circunferencia real. 

Si fuese a 3 4 -ó 3 + c 3 — d 3 = 0 el plano sería tangente a la superficie 
esférica; la circunferencia proyectada y la de proyección se reducen am¬ 
bas a un punto. Si fuese o? + b a + c 3 — d 3 < 0 ambas circunferencias son 

imaginarias. 

Si c + dz= 0, la ecuación representa una recta; el plano pasa en- 
tonces por el polo como se ve reemplazando las coordenadas de éste en 
la ecuación del plano. 

Recíprocamente, sea la circunferencia 

[ 21 ] ro(X 3 + Y 9 ) + nX + pY + n -r o 

que se reduce a una recta si es m = 0; según [15] las coordenadas de 
los puntos de la superficie esférica cuya proyección esta en la circunle- 
rencia satisfacen a la relación 

y teniendo en cuenta [14] y multiplicando por 1 — 2 , esta relación toma 
la forma 

m(l + s) + nx + vil -I- a(l — z) = 0 

[ 22 ] nx + py + z {vi —q) + vi + q = 0 

que es la ecuación de un plano que determina en la superficie esférica 
una circunferencia, si su distancia al origen es menor que 1 , es decir, 
que tiene que ser 

4- (/)'' ^ ^ 

n 3 + p a + (m — q) s 
(m 4- nV- C n 3 + p* + (m — oV 
4mq < n 3 4- n s 

pero si la circunferencia de ecuación [21J es real, se tiene 

JL- + _ JL > 0 

4 m a 4 m m 

ir -f p 3 — 4 mq > 0 ; 

luego, se cumple la condición. 

Si fuese m = 0, la ecuación [21] representa una recta y la [ 22 ] un 
plano que pasa por el polo, ya que su ecuación se satisface para x — 0 , 
y = 0 , 2 = 1 . 

Vamos a probar ahora el teorema 12. Como el ángulo de dos rectas 
en el plano es la diferencia de los ángulos que forman con el eje OX, 
el teorema estará probado si demostramos que la circunferencia corres¬ 
pondiente a una recta cualquiera y la correspondiente al eje OX, que es 
el círculo máximo situado en el plano XZ, se cortan bajo el mismo án¬ 
gulo que la recta del plano y el eje OX; las tangentes a ambas circun¬ 
ferencias están en el plano tangente a la superficie esférica en el polo, 
es decir, en el plano 2 = 1 ; luego, su ángulo es igual al de sus proyec¬ 
ciones ortogonales en el plano XY. 

Sea la recta de ecuación 

nX 4- PY + <7 = 0 ; 

la circunferencia correspondiente está, [ 22 ], en el plano 

nx -h py — qz 4- q = 0 
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y la tangente a esta circunferencia está en este plano y en el z = 1. Sus 
ecuaciones son, por lo tanto, 

nx + py — qz + q = 0 ; 2 = 1 

o Píen, 

nx -f py = 0 ; 2=1 j 

luego, la proyección ortogonal de esta tangente tiene como ecuación en XY 

nX + pY = 0 ; 

es decir, es paralela a la recta dada, lo que prueba el teorema. 


§ 39. Elipsoides 

1 . Ecuaciones reducidas de las cuádricas. — Definición 1 . 
Una cuádrica es una superficie cuya ecuación en un sistema 
de coordenadas cartesianas (rectangulares o no) es un polino¬ 
mio de segundo grado en las tres variables x, y, z, igualado a 
cero. 

Como las fórmulas de cambio de coordenadas son lineales, 
el grado del polinomio no altera al hacer el cambio, luego la 
definición anterior es independiente del sistema de coordena¬ 
das. La ecuación general de las cuádricas es por consiguiente 

[1] ax 2 + by 2 + cz 2 -f 2 hxy -f- 2 gxz + 2 fyz + 2 Ix + 

+ 2 my + 2 nz 4- d = 0. 

Las cuádricas son la generalización, al espacio, de las cóni¬ 
cas. Al estudiar éstas vimos que sus ecuaciones podían siempre 
reducirse a alguno de los tipos siguientes: 


[2] 

a 2 

^ b 2 

— 1 

= 0 

[6] 

X 2 

a ¿ 

?/2 = 0 
ó 2 

[3] 

x 2 
«2 

- 1 - l r — 

^ b 2 

+ 1 

= 0 

[7] 

y 2 - 

O 

II 

cq 

i 

[4] 

X 2 

a 2 

y 2 

b 2 

— 1 

= 0 

[81 

y- - 

- a = 0 

[5] 

a; 2 

0 2 

f - V — : 
b 2 

= 0 


[yj 

y 2 = 

= 0 


que se denominaban ecuaciones reducidas de las cónicas. 

Podemos ahora intentar generalizar estas ecuaciones al ca¬ 
so de tres variables y estudiar las ecuaciones que así se ob¬ 
tienen. 

Las ecuaciones [2], [3] y [4] generalizadas al espacio y 
teniendo en cuenta las combinaciones posibles de signos, nos 
dan las siguientes ecuaciones 1 : 


1 Desde luego que en las combinaciones posibles de signos no tenemos en cuenta laa 
ecuaciones que se obtienen permutando las variables o multiplicando la ecuación por —1. 
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[10] 

X 2 

a 2 

, v- . 

T b 2 - 

Z 2 

c 2 

— 1 = 0 

[11] 

x 2 

a 2 

+ 2/2 + 
^b 2 

z 2 

c 2 

+ 1 = 0 

[12] 

X 2 

a 2 

y 2 

^ b 2 

z 2 

c 2 

— 1 = 0 

[13] 

X 2 

a 2 

+ J!L__ 

^ b 2 

z 2 

c 2 

+ 1 = 0 


Análogamente, la generalización de las ecuaciones [5] y 
[6] nos conduce a las ecuaciones 

en] + = ° 


[15] 


* 2 + ^ + 
1F + ~b 2 + 


= o. 


a ¿ ' b 2 c 2 

La ecuación [7], generalizándola, tomando dos términos de 
segundo grado y uno de primero, nos conduce a las ecuaciones 

7/2 

[16] — +- '¿x = O 


[17] 


2x = O. 


Con respecto a las ecuaciones [8] y [9], observamos que 
se caracterizan por faltar una de las variables; si suponemos 
que la variable que falta es la z, entonces las ecuaciones [2] a 
[9], consideradas como ecuaciones de superficies en el espa¬ 
cio, nos suministran otras tantas posibles ecuaciones de las 
cuádricas. 

Más adelante veremos que la ecuación de cualquier cuádri- 
ca puede, mediante una adecuada elección de sistema de coor¬ 
denadas, ponerse en una de las formas [2] a [17] que acaba¬ 
mos de enunciar. 

Las superficies de ecuación [10], análoga a la de la elipse, 
se denominan elipsoides. Las superficies de ecuación [11] que 
no tienen puntas reales se denominan elipsoides imaginarios, 
y las de ecuaciones [12] y [13] hiperboloides. 

Las ecuaciones homogéneas [14] y [15] tienen la propie¬ 
dad de que si se satisfacen para los valores x 0 , yo, Zo, se satis¬ 
facen también para los valores Xx 0 , Mfo, ÁZo, luego están for¬ 
madas por rectas que pasan por el origen, es decir, son conos 
reales en °1 caso de las superficies de ecuación [14], e imagi¬ 
narios en el caso de superficies de ecuación [15] que sólo tie¬ 
nen la solución real (0, 0,0). 
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Las superficies de ecuaciones [16] y [17] se denominan 
paraboloides. Con respecto a las ecuaciones [2] a [9], todas 
ellas tienen la propiedad siguiente: sus puntos satisfacen a la 
ecuación siendo z cualquiera. Son, por consiguiente, cilindros 
formados por rectas paralelas al eje OZ y que pasan por una 
cónica del plano XY, cuya ecuación es la de la superficie, con¬ 
siderada como ecuación de una cónica del plano XY. 

Por consiguiente, la ecuación [2] representará un cilindro 
elíptico, la [3] un cilnidro imaginario, la [4] un cilindro hi¬ 
perbólico. Las [5] y [6] en el plano representan dos rectas 
que se cortan, reales o imaginarias, luego en el espacio, las su¬ 
perficies de ecuación [5] representarán dos planos imagina¬ 
rios que se cortan, y las de ecuación [6] dos planos reales que 
se cortan. Las superficies de ecuación [7] son cilindros para¬ 
bólicos, las de ecuación [8] representan dos planos paralelos 
reales o imaginarias, y las de ecuación [9] un plano real 
doble. 


2. Elipsoide: definición y forma. — Def. 2. Se llama elip¬ 
soide a la superficie que, con respecto a un sistema de coorde¬ 
nadas cartesianas (rectangulares o no), tiene una ecuación re- 
ducible a la forma 



De la simple consideración de la ecuación se deduce que el 
origen es un centro de simetría que se denomina el centro del 
elipsoide y que los ejes y planos coordenados son ejes de si¬ 
metría oblicua. 

Para estudiar la forma del elipsoide (fig. 149) considera¬ 
remos las secciones del elipsoide por planos paralelos a los 
ejes; por ejemplo al plano XY, sea z = k la ecuación de uno 
de esos planos. Si llevamos el origen al punto (0, 0, k), la ecua¬ 
ción del elipsoide toma la forma 



z'~ + 2kz' + fe 2 
e 2 



y cortándola por el plano dado, cuya ecuación es ahora z' = 0, 
obtenemos como ecuación de la curva sección 



La sección es, por consiguiente, una elipse referida a dos 
diámetros conjugados, y que es real únicamente si se tiene 
— c < k < c, lo que muestra que el elipsoide está comprendido 
dentro de los planos de ecuaciones z = — c y z — c; análoga¬ 
mente se ve que el elipsoide está comprendido dentro de los 
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planos de ecuaciones x = — a, x = a, y dentro de los de ecua¬ 
ciones y = — b, y = b. 

La elipse de ecuación [19] tiene su centro en OZ y los diá¬ 
metros conjugados paralelos a OX y O Y tienen sus extremos 
en las elipses ACA'C' y en la BCB'C', secciones del elipsoide 
por los planos y = 0 y x = 0 . 

Por lo tanto, puede definirse el elipsoide de una forma geo¬ 
métrica de la manera siguiente: 

Dadas tres rectas concurrentes y no coplanarias OX, OY 
y OZ; en los planos XOZ y ZOY consideraremos dos elipses 
ACA'C' y BCB'C' que tienen OX y OZ, y OY y OZ como diá- 


F¡s. 149. 



metros conjugados, respectivamente, siendo comunes los extre¬ 
mos del diámetro OZ, entonces el elipsoide puede definirse co¬ 
mo la superficie engendrada por una elipse variable cuyo cen¬ 
tro está en OZ, cuyo plano es paralelo al XOY y tal que dos 
diámetros conjugados tengan sus extremos en las dos elipses 
dadas ACA'C' y BCB'C' (fig. 149). 


3. Intersección del elipsoide con una recta. Planos diame¬ 
trales. — Sea una recta cualquiera de coeficientes directores 
a, (3, y. Siempre puede suponerse uno de éstos distinto de cero, 
supongamos que fuese el a. Las ecuaciones de la recta pueden 
entonces escribirse en la forma 

[20] y = —x + h ; z = — x k. 

J Y 
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Reemplazando estos valores de x en la ecuación del elipsoi¬ 
de se tiene la ecuación 




cuyas raíces son las abscisas de los puntos comunes al elip¬ 
soide con la recta. 

El coeficiente de x- en [21] es siempre distinto de cero, 
luego esta ecuación es siempre de segundo grado; luego pode¬ 
mos enunciar el siguiente resultado: 


Teorema 1. Una recta corta siempre a un elipsoide en dos 
puntos, que pueden ser reales y distintos, reales y confundidos 
o imaginarios conjugados. 


Def. 2. En el segundo caso se dice que la recta es tangente 
al elipsoide. 

Vamos a determinar ahora las coordenadas del punto me¬ 
dio del segmento (de extremos reales y distintos, o imagina¬ 
rios conjugados, o reducido a un solo punto) que determina el 
elipsoide en la recta. La abscisa es la semisuma de las raíces 
de la ecuación [21] y las otras coordenadas se determinan 
aplicando las fórmulas [20]. Se tiene, entonces, 




x + h 



— x k , 


y si eliminamos h y k entre estas tres ecuaciones se tiene 




y simplificando 



Pero esta relación no depende para nada de h y k, luego se 
satisface cualesquiera que éstos sean, es decir, los puntos me¬ 
dios de los segmentos interceptados sobre el elipsoide por cual¬ 
quier recta de coeficientes directores a, (3 y y satisfacen a la 
ecuación [22], y como esta ecuación es la de un plano, se de¬ 
duce: que dichos puntos están en un plano; recíprocamente. 
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dado un punto del plano existe siempre una recta y una sola 
paralela a las dadas que pasa por él, luego se tiene el siguien¬ 
te teorema: 

Teor. 2. El lugar geométrico de los puntos medios de los 
segmentos interceptados por el elipsoide sobre las rectas para¬ 
lelas a una dirección dada es un plano, que se denomina plano 
diametral. 

Def. 3. Este plano se dice que es el plano conjugado de 
la dirección dada y recíprocamente la dirección se dice conju¬ 
gada del plano. 

Si los coeficientes directores de la dirección son a, (3, y, la 
ecuación del plano conjugado es la [22]. 

Como se tiene evidentemente 



se ve que un plano diametral no puede ser nunca paralelo a su 
dirección conjugada, lo que resulta también inmediatamente de 
la definición. 

El plano diametral pasa siempre por el centro y puede de¬ 
mostrarse que: recíprocamente, todo plano que pasa por el cen¬ 
tro es un plano diametral. Basta ver que si la ecuación del 
plano es 

mx + ny -r pz = 0 


la dirección de los coeficientes directores a 2 m, b 2 n, c 2 p, es con¬ 
jugada del plano dado. 

Por otra parte se ve de la definición de plano diametral 


que: 


Teor. 3. La sección del elipsoide por un plano diametral es 
el lugar geométrico de los plintos de contacto de las tangentes 
al elipsoide paralelas a la dirección conjugada. 

De las propiedades de simetría oblicua de los ejes y planos 
coordenados se deduce que los planos conjugados de las direc¬ 
ciones paralelas a OX, O Y y OZ son los planos YZ, XZ y XY. 


4. Diámetros. Diámetros conjugados. — Teor. 4. Los pla¬ 
nos diarnetrales conjugados de las direcciones paralelas a un 
plano fijo que pasa por el centro, pasan todos por una misma 
recta, que se denomina diámetro. 

Def. 4. Este diámetro se dice que es el diámetro conju¬ 
gado del plano dado y recíprocamente. 

Vamos a demostrar el teorema. En efecto, sea P el plano 
fijo; como pasa por el centro es un plano diametral; sean a, 
(3, y, los coeficientes directores de su dirección conjugada D, la 
ecuación de P es [22]. 
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Sea D' una dirección cualquiera paralela a P y sean a', (3', y’ 
sus coeficientes directores, los que tendrán que cumplir la re¬ 
lación 



pero el plano P' diametral conjugado de D' tiene por ecuación 



y la relación [23] nos indica que P' es paralelo a D; como pasa 
por el origen contiene la recta R paralela a D por el origen, 
lo que prueba el teorema. 

Vemos, por consiguiente, que los diámetros son rectas que 
pasan por el centro del elipsoide y recíprocamente cualquier 
recta que pase por el centro es un diámetro conjugado de su 
plano diametral. 

Resumiendo: entre las rectas que pasan por el centro (diá¬ 
metros) y los planos que pasan por el centro (planos diame¬ 
trales) existe una correspondencia biunívoca tal que todo plano 
es el diametral conjugado de la recta correspondiente y ésta 
es el diámetro conjugado del plano. 

Si en las ecuaciones [20] de una recta suponemos que pasa 
por el centro, se tiene h = 0 y k = 0, la ecuación [21] tiene 
entonces siempre dos raíces reales no nulas, iguales en valor 
absoluto y de signos contrarios; luego todo diámetro corta al 
elipsoide en dos puntos simétricos con respecto al origen que 
se denominan los extremos del diámetro. 


5. Ecuación del elipsoide referida a una terna de diámetros 
conjugados. — Se dice que tres diámetros son conjugados cuan¬ 
do cada uno de ellos es conjugado del plano que determinan 
los otros dos; por consiguiente, para obtener una terna de diá¬ 
metros conjugados, basta tomar uno de ellos D arbitrariamen¬ 
te, el otro D' arbitrariamente pero dentro del plano diametral 
conjugado de D, y el otro D" es el diámetro conjugado del pla¬ 
no determinado por D y D'. 

Refiramos ahora la ecuación del elipsoide a un sistema de 
ejes formados por tres diámetros conjugados; como las fórmu¬ 
las de cambio de coordenadas son lineales, la nueva ecuación 
seguirá siendo de segundo grado; toda cuerda paralela a uno 
de los nuevos ejes de coordenadas, al OZ', por ejemplo, es cor¬ 
tada en su punto medio por el plano X'OY', luego la ecuación 
no se altera al cambiar z en — z, y por consiguiente sólo con¬ 
tiene potencias pares de z; análogamente, se ve que sólo con¬ 
tiene potencias pares de £ y de y, luego su ecuación es de la 
forma 

mx' 2 + ny' 2 -j- pz' 2 -f q = 0. 
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Sean a', b' y c' las distancias de los extremos de los diá¬ 
metros OX', OY' y OZ' al origen; los puntos de coordenadas 
(a', 0,0), (0, b', 0) y (0,0, c') pertenecen al elipsoide, lo que 

nos da las relaciones 

ma' 2 + q = 0 ; nb' 2 + q = 0 ; pe' 2 + q = 0 

q q . „ £ 

w - > n b ,2 ’ P C ' 2 

y la ecuación del elipsoide, reemplazando y dividiendo por — q, 
toma la forma 



que es la ecuación del elipsoide referida a una terna cualquiera 
de diámetros conjugados. 


Dado ahora un plano cualquiera que corte al elipsoide, po¬ 
demos referir éste a un sistema de diámetros conjugados cuyo 
plano X'Y' sea paralelo al de la sección; las consideraciones 
que hicimos en n 9 2 sobre la forma del elipsoide son ahora apli¬ 
cables y por consiguiente podemos enunciar el teorema si¬ 
guiente: 


Teor. 4. Cualquier sección plana del elipsoide es una elip¬ 
se cuyo centro está en el diámetro conjugado de la dirección 

del plano. 


6. Planos tangentes al elipsoide. — Sea M un punto del elip¬ 
soide y t y V dos rectas tangentes en M al elipsoide; sea P el 
plano determinado por t y V. El plano diametral conjugado de 
la dirección t pasa por M, por ser M el punto de contacto (Teo¬ 
rema 3), y lo mismo el conjugado de la dirección de t', luego 
(Teorema 4) M pertenece al diámetro conjugado del plano pa¬ 
ralelo a P por el origen, o lo que es lo mismo el plano P es 
paralelo al plano diametral conjugado de OM; este plano es 
independiente de la elección de las tangentes t y V. Podemos 
así enunciar el siguiente teorema: 

Teor. 5. Las rectas tangentes a un elipsoide en un punto 
M del mismo están todas situadas en el plano paralelo al dia¬ 
metral conjugado del diámetro que pasa por M. 

Def. 5. El plano, lugar geométrico de las rectas tangentes 
al elipsoide en un punto del mismo, se denomina plano tangen - 
te al elipsoide. 

Vamos a determinar su ecuación. Sea M(£ 0 , Vo, %o) el pun¬ 
to. Como coeficientes directores de la recta OM, podemos to- 
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mar x 0 , y, h z n . La ecuación del plano diametral conjugado de 
la dirección OM es [22], 


xx n 


Vyo_ , zzo 
~ b 2 ^ c- 


= 1. 


El plano tangente siendo paralelo a éste y pasando por el 
punto tiene como ecuación 

(x — x 0 )x 0 , (y — y 0 )yo , (z — z 0 )z 0 
- P- +— p -+- 3 -- 0 

y como las coordenadas de M satisfacen a la ecuación de la 
elipse, queda 


[25] 


xxo , yyo , zzo 
a 2 + b 2 + c 2 


= 1 


que es la ecuación del plano tangente en un punto al elipsoide. 

Supongamos ahora un plano de ecuación mx + ny -\-pz + 
4-9 = 0, y vamos a determinar los planos tangentes paralelos 
a esta dirección. El problema se reduce a determinar los pun¬ 
tos de contacto. Sea (x 0 , y 0 , z 0 ) uno de estos puntos; se tienen 
las siguientes relaciones: 


£'o . V 2 n 

ir+ 


Z 2 O 


= 1 • Xo = J!l L = 

’ a 2 m b 2 n 


c 2 p 


Xo = la 2 m 


y o = lb 2 n 


z 0 = lc 2 p 


1 = 


X 2 n 


y 2 o 


= X 2 a 2 m 2 f Wn 2 -f l 2 c 2 p 2 

Cr 


A = ± - - . 

V a-m 2 + b-n 2 + c 2 p 2 

La ecuación del plano tangente es 

mx -f ny + pz — (mx 0 + ny 0 -}- pz 0 ) = 0 
mx + ny + pz — (la 2 m 2 -f lb 2 n 2 +Ac 2 w 2 ) = 0 

[26] mx + ny + pz ± V a 2 m 2 + b 2 n 2 + c 2 n 2 = 0 

que son las ecuaciones de los dos planos tangentes al elipsoide 
paralelos a un plano dado. 

El teorema 3 nos sirve para determinar las tangentes para¬ 
lelas a una recta dada ; sus puntos de contacto están en la sec¬ 
ción del elipsoide por el plano diametral conjugado de la di¬ 
rección dada; deben satisfacer por lo tanto a las dos ecuacio¬ 


nes : 


s 2 o , 
a 2 *" 


y\ 


XXo 


b‘ + c 2 


yyo , zza 
b°- ^ c 2 


= 0 


1 
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Las tangentes forman un cilindro circunscrito al elipsoide. 

Consideremos ahora los planos tangentes que pasan por un 
vunto del espacio. Sea Mi(&i, Vi, z x ) el punto; las coordenadas 
í x í/o Zo) <iel punto de contacto de un plano tangente que 
pase por M x , deben de satisfacer únicamente las siguientes con¬ 
diciones : 

z 2 „ , V -o , z-o _ , . ®i»o , Vtih i il 2 ! = i • 

~<¡t? b* c 2 a* + & c 2 

luego los puntos de contacto son los de la intersección del elip¬ 
soide con el plano de ecuación 



que se denomina plano polar del punto Mi. 

Es por otra parte consecuencia inmediata de la definición 
de plano tangente, que las rectas tangentes al elipsoide que 
pasan por el punto M t son las aue unen Mj con la sección del 
elipsoide por el plano polar, es decir, que forman un cono cir¬ 
cunscrito al elipsoide de vértice Mi. 


La definición que hemos dado del plano polar de un punto M„ plano 
que pasa por los puntos de contacto de las tangentes y planos tangentes 
al elipsoide, trazados por M„ es la extensión al espacio de la propiedad 
de la polar en las cónicas, al pasar por los puntos de contacto de las tan¬ 
gentes (teorema 5 del § 21). Puede también definirse el plano polar con 
respecto al elipsoide, o en general a una cuadrica, como el lu gar de ios 
puntos conjugados armónicos del punto dado con respecto a los puntos de 
intersección del elipsoide con una recta cualquiera que pase por dicho 

punto. 


7. Propiedades métricas del elipsoide. — El teorema funda- 
mental es el siguiente: 

Teor. 6. En todo elipsoide existe por lo menos una terna 
de diámetros conjugados, perpendiculares dos a dos. 

Para probar este teorema basta probar el siguiente 

Lema : En todo elipsoide existe por lo menos un diámetro 
que es perpendicular a su plano diametral conjugado. 

En efecto, basta tomar entonces como terna de diámetros 
conjugados el diámetro del lema y los ejes de la elipse sección 
del elipsoide por el plano diametral conjugado. 

Todo se reduce, pues, a probar el lema. 

Vamos a demostrarlo. ...... „ „„„„ ___ 

Observemos primeramente que la superficie esférica es un caso pa - 

ticular del elipsoide (coordenadas rectangulares y a, b, c iguales al radio 
de la superficie esférica). Por otra parte, es inmediato que el plano con¬ 
jugado de un diámetro con respecto a la esfera es el perpendicular a 

dicho diámetro. 
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Por lo tanto, el lema estaría probado si pudiésemos probar que dados 
un elipsoide cualquiera y una superficie esférica de centro el del elip¬ 
soide, ambas superficies tienen un diámetro y plano diametral conjugados 


comunes. 


Dado un elipsoide cualquiera siempre lo podemos referir a un sistema 
de diámetros conjugados OX, OY y OZ, tal que los ejes OZ y OY sean 
perpendiculares; en efecto, fijado arbitrariamente OZ, basta tomar una 
perpendicular a él en su plano conjugado. Sean X y n los ángulos que 
forma OX con OY y OZ. El elipsoide tendrá como ecuación 


[28] 


+ - 7 » 1 - 


Consideremos una superficie esférica de centro el del elipsoide (es 
decir el origen) y radio r. Su ecuación será, teniendo en cuenta la fór¬ 
mula de la distancia de un punto al origen en ejes oblicuos, 

[29] x 2 -f y 2 + z 2 + 2xy eos X 4- 2í»zcos|x = r 2 . 

Tomemos una recta cualquiera de coeficientes directores a, p y y; 
sus ecuaciones paramétricas son 

x = x 0 + o.Q ; y = yo + Pp ; z = z 0 + yo. 


z = Zo + vp. 


Reemplazando estos valores en la ecuación de la superficie esférica 
y ordenando respecto del parámetro p, se tiene 

(a 2 4* P 2 + Y + 2a(ícosX + 2aycos^)p lf + 2(ax 0 + fty 0 + yzo + 

-t- ayo eos X -f- (tao CO s X + az 0 eos \x + y^o eos ja) q 4- 
+ x\ + y z o + z ‘o + 2x o y 0 eos X + 2^oZ 0 eos u = 0. 

Las raíces de esta ecuación en o nos dan los valores del parámetro 
correspondientes a los puntos de intersección de la superficie esférica con 
la recta. Para que (x 0 ,yo,Zo) sea el punto medio de la cuerda es necesario 
y suficiente que ambas r?.íces sean iguales en valor absoluto y de signos 
contrarios; es decir, que se anule el coeficiente de p. Los puntos medios 
de las cuerdas paralelas a la dirección de coeficientes directores a, p, Y 
son entonces los puntos x, y, z, que satisfacen la ecuación 

[30] x(a + p eos X + y eos pi) + y (a eos X + P) 4- z(acos \l 4 y) = 0. 

Ésta es, pues, la ecuación del plano diametral conjugado del diáme¬ 
tro de coeficientes directores a, P, y con respecto a la superficie esférica. 
La ecuación del plano diametral conjugado con respecto al elipsoide es 
[ 22 ]: 


[31] 


— 1 


luego, para que [30] y [31] representen el mismo plano, es condición 
necesaria y suficiente que exista un factor S distinto de cero tal que sr 
tenga 


[32] 


a 4- P eos l 4- y eos ja = 


a eos X 4 P 


a eos [i 4 - y 


S_a_ 

a 2 

sp 

b 2 

Sy 

<? 


La demostración del lema queda ahora subordinada a probar que se 
pueden encontrar valores de a, p, y (no nulos los tres) y un valor de S, 
no nulo, que satisfagan el sistema [32] de ecuaciones. Pero este sistema 
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siendo lineal homogéneo en a, P, y, es condición necesaria y suficiente 
para que existan soluciones no todas nulas que sea cero el determinante 

I s i 

1 — —— eos X eos 


[33] 


i eos X 1. — 


= C. 


cosn 


1 — 


Esta es una ecuación en S de tercer grado, siendo el coeficiente de 


S 3 , - 


aW 


, que no es nulo; luego la ecuación tiene una raíz real. Si 


esta raíz fuese S = 0 debería ser nulo el determinante^ [33] para S = 0; 
desarrollándolo en esta hipótesis se llega a la conclusión eos 2 X + eos 2 ¿i = 
= 1; luego OZ formaría con la perpendicular^ a los ejes OX y O Y un 
ángulo v tal que cosv = 0; es decir, que estaría en el plano XY, lo que 
es absurdo. 

La ecuación [33] admite, pues, siempre una raíz real no nula, y 
por lo tanto está probado el lema. 

Referida la ecuación del elipsoide a tres diámetros conju¬ 
gados ortogonales dos a dos tomará la forma 


[34] 


= 1. 


Supondremos, salvo indicación en contrario, que los ejes se 
toman de modo que se tenga 

[35] a > 0 ^ c. 

Def. 6. Los planos coordenados se denominan planos prin¬ 
cipales, y los ejes coordenados ejes principales, o simplemente 
ejes del elipsoide. Los puntos en que los ejes cortan al elipsoi¬ 
de se denominan vértices. Las secciones del elipsoide por los 
planos principales se denominan secciones principales-, son 
elipses que tienen comunes con el elipsoide dos ejes. En la hi¬ 
pótesis a > 6 > c se denomina eje mayor al eje OX, eje medio 
al OY y eje menor al OZ. Los números 2a, 2b, 2c, que miden 
las distancias entre los vértices situados sobre un mismo eje 
se denominan longitudes ele los ejes. 

La distancia de un punto ( x,y,z) del elipsoide al origen 
puede ponerse en las formas 


x 2 -f- V- + z 2 = a- 


w y- 


Z 2 y2 *2 = 


= a- 


i) 


X 2 + y 2 + z 2 - Z 2 + y 2 + C 2 




olí C ~ \ 

y[‘- -wi 


MMMn» 
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lo que muestra que, si ninguna de las desigualdades [35] es 
una igualdad, la distancia de un punto del elipsoide al centro 
es máxima para los vértices (±a, 0, 0) y mínima para los vér¬ 
tices (0, 0, ±c). 

Si fuese a = b. la distancia sería máxima para todos los 
puntos del plano XY y mínima para los dos vértices del eje 
OZ; si fuese b = c, máxima para los dos puntos del eje OX y 
mínima para los puntos del plano YZ. Si fuese a = b = c, to¬ 
dos los puntos equidistan del centro, el elipsoide se reduce a 
una superficie esférica. 

Si las longitudes de dos ejes son iguales, por ejemplo a = b, 
la ecuación del elipsoide toma la forma 


[36] 


x 2 + y 2 


- 1 


Las secciones paralelas al plano XY son circunferencias, 
luego el elipsoide está engendrado por la elipse de ecuación 


— + 
a- 


= i 


situada en el plano XZ. Es por consiguiente una superficie 
de revolución que se denomina elipsoide de revolución ; en este 
caso se dice que el elipsoide es alargado porque la elipse gira 
alrededor del eje mayor; si la elipse gira alrededor del eje 
menor, el elipsoide se dice aplastado, tal es el de ecuación 


y 2 + *- 


= 1. 


Para finalizar daremos el teorema siguiente: 

Teor. 7. En un elipsoide que no sea de revolución los úni¬ 
cos diámetros perpendiculares a sus planos diametrales conju¬ 
gados son los ejes. 

En efecto, sea un diámetro de coeficientes directores a, (3, y; 
la ecuación de su plano diametral conjugado es [22] 

JÜL JL + *L = o 

a 2 ^ b- ^ c- 

y la condición para que este plano sea perpendicular a su diá¬ 
metro conjugado es que exista lc=$=0, tal que 

-¿r = : 4 - - W ■ -ir = k i ¡ 


= ka 


si a, D y c son distintos, esta condición sólo se satisface si son 
nulos dos de los coeficientes a, (3; es decir, que los únicos diá¬ 
metros perpendiculares a sus planos conjugados son los ejes, 
lo que prueba el teorema; si el elipsoide es de revolución a = b. 
las condiciones anteriores se cumplen cuando sea nulo y, o 
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cuando lo sean a la vez a y (3; es decir, que los diámetros per¬ 
pendiculares a sus planos conjugados son el eje OZ y los situa¬ 
dos en el plano XY; si a = b = c, las condiciones anteriores 
se cumplen idénticamente; volvemos a encontrar el caso de la 
esfera en que todo diámetro es perpendicular a su plano dia¬ 
metral conjugado. 


§ 40. Hiperboloides y conos cuadráticos 


1. Hiperboloides: definición y forma. Cono asociado. — 

Definición 1. Se llaman hiperboloides de una hoja e hiperbo¬ 
loides de dos hojas a las superficies cuyas ecuaciones referidas 
a un sistema de coordenadas cartesianas, rectangulares o no, 
son respectivamente reducibles a las formas 





El estudio de la forma de 
los hiperboloides se hace igual 
que en el caso del elipsoide, cor¬ 
tando la superficie por planos 
paralelos al XY. 

De la simple consideración 
de la ecuación se deduce que el 
origen es un centro de simetría 
que se denomina centro del elip¬ 
soide y que los eje y planos con¬ 
siderados son ejes de simetría 
oblicua. 

La sección del hiperboloide 
de una hoja (fig. 150) por el 
plano z = k es una elipse cuya 
ecuación es, con respecto a los 
ejes paralelos a los OX y O Y 
en dicho plano: 



Es, por consiguiente, cual¬ 
quiera que sea k, una elipse de 
centro en OZ, con dos diámetros 
conjugados paralelos a OX y 
OY, que tiene sus extremos en 
las hipérbolas secciones del hi¬ 



Fig. 150- 
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perboloide por los planos XZ é YZ, y cuyas ecuaciones en di¬ 
chos planos son 



Puede por tanto definirse geométricamente el hiperboloide 
de una hoja de la forma siguiente: 


Dadas tres rectas concurrentes y no coplanarias OX, OY 
y OZ, se dan en los planos XOZ y ZOY dos hipérbolas AA' y 
BB' que tienen OX y OZ, OY y 


OZ como diámetros conjugados, 
siendo OZ el diámetro imaginario, 
el cual tiene en ambas la misma 
longitud; entonces puede definirse 
el hiperboloide de una hoja como 
la superficie engendrada por una 
elipse variable cuyo centro está en 
OZ ,cuyo plano es paralelo al XOY 
y tal que áu¿ diámetros conjuga¬ 
dos tengan sus extremos en las dos 
hipérbolas dadas AA' y BB'. 

Consideremos ahora el hiperbo¬ 
loide de dos hojas (fig. 151) ; su 
ecuación por el plano z = k es una 
elipse cuya ecuación es, con res¬ 
pecto a los dos ejes paralelos a los 
OX y OY en dicho plano, 



Es por consiguiente una elipse 
real sólo si se tiene | k | > | c |, 
lo que muestra las dos hojas dis¬ 
tintas de la superficie. El centro 
de la elipse está en el eje OZ y 
tiene dos diámetros conjugados 
paralelos a los ejes OX y O Y, cu¬ 
yos extremos están en las dos hi¬ 



pérbolas de ecuaciones 


Fíe. J5I. 



situadas en los planos XZ é YZ. 

La definición geométrica del hiperboloide de dos hojas es 
la misma que la del de una hoja con la diferencia de que las 
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dos hipérbolas tienen común el diámetro real, en lugar del 
9 • • 

Nosotros asociaremos a estos dos hiperboloides el cono de 
ecuación 



que es la [14] del § 39. 


Haremos simultáneamente el estudio de las propiedades de 
los dos hiperboloides y del cono, escribiendo sus ecuaciones en 

la forma común a las tres 



en donde e puede tomar los tres valores +1 (hiperboloide de 
una hoja), —1 (hiperboloide de dos hojas) y 0 (cono). 

En gran parte estas propiedades son análogas a las del 
elipsoide y se deducen de la misma manera por un cambio de 
signos. Nos limitaremos, en general, a indicar las particulari¬ 
dades nuevas de cada una de las teorías. 


2. Direcciones asintóticas y cono asintótico. El problema 
de la intersección de la superficie de ecuación [6] con una rec¬ 
ta conduce, como en el caso del elipsoide, a la ecuación 




+ 2ccc 






en lugar de la [21] del § 39 (V. Nota). Pero ambas ecuacio¬ 
nes, presentan una diferencia esencial, porque el coeficiente de 
x 2 puede anularse y se anula en [7] para todas las rectas cuj o 
coeficientes directores cumplan a condición 



condición que sólo depende de la dirección de la secante. Por 
tanto, si x, y, z son las coordenadas de un punto de una recta 
que pase por el origen y cumpla la condición [8], se ha de 

tener 



es decir, que las rectas cuyos coeficientes directores cumplen 
la condición [8] son las paralelas a las rectas que forman el 

"■mo. 
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Nota. Para obtener la ecuación [21] en el parágrafo 39, supusi¬ 
mos a^O; ello no tenía allá ninguna importancia, pues si a es cero, 
alguno de los otros dos coeficientes directores, 3 ó y no serían cero y 
todo el razonamiento podía repetirse intercambiando los ejes que juga¬ 
ban análogo papel en el caso del elipsoide. Lo mismo sucede aquí si 
es ct = 0 y 34 = 0 ; pero si ambos son nulos, no se puede intercambiar el 
papel del eje OZ con el de los otros. 

Ahora bien, si es a = 0 y 3 = 0, la recta, siendo paralela a OZ, 
tiene como ecuaciones or = h, y = k; reemplazando en [6] se tiene la 
ecuación en z 



cuyo coeficiente de z 1 no puede anularse nunca. Las paralelas al eje OZ 
cortan a la superficie en dos puntos. 


Def. 2. Una dirección cuyos coeficientes directores cum¬ 
plan la condición [8] se dice que es una dirección asintótica, y 
el cono que contiene a todas las direcciones paralelas a las di¬ 
recciones asintóticas que pasan por el origen se denomina cono 
asintótico. Ya vimos que no es otro que el de ecuación [5]. 

Consideremos ahora una recta cuya dirección sea asintóti¬ 
ca. Sus ecuaciones pueden ponerse en la forma 

3 v 

[9] y = —— x -(- h ; z = — x 4- k . 

a a 

puesto que como dijimos en >a nota, siempre puede suponerse 
a =4= 0. 

La ecuación [7] toma ahora la forma 


[ 10 ] 



x -f a 2 




Si el coeficiente de x no se anula, la ecuación tiene una raíz 
y la recta corta a la superficie en un solo punto. 

Si el coeficiente de x se anula y no se anula el término in¬ 
dependiente, la ecuación se transforma en una imposibilidad. 
La recta no tiene ningún punto común con la superficie. 

Si se anulan el coeficiente de x y el término independiente, 
la ecuación se transforma en una identidad. La recta está toda 
ella situada sobre la superficie. 

Podemos entonces enunciar el siguiente teorema: 


Teorema 1. Las posiciones de una recta con respecto a la 
superficie de ecuación [6] pueden ser las siguientes: 

a) La recta corta a la superficie en dos puntos, reales y dis¬ 
tintos, reales y confundidos (recta tangente) o imaginarios 
conjugados. 

b) La recta tiene un solo punto común con la superficie, 
no la corta en ningún punto, o está contenida en la superficie. 
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El caso b) se presenta si, y sólo si, la recta es paralela a 
una dirección asintótica, en caso contrario se presenta siem¬ 
pre el caso a). 

Ejemplos. Consideremos la superficie de ecuación 


J/___£1_ 

"*■ 16 '25 


E = 0 


y la recta de ecuaciones x=l, y = \\ reemplazando en la ecuación de 
la superficie tenemos la ecuación 

_25_ _ 

25 ~ 144 E 

que nos da las ordenadas z de los puntos de intersección; según que sea 
e — —1, -f 1, 0, tenemos las ecuaciones 

4225 . _ _ .2976_ . . _ _625_ . 

2 “ 144 ’ * “ 144 ’ 144 ' 

luego la recta corta al hiperboloide de dos hojas en los puntos 


/ , 65 \ / , , 65 \ 

^ 1. !, 12 ) , ( !, !, 12 ) ’ 


al de una hoja en los puntos 

(t i ±*M 

\ ’ ’ 12 

y al cono en los puntos 


) V Ía.i.-M). 




Si tomamos ahora la recta ae ecuaciones y = 4, z = 0, se tiene como 
ecuación de las abscisas de los puntos de contacto ar = 9(e — 1); luego 
la recta es tangente al hiperboloide de una hoja en el punto (0,^_4, 0) y 

corta al hiperboloide de dos hojas y al cono en los puntos (±?‘3 V2, 4, 0), 
(±3¿, 4, 0) respectivamente. 

Consideremos ahora una recta de dirección asintótica, por ejemplo 
la de ecuaciones 

. 25 

y = x + 1 ; z = -jj- 

Las abscisas de los puntos de intersección están dadas por la ecuación 


i + -a—= " 


* = BE - ¿ 


Por consiguiente, esta recta corta sn un solo punto a las tres super- 
ficies; en el 

( 15 17 125 \ 

\ 2 ’ 2 ’ 8 / 

al hiperboloide de una hoja; en él 

( 17_15_ __ 425 > 

\ 2 ’ 2 ’ 24 / 


al hiperboloide de dos hojas, y en el 


(_JL J_ __ 

\ 2 * 2 ’ 


— ) 

25 / 


ai cono. 
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Si tomamos ahora la recta de ecuaciones 


y = x + 5 



ia ecuación de los puntos de intersección toma ahora la forma 



luego la recta no corta ni al cono ni al hiperboloide de dos hojas y está 
situada en el hiperboloide de una hoja. En cambio la recta de ecuaciones 
V = 0, 3z = 5x no corta a ninguno de los hiperboloides y está situada 
en el cono. 


En el ejemplo anterior vimos que existían rectas situadas 
en el hiperboloide de una hoja y, naturalmente, en el cono. Más 
adelante nos ocuparemos de las generatrices rectilíneas de las 
cuádricas pero puede adelantarse ahora un resultado con de¬ 
mostración simple: no existen rectas situadas sobre el hiper¬ 
boloide de dos hojas. 

En efecto: si existiese una, sus ecuaciones serían [9] con 
la condición de anular los coeficientes de x' 2 , x y el término in¬ 
dependiente en la ecuación [7]. De la anulación del coeficiente 
de x se deduce 

k 2 y 2 b 2 k 2 

b 2 [3-’c* * 

y reemplazando en la ecuación obtenida por la anulación del 
término independiente 

= Y 2 b 2 k 2 k 2 = _ 61 r£-_Jn 4- 1 

(3 2 c 4 c 2 c 2 |3 2 L c 2 b 2 J 

y teniendo en cuenta que se anula el coeficiente de x 2 se deduce 
la relación 



y."1.0, O 
ti’ it 




+ I 


que no se puede satisfacer para ningún valor real de k. 

Si consideramos rectas imaginarias, entonces pueden estar 
situadas sobre el hiperboloide de dos hojas; así, por ejemplo, 
la recta de ecuaciones y = 4i ; 3 z — 5x = 0 está situada sobre 
el hiperboloide de dos hojas del ejemplo anterior. 


Consideremos coordenadas homogéneas; la ecuación de la superficie 
es ahora 

4 + ^._4_ ei . = 0 . 

a~ b' c - 

Consideremos una dirección asintótica de ecuaciones 


y = — a; 
a 


z = — x + kt. 
a 


Reemplazando estos valores en la ecuación de la superficie se tiene 
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que admite la solución t = 0 que corresponde al punto impropio (a,|?. y, 0) 
común a la recta y a la superficie. Si se anulase el coeficiente de xt, 
entonces dicho punto impropio sería doble. 

Por consiguiente, el teorema 1, cuando se consideran puntos impro¬ 
pios, toma la siguiente forma más general: 

Teor. 2. Dada la superficie de ecuación [6] y una recta cualquiera, 
o la recta está en la superficie, o tiene comunes con la superficie dos 
puntos, reales, propios <? impropios, distintos o confundidos, o imagina¬ 
rios conjugados. 


Consideremos ahora todas las rectas paralelas a una direc¬ 
ción asintótica que no corten a la superficie o que estén con¬ 
tenidas en ella. Si a, p, y, son los coeficientes directores de la 
dirección, y [9] las ecuaciones de una cualquiera de estas rec¬ 
tas, se debe cumplir 

yfe _ a 

b- c- 

Eliminemos h y k entre esta relación y las dos ecuaciones 
de la recta; se tiene 



y como se cumple [8], tenemos 



lo que nos indica que todas las rectas están contenidas en e. 
plano de ecuación [11]. 

Podemos ahora enunciar el siguiente teorema: 


Teor. 3. Dada una dirección asintótica, al conjunto de las 
rectas paralelas a la misma que no cortan a la superficie de 
ecuación [6] o que están contenidas en ella, es un plano. 


Def. 3. El plano definido por el teorema anterior se de¬ 
nomina plano asintótico y se dice que es conjugado de la direc¬ 
ción asintótica dada. Su ecuación para una dirección de coefi¬ 
cientes a, p, y es [11] • 


3. Planos diametrales y diámetros. — Tomemos una direc¬ 
ción no asintótica. De la misma forma que demostramos el teo¬ 
rema 2 del § 39 se demuestra ahora el siguiente teorema: 

Teor. 4. El lugar geométrico de los puntos medios inter¬ 
ceptados por la superficie de ecuación [6] sobre las rectas no 
paralelas a una dirección asintótica es un plano. 

Def. 4. Este plano se denomina plano diametral y se dice 
que es el plano conjugado de la dirección dada; recíprocamen¬ 
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te, la dirección se dice que es conjugada del plano. La ecua¬ 
ción del plano diametral conjugado de una dirección de coefi¬ 
cientes a, p y y se deduce como la ecuación [22] del § 39, y 
es la siguiente: 



Cuando tomamos una dirección asintótica, el teorema y la 
definición anteriores carecen de sentido, ya que las rectas pa¬ 
ralelas a esta dirección no determinan ningún segmento, pero 
la ecuación [12] es en este caso la [11] del plano asintótico. 
Por ello se dice que el plano asintótico es un plano diametral 
singular, conjugado de la dirección asintótica, la cual, recípro¬ 
camente, se dice que es la dirección conjugada del plano; am¬ 
bos son paralelos. En cambio, como en el caso del elipsoide, se 
ve que un plano diametral no singular no es nunca paralelo a 
su dirección conjugada. 

También, como en el caso del elipsoide, se demuestra que 
todo plano que pase por el centro es un plano diametral, y que: 
un plano diametral no singular no es paralelo a su dirección 
conjugada. 

La sección de la superficie por un plano diametral no sin¬ 
gular es el lugar geométrico de las tangentes a la superficie 
paralelas a la dirección conjugada. 

De las propiedades de simetría oblicua de los ejes y planos 
coordenados se deduce que los planos diametrales conjugados 
de las direcciones paralelas a los ejes OX, O Y y OZ son los 
planos YZ, XZ y XY. 

Como en el caso del elipsoide, se demuestra el teorema si¬ 
guiente, análogo al teorema 4 del § 39. 


Teor. 5. Los planos diametrales de las direcciones parale¬ 
las a un plano fijo que pasa por el centro pasan todos por una 
misma recta. 


Def. 5. Esta recta se denomina un diámetro y se dice que 
es el diámetro conjugado del plano dado y recíprocamente. 

En resumen: Entre las rectas que pasan por el centro (diá¬ 
metros) y los planos que pasan por el centro (planos diame¬ 
trales) existe una correspondencia biunívoca tal que todo pla¬ 
no es el diametral conjugado de la recta correspondiente y ésta 
es el diámetro conjugado del plano. 

En el caso del elipsoide todo diámetro lo cortaba en dos 
puntos simétricos con respecto al centro. Esta propiedad ya no 
subsiste ahora. 

Tomemos un diámetro cualquiera de ecuaciones paramé¬ 
tricas 

x = ah ; y = PA ; z = yl : 
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sus intersecciones con la superficie de ecuación [ 6 ] vienen da¬ 
das por la ecuación en X: 



El cono asintótico divide al espacio en dos regiones carac¬ 
terizadas por las desigualdades 



y se ve inmediatamente que toda recta que pase por el centro 
está situada totalmente en una de las dos regiones, o en el 
cono. Denominemos región exterior a la que caracteriza la pri¬ 
mera desigualdad, es decir, a la que contiene a los ejes OX y 
O Y, y a la otra, que contiene el eje OZ, región interior. 

Los diámetros situados en la región exterior cortan al hi¬ 
perboloide de una hoja en dos puntos reales simétricos con 
respecto al centro, y al hiperboloide de dos hojas en dos pun¬ 
tos imaginarios; inversamente, los situados en la región inte¬ 
rior cortan al hiperboloide de una hoja en dos puntos imagi¬ 
narios, y al de dos hojas en dos puntos reales. Esto se deduce 
inmediatamente de la ecuación [13]. 

Def. 6 . Se dice que un diámetro de un hiperboloide es 
real o imaginario según que corte o no al hiperboloide. Con 
respecto al cono observemos que todos los diámetros pasan por 
su vértice. 

De las consideraciones que acabamos de hacer se deduce 
el siguiente teorema: 


Teor. 6 . Todo diámetro situado en la región exterior del 
cono asintótico es real en el hiperboloide de una hoja e ima¬ 
ginario en el hiperboloide de dos hojas. Todo diámetro situado 
en la región interior es real en el hiperboloide de dos hojas e 
imaginario en el de una hoja. 

Ya hemos visto que los diámetros situados sobre el cono 
son los singulares. 


4. Ternas de diámetros conjugados. — Consideremos ahora 
un diámetro no singular; el mismo razonamiento que emplea¬ 
mos en § 39-5 en el caso del elipsoide, nos demuestra que 
existen siempre infinitos pares de diámetros que con el dado 
forman una terna de diámetros conjugados, es decir que cada 
uno de ellos es conjugado del plano que determinan los otros 
dos. 

Ningún diámetro de una terna de diámetros conjugados 
puede ser singular. En efecto: si 5 es un diámetro singular, 
está situado en su plano conjugado fl, y entonces todo diáme¬ 


tro situado en II tiene un plano diametral que pasa por 8 , 
luego la intersección de ambos planos diametrales se confun¬ 
de con 8 . Por tanto, en las elecciones arbitrarias que se hacen 
para determinar una terna de diámetros conjugados, hay que 
poner siempre la restricción de no elegir un diámetro singular. 

Consideremos ahora un hiperboloide de una hoja y consi¬ 
deremos un nuevo sistema de ejes de coordenadas formado por 
tres diámetros conjugados OX', O Y' y OZ'. 

El mismo razonamiento empleado en el caso del elipsoide 
nos prueba que la ecuación es de la forma 

[14] mx' 2 + ny' 2 + pz ' 2 -[-<7 = 0 . 

Como el origen no pertenece al hiperboloide se tiene siem¬ 
pre q 0 ; dividiendo por él siempre podemos suponer q = 1 . 

Los coeficientes m, n y p no pueden ser nulos; en efecto: 
supongamos que uno de ellos, p lo fuese, la ecuación tomaría 
la forma mx' 2 -j- ny' 2 -J- 1 = 0. Una recta paralela al eje OZ', 
pasando por un punto de la superficie estaría contenida en 
ella; el eje OZ', siendo paralelo a una recta contenida en el 
hiperboloide, sería un diámetro singular contra la hipótesis. 

Los tres coeficientes m, n, p (siempre en la hipótesis q = 1), 
no pueden ser los tres positivos, pues entonces el hiperboloide 
carecería de puntos reales; tampoco pueden ser los tres nega¬ 
tivos, pues entonces la ecuación [14] sería la de un elipsoide 
y es inmediato que un hiperboloide de una hoja y un elipsoide 
son superficies distintas (por ejemplo las distancias mutuas 
de dos puntos del elipsoide están acotadas y ello no ocurre en 
el hiperboloide). 

Si dos coeficientes fuesen positivos y uno negativo, enton¬ 
ces permutando convenientemente los ejes y llamando a', ó' y 
c' a las raíces cuadradas de los valores absolutos de 1 /ra, 1 ¡n 
y 1/p, la ecuación [14] tomaría la forma 



que es la ecuación de un hiperboloide de dos hojas y es tam¬ 
bién inmediato que un hiperboloide de una hoja y uno de dos 
no son la misma superficie (la primera superficie contiene 
rectas y la segunda no). 

Luego la única combinación posible es la de dos coeficien¬ 
tes negativos y uno positivo. Permutando los ejes convenien¬ 
temente y multiplicando la ecuación [14] por —1, se obtiene 
finalmente como ecuación de un hiperboloide de una hoja re¬ 
ferida a una terna de diámetros conjugados 
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Una consecuencia inmediata de esta ecuación es el siguiente 
teorema: 

Teor. 7. En el hiperboloide de una hoja toda terna de diá¬ 
metros conjugados está compuesta de un diámetro imaginario 
y dos diámetros reales. 

Un razonamiento casi idéntico al que acabamos de hacei 
nos probaría que la ecuación de un hiperboloide de dos noias 
referida a una terna de diámetros conjugados es de la forma 



y consecuencia inmediata de la ecuación es el teorema si¬ 
guiente : 


Teor. 8. En el hiperboloide de dos hojas toda terna de 
diámetros conjugados está compuesta de un diámetro real y 
dos imaginarios. 

Si queremos obtener ahora la ecuación del cono referida a 
una terna de diámetros conjugados, tendríamos igualmente que 
su ecuación tiene que ser del tipo [14], como el cono pasa por 
el origen tiene que ser q = 0; los tres coeficientes m, n, p no 
pueden ser los tres del mismo signo, pues entonces el cono se 
reduciría a un solo punto real, luego dos han de ser del mismo 
signo y el otro de signo contrario. Permutando conveniente¬ 
mente los ejes y multiplicando, si fuese necesario, la ecuación 
por —1, ésta tomaría la forma 



que es la ecuación de un cono cuadrático referido a una tema 

de diámetros conjugados. . , , , 

Consideremos ahora un sistema de ejes coordenados for¬ 
mado por dos diámetros singulares y el diámetro conjugado al 
plano de ambos (es inmediato que este plano no es singular). 
Tomemos como ejes OX y O Y los dos diámetros singulares, la 
ecuación de un hiperboloide o del cono es de segundo gia. , 
por la simetría con respecto al centro no puede contener tei- 
minos de primer grado; siendo OZ un plano diametral la ecua¬ 
ción no puede contener términos en z; como toda paralela al 
eje OX corta a la superficie a lo más en un punto, la ecuación 
ha de ser de primer grado con respecto a x y lo mismo con 
respecto a y, luego tiene que ser de la forma 


[18] 


mz' 2 + nx'y' 4- P = 0. 


Supongamos ahora que la superficie sea un hiperboloide de 
una hoja. Debe ser p^ 0. Su sección por el plano / - o es 
la hipérbola, no degenerada por ser p =4 0, de ecuación 


nx’y' + P — 0 • 
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La terna formada por el eje OZ' y dos diámetros de esta 
hipérbola es una terna de diámetros conjugados, como de los 
dos diámetros del plano X'Y' uno es imaginario, se deduce 
(teorema 8) que el diámetro OZ' es real; llamemos c' a la raíz 
cuadrada del valor absoluto de — p/m; invirtiendo, si fuese 
necesario, el sentido de OX, se puede suponer que p/n es po¬ 
sitivo, y llamando k a su raíz cuadrada se tiene finalmente co¬ 
mo ecuación del hiperboloide de una hoja referida a dos diá¬ 
metros singulares y al diámetro conjugado de su plano 



De una manera análoga obtendríamos la ecuación del hi¬ 
perboloide de dos hojas referida a dos diámetros singulares y 
al diámetro conjugado de su plano. 



y la ecuación del cono referida al mismo sistema 



Consideremos ahora la superficie de ecuación [6] y un pla¬ 
no que pase por el centro y cuyo diámetro conjugado esté en 
la región interior del cono asintótico. Entonces tomando una 
terna de diámetros conjugados como ejes, de forma que el eje 
OZ' sea el diámetro conjugado del plano dado, las ecuaciones 
[15], [16] y [17] se escriben bajo la forma común 



Las secciones por planos de ecuaciones z' = h, paralelos al 
X'Y', que es el dado, son ahora elipses de ecuaciones 



Es decir, son elipses, reales o imaginarias, con centro en 
OZ', y que se reducen a un punto en las intersecciones (si 
existen) de la superficie con el eje OZ'. 

Si el diámetro conjugado estuviese en la región exterior del 
cono asintótico subsiste la ecuación [21] cuando la referimos 
a una terna de diámetros conjugados, en la cual el diámetro 
conjugado del plano dado sea el eje OY'. El plano dado es 
ahora el X'Z' y las secciones de la superficie por planos de 
ecuaciones y' = h paralelos al X'Z' son ahora hipérbolas de 
ecuaciones 
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[23] 


= e 


h 2 

V 2 


Es decir, se trata de hipérbolas con el centro en el eje O Y 
y que se reducen a dos rectas en los puntos de intersección, si 
existen, de la superficie con el eje OZ'. 

Consideremos ahora el caso en que el diámetro conjugado 
del plano dado sea singular, es decir que el plano sea asintó¬ 
tico. , . . . . . 

Refiramos la superficie a una terna de ejes tal que el eje 

OX' sea el diámetro singular y el plano dado sea el X'Z'. 

Las ecuaciones [18], [19] y [20] pueden ponerse en la for¬ 
ma común 


[24] 


x'v' 


E = 0. 


Las secciones por planos paralelos al X'Z' (que es el dado) 
tienen como ecuaciones 


[25] 


Z'2 = C 2 


hx' \ 
-KT+* ’ 


es decir, son parábolas en que la dirección de los diámetros es 
la del eje OX' que se reducen a dos rectas paralelas cuando el 
plano es el X'Z', es decir el plano asintótico dado. 

Podemos ahora enunciar el teorema siguiente: 


Teor. 9. Las secciones de La superficie de ecuación [6] 
por un plano 11 cualquiera son cónicas del género elipse, si el 
diámetro conjugado b del plano paralelo al dado por el origen 
está en la región interior del cono asintótico; los centros de 
dichas elipses están en b. Si b está en la región exterior son 
cónicas del género hipérbola cuyos centros están en b. Final¬ 
mente, si II es un diámetro singular, es decir, si el plano es 
paralelo a un plano asintótico, las secciones son parábolas cu¬ 
yos diámetros son paralelos a b. 


5. Planos tangentes. — El teorema 5 del § 39 se generaliza 
inmediatamente al caso de los hiperboloides, es decir, se tiene: 

Teor. 10. Las rectas tangentes a un hiperboloide en un 
punto M del mismo están todas situadas en el plano paralelo 
al plano diametral conjugado del diámetro que pasa por M. 

Def. 7. Dicho plano se denomina plano tangente en M al 
hiperboloide. Si las coordenadas de M son x 0 , Vo, Zo. la ecua¬ 
ción del plano tangente se deduce como la [25] del § 39, y es 
por lo tanto 
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Consideremos ahora un hiperboloide de una hoja y sea M 
un punto del mismo. Tomemos un sistema de coordenadas for¬ 
mado por una terna de diámetros conjugados tal que el eje OX 
sea el diámetro que pasa por M. La ecuación del hiperboloide 
es entonces [15]. Las coordenadas de M son ahora (a', 0,0) 
y la ecuación [26] del plano tangente toma la forma x' = a'. 
La sección del hiperboloide por este plano tiene como ecuación 


y ,¿ 

b r> 


= 0 , 


que representa dos rectas que pasan por M. Podemos entonces 
enunciar el siguiente teorema: 

Teor. 11. La sección del hiperboloide de una hoja por el 
plano tangente en un punto, está formada por dos rectas que 
pasan por el punto. 

Si consideramos un hiperboloide de dos hojas y un punto 
M en él, podemos tomar un nuevo sistema de ejes coordenados 
formado por una terna de diámetros conjugados de modo que 
el eje OZ' sea el diámetro que pasa por M. La ecuación del 
hiperboloide es [16]. El punto M tiene como coordenadas 
(0, 0, c') ; ecuación del plano tangente en M es z' = c'. La sec¬ 
ción del hiperboloide por ese plano tiene como ecuación 


b' 2 


= 0 


que sólo tiene un punto real. Por lo tanto: 

Teor. 12. La sección del hiperboloide de dos hojas por el 
plano tangente a él en un punto se reduce a dicho punto. 

Observando la ecuación anterior se ve que también repre¬ 
senta un par de rectas imaginarias concurrentes en el punto, 
luego el hiperboloide de dos hojas es cortado por un plano tan¬ 
gente según dos rectas imaginarias que pasan por el punto. 
El teorema 12 es, pues, válido sólo cuando no se consideran 
elementos imaginarios. 

Nos quedaría por estudiar ahora las secciones de un hiper¬ 
boloide por un plano asintótico. Tomándolo como plano X'Z' 
la ecuación del hiperboloide es [24]. Su sección por el plano 
X'Z' tiene como ecuación z' 2 = ec' 2 , luego: 

Teor. 13. La sección de la superficie de ecuación [6] por 
un plano asintótico está formada por dos rectas paralelas, rea¬ 
les y distintas en el caso del hiperboloide de una hoja, imagi¬ 
narias en el caso del de dos y reales y confundidas en el caso 
del cono. 

El estudio de los planos tangentes a un hiperboloide parar 
lelos a un plano dado se hace igual que en el caso del elipsoide 
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y la ecuación de dichos planos ([26] del § 39) toma ahora las 
formas _ 

[27] mx + ny -j- pz — V a " w2 + b¿n¿ ~ c¿p2 = 0 
para el hiperboloide de una hoja, y la forma 

[28] mx + ny + pz ± V p 2 — a 2 *» 2 — &2%2 = 0 

para el hiperboloide de dos hojas. Luego los planos tangentes 
paralelos al de ecuación mx-h ny + pz + q - 0 existen eni el 
caso del hiperboloide de una hoja si se cumple a-m- + b-n > 
> c-v 2 , y en el caso del hiperboloide de dos hojas si se cum¬ 
ple a-’w 2 4- b 2 n 2 < c 2 p 2 . Se excluye el caso en que ahn + b-n- - 
= c 2 p 2 , pues entonces el plano pasaría por el origen y la ecua¬ 
ción [26] nos indica que no existen planos tangentes que pa¬ 
sen por el origen. 

También como en el caso del elipsoide se ve que las tan¬ 
gentes a un hiperboloide, paralelas a una dirección dada no 
asintótica, forman un cilindro circunscrito al hiperboloide. 

Finalmente, de la misma forma que en el caso del elipsoide, 
se ve que las rectas tangentes al hiperboloide que pasan por 
un punto M(*„yi,*i) del espacio forman un cono circunscrito 
al hiperboloide, de vértice M, que pasa por la sección del hiper- 
boloide por el plano polar de M. cuva ecuación es 



y cuyas propiedades son las mismas que enunciamos en el caso 
del elipsoide. 


6. Propiedades métricas de los hiperboloides. — TEOR. 14. 

En todo hiperboloide, y también en todo cono cuadratico, exis¬ 
ten vor lo menos una terna de diámetros conjugados pervendi- 

culares dos a dos. 

La demostración es idéntica a la del teorema 6 del § 39. 
Referida la superficie de ecuación [ 6 ] a tres diámetros 
conjugados ortogonales dos a dos, toma la forma 



x 2 y 2 _ 
a ¿ b 2 + 




en la que supondremos, salvo indicación en contrario que se 

tiene a > b. . , . . , „ 

Las definiciones de planos principales, ejes principales o 

ejes, vértices y secciones principales, son las mismas que en e 

caso del elipsoide. . . A V „nVhh 

El hiperboloide de una hoja corta a los ejes UX y ur en 

los pares de puntos A, A' y B, B' (fig. 150) que se denominan 

vértices. No existen vértices en el eje OZ. Por esta íazon los 
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ejes OX y O Y que son diámetros reales se denominan ejes 
reales, y el eje OZ eje imaginario. Los puntos del eje OZ, C y 
C' situados a distancias de O iguales a c se denominan extre¬ 
mos del eje imaginario-, los números 2a y 2b se denominan 
longitudes de los ejes reales, y 2 c longitudes de los ejes ima¬ 
ginarios. 

Las secciones principales son elipses en el plano XY e hipér¬ 
bolas en los otros dos que tienen todos comunes (con el hiper¬ 
boloide) los ejes, y los vértices o los extremos del eje imagi¬ 
nario. La elipse sección del hiperboloide por el plano XY. es 
la que tiene ejes más pequeños de todas las elipses producidas 
por planos paralelos al XY en el hiperboloide. Por ello se la 
denomina elipse de garganta. 

En el hiperboloide de dos hojas sólo hay un eje real, el OZ, 
siendo los otros dos imaginarios-, los vértices, extremos de los 
ejes imaginarios y las longitudes de los ejes se definen como 
en el hiperboloide de una hoja. Finalmente, las secciones prin¬ 
cipales situadas en los planos XZ é YZ son hipérbolas que tie¬ 
nen comunes los ejes y vértices o extremos de ejes imaginarios 
con el hiperboloide, mientras que no existe sección principal 
real en el plano XY. 

Si se tiene a = b, la ecuación [30] toma la forma 


[31] 


x 2 + y 2 


e. - 0 


luego, las secciones por planos paralelos al XY, cuando son 
reales, son circunferencias. Las superficies son, por lo tanto, 
superficies de revolución. 

El hiperboloide de revolución de una hoja está engendrado 
por la rotación de una hipérbola alrededor de su eje imagina¬ 
rio; el de dos hojas por la rotación de una hipérbola alrededor 
de su eje real y el cono por la rotación de una recta. 

Apliquemos el teorema 9 al caso del cono de revolución; 
tenemos que al cortar un cono de revolución por un plano pue¬ 
de obtenerse, según se tome el plano, una elipse, una hipér¬ 
bola o una parábola. Esta propiedad de las cónicas de poderse 
obtener como secciones por planos de un cono de revolución 
fué la primera definición que se dió de estas curvas y el ori¬ 
gen de su nombre. 

Por esta razón, en el § 39-1 no distinguimos en los conos, 
como lo hicimos en los cilindros, los casos del cono elíptico, hi¬ 
perbólico o parabólico, pues todo cono es a la vez de los tres 
tipos. 

Para finalizar, observaremos que se puede extender al caso 
de los hiperboloides, con demostración casi idéntica, el teore¬ 
ma 7 del § 39; tenemos por tanto 
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Teor. 15. En un hiperboloide de una o dos hojas que no 
sea de revolución, los únicos diámetros perpendiculares a sus 
planos diametrales conjugados son los ejes. Si la superficie es 
de revolución, los diámetros perpendiculares a sus planos dia¬ 
metrales conjugados son el eje OZ y los situados en el plano XY. 

§ 41. Paraboloides 


1. Paraboloide elíptico: definición y forma. — Definición 
]. Se denomina paraboloide elíptico a la superficie que con 
respecto a un sistema de coordenadas cartesianas, oblicuas o 
rectangulares, tiene una ecuación reducible a la forma 

L l] JL + JL _ 2* - 0 . 

L J p q 


en donde p y q son números positivos. 

De la simple consideración de la ecuación se deduce que el 
eje OX y los planos XZ y XY son ejes y planos de simetría 
oblicua. 

Para estudiar la forma del paraboloide elíptico observemos 
primero que la superficie sólo está definida para los valores 
positivos de x ; las secciones por los planos XY y XZ son dos 
parábolas P y P', de ecuaciones 

y 2 = 2 px : z" = 2 qx. 

Si cortamos ahora el paraboloide por planos paralelos al 
plano YZ de ecuación x = h, la sección plana tiene como ecua¬ 


ción 




Fi*. 152. 


es decir, si 
h > 0 son 
elipses cu¬ 
yo centro 
está en el 
eje OX re- 
feridas a 
dos diáme¬ 
tros conju¬ 
gados, pa¬ 
ralelos a 
OY y OZ, y 
estando los 
extremos de 
los diáme¬ 
tros situa¬ 
dos en las 
parábolas P 
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y. ( f, £- lo2 ) Podemos por lo tanto definir el paraboloide 
elíptico de una forma geométrica de la manera siguiente: 

Dadas tres rectas concurrentes y no coplanarias OX, OY y 
OZ, y en los planos XZ y XY dos parábolas P y P' que tienen 
como diámetro común OX y como tangentes en O los ejes OZ 
y O Y, respectivamente, y además dirigidas en el mismo sen- 
tido, se define el paraboloide elíptico como la superficie engen¬ 
drada por una elipse variable cuyo plano es paralelo al YZ. 
cuyo centro está en OX y tal que dos diámetros conjugados 
tengan sus extremos en las parábolas P y P'. 

Intersección con una recta. Planos diametrales y diáme¬ 
tros. _ Supongamos una recta cualquiera de ecuaciones para¬ 
métricas 

[2] X = *0 + al ; y = y 0 -f (3?. ; z = z 0 + y X ; 

los puntos de intersección con el paraboloide vienen determi- 
nados por la ecuación en a 

t3] (f + ir) r + a (ir + J r-“) + 

+ ir + ir ~ 2a: " = 0 ■ 

donde cada raíz de X determina un punto de intersección de la 
recta de ecuaciones [2] con el paraboloide. Esta ecuación en X 
es siempre de segundo grado, salvo en el caso (3 = 0, y = 0, es 
decir, cuando la recta es paralela al eje OX; luego, con excep- 
ción de este caso, toda recta corta al paraboloide en dos pun¬ 
tos ; si la recta es paralela a OX la ecuación es de primer 
grado y la recta corta al paraboloide en un solo punto. Tene¬ 
mos en resumen el siguiente resultado: 

Teorema 1. Toda recta no paralela al eje OX corta a un 
paraboloide elíptico en dos puntos reales o distintos, reales y 
confundidos (recta tangente) o imaginarios conjugados. Si la 
recta es paralela al eje OX lo corta en un solo punto. 

En coordenadas homogéneas la ecuación del paraboloide es 


y las de una recta paralela al eje OX son 

y = mt ; z = nt 

y se v ? inmediatamente que el paraboloide y la recta tienen común el 
punto impropio (1, 0, 0, 0); luego el teorema 1 puede, cuando se consi¬ 
deran elementos impropios, ponerse en la forma más general. 

Teor. 2. Un paraboloide elíptico y una recta tienen siempre comu¬ 
nes aos punios propios o impropios , reales o imaginarios , distintos o con - 
fundidos. 
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Vamos ahora a determinar las coordenadas del punto me¬ 
dio del segmento (de extremos reales y distintos, reales y 
confundidos o imaginarios conjugados). Para que el punto 
(xo, i/o, «o) de las ecuaciones [ 2 ] sea el punto medio del seg¬ 
mento es necesario y suficiente que las raíces de la ecuación 
[ 3 ] sean iguales y de signo contrario, es decir, es necesario 
que se anule el coeficiente ele 1, 



esta condición nos dice que los puntos medios de los segmentos 
determinados por el paraboloide en todas las rectas paralelas 
a una dirección de coeficientes angulares a, (3, y están en el 
plano de ecuación 



Para que la ecuación de este plano tenga sentido es necesa¬ 
rio que no sean nulos simultáneamente (3 y y, es decir, que la 
recta no sea paralela a OX, pero si lo fuese, también carecería 
de sentido el hablar del punto medio del segmento determinado. 

Podemos entonces enunciar el teorema siguiente: 


Teor. 3. El lugar geométrico de los puntos medios de los 
segmentos interceptados por un paraboloide elíptico sobre las 
rectas paralelas a una dirección dada, que no sea paralela al 
eje OZ, es un plano. 

Def. 2. Este plano se denomina plano diametral y se dice 
que es conjugado de la dirección dada y, recíprocamente, la 
dirección se dice conjugada del plano. 

De la misma forma que en el caso del elipsoide (§ 39-3) se 
prueba que: 

a) Todo plano diametral es paralelo al eje OX y, recípro¬ 
camente, todo plano paralelo al eje OX es un plano diametral. 

b) La sección de un paraboloide elíptico por un plano dia¬ 
metral es el lugar geométrico de los puntos de contacto de las 
tangentes al elipsoide paralelas a una dirección dada. 

c) Un plano diametral no es nunca parálelo a su dirección 
conjugada. 

Para estudiar los diámetros en el paraboloide, vamos a de¬ 
mostrar previamente dos teoremas: 

Teor. 4. Los planos diametrales conjugados de las direc¬ 
ciones paralelas a un plano fijo no paralelo al eje OX pasan 
todos por una misma recta, paralela al eje OY. 

Teor. 5. Los planos diametrales conjugados de las direc- 
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dones paralelas o un plano diametral fijo son paralelos en¬ 
tre sí. 

Demostremos el teorema 4: un plano no paralelo al eje OX 
tiene como ecuación una de la forma 

[5] x = my + nz -f h 

y los coeficientes directores a, (3, y de cualquier recta paralela 
a este plano tienen que satisfacer a la relación 

a = m$ + ny ; 

luego, la ecuación del plano diametral conjugado de dicha rec¬ 
ta es 

[6] + -y-— ny = 0 , 

o bien q${y — mp) + py(2 — nq) =0 

y cualesquiera que sean |3 v y, y por consiguiente cualquiera 
que sea la paralela al plano, los planos de ecuación [5] pasan 
por la recta cuyas ecuaciones son 

[7] y = mp ; z = nq ; 

luego, el teorema está demostrado. 

Pasemos ahora a la demostración del teorema 5. 

Sean a, (3, y los coeficientes directores de la dirección con¬ 
jugada del plano fijo; la ecuación de este plano es entonces 
[4] y los coeficientes directores a', (3', y' de cualquier dirección 
paralela al plano fijo tienen que satisfacer las ecuaciones 



Pero el plano diametral conjugado de la dirección de coefi¬ 
cientes directores a', |3', y' tiene como ecuación 


V q 

y las condiciones [ 8 ] indican que este plano es paralelo a la 
dirección conjugada del plano fijo; además es paralelo a OX; 
luego, siendo paralelo a dos rectas, no paralelas entre sí (por 
la propiedad c de los planos diametrales), es paralelo a un 
plano fijo, como queríamos probar. 

Podemos definir los diámetros del paraboloide en la misma 
forma que los del elipsoide, apoyándonos en el teorema 4. 


Def. 3. Se denomina diámetro de un paraboloide elíptico 
a una recta por la cual pasan todos los planos diametrales con¬ 
jugados de las direcciones paralelas a un plano fijo. Se dice 
que el diámetro es conjugado de la dirección del plano y, reci¬ 
procamente, que ésta es conjugada del diámetro. 
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Si [5], con li cualquiera, es la ecuación de los planos para¬ 
lelos a la dirección, [7] es la ecuación del diámetro y recípro¬ 
camente. De aquí se deduce inmediatamente que los diámetros 
son rectas paralelas al eje OX, por consiguiente, cortan al pa¬ 
raboloide en un solo punto que se denomina extremo del diá¬ 
metro. Recíprocamente, toda recta paralela al eje es un diá¬ 
metro. 

El teorema 5 nos sirve para definir los planos diametrales 
conjugados. 

DEF. 4. Se dice que dos planos diametrales son conjugados 
cuando cada uno de ellos es paralelo a la dirección conjugada 
del otro. 

Es claro que dado un plano diametral existen infinitos pla¬ 
nos diametrales (los paralelos a su dirección conjugada), que 
son conjugados con el dado. 

Vamos a ver cómo se expresa la condición para que dos 
planos diametrales sean conjugados: sean 

my -\- nz h = 0 ; m'y 4- n’z + h' = 0 

las ecuaciones de los dos planos y sean a, (3, y los coeficientes 
directores de la dirección angular conjugada del primer plano, 
y a', (3', y' los análogos para el segundo. Se tiene 

a = — h ; p = mp ; y = nq ; 
a' = — h' ; [V — m'p ; y' = n'q 

y la condición para que cada plano sea paralelo a la dirección 
conjugada del otro es 

[9] mm'p 4- nn'q = 0. 


3. Plano tangente. — De una manera análoga al teorema 
5 del § 39, se demuestra el siguiente teorema: 

Teor. 6 . Las rectas tangentes a un paraboloide elíptico en 
un punto M del mismo están situadas en un plano paralelo a 
la dirección conjugada del diámetro que pasa por M. 

Def. 5. Dicho plano se dice que es el plano tangente al 
paraboloide en el punto M. 

Vamos a determinar la ecuación del plano tangente. Sean 
(¡£ 0 , yo, 2o) las coordenadas del punto M. El diámetro que pasa 
por M tiene como ecuaciones 


y = y o ; * = *<>. 

Por lo tanto, teniendo en cuenta [5] y [7], la ecuación de 
los planos de dirección conjugada del diámetro es 
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Para determinar h expresamos que el plano pasa por M y 
teniendo también en cuenta que el punto está en el paraboloi¬ 
de se tiene 


h = x 0 


V -o 
V 


Z 2 o 


= X, 


2iXo — 


o , 


luego, finalmente, la ecuación del plano tangente es 


[ 10 ] 


yy n , _ZZn 
V Q 


(* + *o) = o. 


Vamos a determinar ahora la ecuación del plano tangente 
paralelo a uno de ecuación 

ax -f- by + cz -f d •• = 0 . 

Sean Xq, y 0 , z« las coordenadas del punto de contacto; se 
tendrá, expresando que este punto está en el paraboloide y 
que el plano tangente en él es paralelo al plano dado, 


— Él - 2x 0 = 0 ; — -i- = J±- = j!L 

P q a pb qc 

que nos da como única solución para las coordenadas del punto 
de contacto, si a =|= 0 , es decir, si el plano no es paralelo al 
eje OX, 


2x 0 = 0 ; 


y o = 


pb 




I pb- 


qc- 


luego, la ecuación del plano tangente paralelo al plano dado es 

£- + -?-+• + * (^T-+-*?-)- 0 

a a \ a, 2 a- / 

que puede también ponerse en la forma 


[ 11 ] 


ax -f by + cz + (P &2 + ( l c ~) = 0 . 


Si el plano fuese paralelo a OX el problema carecería de 
solución. 

De la misma forma que en el caso del elipsoide (§ 40-6) 
se ve que: 

Las tangentes a un paraboloide elíptico, paralelas a una di¬ 
rección que no sea la de los diámetros, forman un cilindro cir¬ 
cunscrito al paraboloide. 

t,as rectas tangentes a un paraboloide elíptico que pasan 
por un punto Mj(.Ti ,y\, z x ) del espacio forman un cono cir¬ 
cunscrito al paraboloide de vértice M, y que pasa por la sec¬ 
ción del paraboloide por el plano polar de M,, cuya ecuación es 


[ 12 ] 


yy i 

p 


ZZ-i 


(x Xi) = 0 


» 
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y cuyas propiedades son las mismas que enunciamos en el caso 
del elipsoide (§ 39-6). 

4. Paraboloide elíptico referido a dos planos diametrales con¬ 
jugados y al plano tangente en el extremo de su diámetro co¬ 
mún. — Vamos a determinar la ecuación del paraboloide elíp¬ 
tico con respecto a un nuevo sistema de coordenadas. 

Tomaremos como planos X'Y' y X'Z' dos planos diametra¬ 
les conjugados cualesquiera. Su intersección es un diámetro 
que será el eje de las abscisas en el nuevo sistema. Tomaremos 
como nuevo origen O' el extremo de este diámetro. Tomemos 
como plano Y'Z' el plano tangente en O' al paraboloide. Vamos 
a ver cuál es la forma de la ecuación del paraboloide con res¬ 
pecto a este nuevo sistema. 

Observemos primero que la recta O'Z' siendo tangente al 
paraboloide en O' está situada en un plano paralelo a la direc¬ 
ción del diámetro que pasa por O' (teorema 6), luego su pla¬ 
no diametral conjugado pasa por O'; este plano, por defini¬ 
ción de planos diametrales conjugados, es paralelo a X'Y', lue¬ 
go es el mismo plano X'Y'; por consiguiente, la ecuación sólo 
puede contener potencias pares de z. Análogamente, se ve que 
sólo puede contener potencias pares de y. Como cada recta pa¬ 
ralela a O'X' es un diámetro que corta al paraboloide en un 
solo punto, la ecuación tiene que ser de primer grado en x. 
Como O' está en la superficie carece de término independiente. 
Una ecuación de segundo grado que reúna todas esas condi¬ 
ciones es del tipo 

my' 2 + nz r2 — hx = 0. 

El coeficiente h es distinto de cero, pues si fuese igual a 
cero el eje O'X' estaría contenido en la superficie y sabemos 
que sólo la corta en un punto. Dividiendo por — h/2 y llaman¬ 
do p' y q’ a los números — h/2m, — h/2n, la ecuación toma 
la forma 

n,n *'2 

[13] —1 —— - 2x = 0, 

V Q 

Si fuesen p' ó q' nulos, la superficie contendría rectas pa¬ 
ralelas a O'Y' ó a O'Z', lo que está en contradicción con el teo¬ 
rema 1. Si ambos fuesen de signos contrarios, x podría variar 
de —co a -feo, haciendo nula una u otra de las variables, lo 
que no puede ser, ya que O'X' por ser un diámetro, es para¬ 
lelo al eje primitivo OX y vimos que sólo estaba definida la 
superficie para los valores de x pertenecientes a una semi¬ 
rrecta. 

Podemos finalmente, invirtiendo si fuese necesario el sen¬ 
tido de O'X', suponer que p y q son positivos. En estas condi¬ 






* 


i 

í 
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ciones la ecuación [13] es la ecuación del paraboloide referida 
al nuevo sistema de coordenadas. 

Esta ecuación nos sirve para estudiar las secciones planas 
del paraboloide elíptico. 

Teor. 7. La sección de un paraboloide elíptico por un plano 
no paralelo a la dirección de los diámetros es una elipse real 
o imaginaria cuyo centro está en el diámetro conjugado de la 
dirección del plano. 

En efecto, basta aplicar la ecuación [13] tomando como 
eje OX el diámetro conjugado de la dirección del plano. El pla¬ 
no Y'Z' es paralelo al plano dado; la ecuación de éste será de 
la forma x' = h, y la sección (cuando se toma en el plano dado 
el origen de coordenadas en la intersección con OX y como 
ejes dos paralelos a los ejes O'Y' y O'Z') tiene como ecuación 



lo que prueba el teorema. 


Teor. 8. Las secciones de un paraboloide elíptico por pla¬ 
nos paralelos al eje son parábolas cuyos diámetros son parale¬ 
los a los del paraboloide. 

Basta aplicar la ecuación [13] cuando se toma como plano 
X'Y' el plano diametral dado. La sección tiene como ecuación 
y' 2 = 2 p'x'. 

Cortemos ahora por planos paralelos al dado de ecuaciones 
z = h. Las ecuaciones de las secciones son 



Todas estas parábolas son iguales a la parábola situada en 
el plano X'Y', pues se deducen de ésta por una traslación del 
origen sobre el eje de abscisas. 

Esta propiedad puede servirnos para definir de otra ma¬ 
nera el paraboloide elíptico por el movimiento de una parábo¬ 
la; este movimiento está definido por el de uno de sus puntos 
/ / 

n ^ , que describe una parábola fija (y = 0, z 2 = 2q'x) 

cuyo plano es cualquiera, pero cuyo eje tiene la misma direc¬ 
ción y sentido que el de la parábola móvil. 


5. Propiedades métricas del paraboloide elíptico. — El teo¬ 
rema fundamental es el siguiente: 

Teor. 9. En todo paraboloide elíptico existe una dirección 
que es perpendicidar a su plano diametral conjugado. 

La demostración es análoga a la del lema del teorema 6 del 
§ 39. 
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Tomemos como plano XY un plano diametral cualquiera: 
como plano YZ un plano diametral conjugado de XY' que pase 
por el vértice de la parábola, sección del paraboloide por el 
plano XY' y como plano Y'Z el tangente en O al paraboloide. 
Así obtenemos la ecuación [13] del paraboloide referida a un 
sistema de ejes en el que son perpendiculares OX y O Y. 

El resto de la demostración se prosigue como en el caso del elipsoide, 
pero la ecuación [33] del § 39 (debido a la diferente forma de la ecua¬ 
ción del plano conjugado y al hecho de que los ejes perpendiculares son 
ahora OX y O Y en lugar de OZ y OY), toma ahora la forma 

i 1 0 eos ji I 


1 — 


eos » 


= o Í 


eos n 


eos v l — 


es, pues, una ecuación de segundo grado en S, con el coeficiente de S ! 
positivo. Para S = j>, el determinante toma el valor —eos 5 *; luego, si 
este coseno es nulo, la ecuación admite la raíz S = P 7 ¿ 0 ; si no es nulo 
el trinomio en S se hace negativo par? S = p; luego, la ecuación tiene 
dos raíces reales. 

Repitiendo la construcción anterior, pero tomando como 
plano XY el que es perpendicular a su dirección, obtenemos 
como ecuación del paraboloide elíptico referido a un sistema 
de coordenadas ortogonales 


[14] 


2x = 0. 


Los números positivos p y q se denominan parámetros de la 
superficie; el único vértice es el origen; los planos, ejes y sec. 
dones principales se definen como en el elipsoide. 

Cuando los parámetros p, q son iguales, la ecuación del 
paraboloide toma la forma 

[15] z 2 + y 2 = 2px. 

Sus secciones por planos paralelos al Y'Z son circunferen. 
cias; el paraboloide es un paraboloide elíptico de revolución 
engendrado por la rotación de una parábola alrededor de su 
eje 

Como en el caso del elipsoide (teorema 7 del § 39) se de 
muestra aquí: 

Teor. 10. En un paraboloide elíptico, que no sea de reva 
lución, los únicos planos diametrales perpendiculares a su di • 
rección conjugada son los principales. 
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6 . Paraboloide hiperbólico. Definición y forma. — Def. 6 . 

Se denomina paraboloide hiperbólico a la superficie cuya ecua¬ 
ción, con respecto de un sistema de coordenadas cartesianas, 
rectangulares u oblicuas, es reducible a la forma 


[16] 


2x = 0 , 


siendo p y q números positivos. 

Se deduce inmediatamente que el eje OX y los planos XZ 
é XY son eje y planos de simetría oblicua. 

Para estudiar la forma del paraboloide hiperbólico, veamos 

primero sus secciones 
por los planos XY y XZ; 
p- son (fig. 153) dos pa- 

__y rábolas P y P' de ecua- 

¡ \ eiones y-= 2px; z 2 = 

¡ \ = — 2qx. Las secciones 

^ ^ i \ por planos paralelos al 

i j— - XY, de ecuación z = h, 

i ¡ 7 tienen como ecuaciones 


X' X es ^ ec * r que son > como 

/ A i\*^p— en . el caso del parabo- 

/ / \ ! loide elíptico (teorema 

j \ 8), parábolas iguales. 

- \ La definición del 

q's?' j Y paraboloide hiperbólico 

¡ I es entonces la misma 

\ que la del elíptico. Es- 

-- - \ tá engendrada por el 

¡ 2 ' movimiento de una pa¬ 
rábola P en la que uno 

Fig. i53. de sus puntos describe 

otra parábola fija P', 
siendo los ejes de ambas parábolas paralelos, pero, y en esto 
reside la diferencia con el paraboloide elíptico, de sentido con¬ 
trario. 

Las propiedades del paraboloide hiperbólico se deducen en 
gran parte de las del elíptico sin más que hacer el cambio de 
signo de q, y en algunos casos son análogas a las de los hiper¬ 
boloides. Nos limitaremos en general a señalar únicamente las 
particularidades que distinguen esta teoría de las ya expuestas. 


Fig. 153. 
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7. Intersección con una recta, direcciones asintóticas, pla¬ 
nos directores y planos asintóticos. — La ecuación [3], que de¬ 
termina los puntos de intersección del paraboloide elíptico con 
una recta de ecuaciones [2] toma en el caso del paraboloide 
hiperbólico la forma 

™ * i *+»?—) * + 


X 2 + 2 


a j X + 


?/-» 

V 


2.r 0 = 0. 


Aquí se presenta ya una diferencia esencial; puede anular¬ 
se el coeficiente de X 2 para valores reales no nulos de p y y; 
también pueden anularse los coeficientes de X y el término in¬ 
dependiente, luego estamos en las mismas condiciones que en 
el caso de los hiperboloides, la recta pud:endo tener dos pun¬ 
tos comunes con la superficie, uno o ninguno o estar conteni¬ 
da en ella. . 

Para que una recta corte en un punto a la superficie, no 
la corte o esté contenida en ella, tiene que ser nulo el coefi¬ 
ciente de X 2 , es decir, se han de cumplir las condiciones 


[18] 


= 0 


V V 


V Q 


Estas condiciones no dependen más que de los coeficientes 
directores de la recta; luego, si se cumple para una recta, se 
cumple para todas las paralelas, es decir, depende sólo de la 
dirección de la recta. 

Def. 7. Una dirección cuyos coeficientes directores satis¬ 
fagan a la condición [18] se dice que es una dirección asintó- 
tica. 

Las rectas paralelas a una dirección asintótica que pasan 
por el origen están, como se ve inmediatamente, situadas en 
uno de los dos planos paralelos al eje OX de ecuaciones 

ngi _ V — = -i- z — = . ; — - %= . 

1 J Vp vT V V V fl 

Def. 8. Los dos planos de ecuaciones [19] se denominan 
planos directores. 

Podemos ahora enunciar el siguiente teorema: 


Teor. 11. Las posiciones de una recta con respecto a un 
paraboloide hiperbólico pueden ser las siguientes: 

a) La recta corta al paraboloide en dos puntos, reales y 
distintos, reales y confundidos (recta tangente) o imaginarios 
conjugados. 
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b) La recta Lene vn solo punió común con el paraboloide, 
no lo corta, o está situada en él. 

El caso b) se presenta si, y sólo si, la recta es paralela a 
una dirección asintótica; en caso contrario se presenta el ca¬ 
so a). 


Entre las direcciones asintóticas está la paralela al eje OX, 
P = 0, y = 0: como en este caso no puede ser a = 0. no se 
anula el coeficiente de X, en [17], luego, toda paralela al eje 
OX corta al paraboloide en un panto y en uno solo. 


Ejemplos. Consideremos el paraboloide de ecuación 



La recta de ecuaciones a; =1/2, 2 = 0, corta al paraboloide en dos 
puntos (1/2, 2, 0) y (1/2, —2, 0). 

La recta de ecuaciones x = 0, y = 0, e< tangente en el origen al pa¬ 
raboloide. 

La recta de ecuaciones x- = l/2, y = 0, corta al paraboloide en los 
dos puntos imaginarios (1/2, 0, 3i) y (1/2. 0. — 30. 

La recta de ecuaciones x = 0, y = 2/‘¿z, está contenida en el para¬ 
bol oute. 

La recta de ecuaciones x=l, y = 2/32, n. corta al paraboloide en 
ningún punto. 

La recta de ecuaciones y = 12 c = G, corta al paraboloide en un solo 
punto, el (16, 12, 6). 

Si consideramos coordenadas homogéneas, el teorema se puede poner 
en la forma más precisa siguiente: 




o la recta esta situada en el paraboloide o tiene comunes con él dos pun - 
confundidos pr ° pÍ ° S ° im P ro P ios > distintos o confundidos , o imaginarios 

I.a demostración es completamente análoga a la del teorema 2 del 
§ 40. 


Consideremos ahora todas las rectas paralelas a una direc¬ 
ción asintótica que no corten al paraboloide o estén situadas 
en él. Sean a, (3, y los coeficientes de la dirección asintótica; 
deben hacer nulos los coeficientes de X 2 v de X en [17]. Con¬ 
sideremos el plano de ecuación 



y sea una recta paralela a la dirección asintótica dada de ecua¬ 
ciones [2]. Reemplazando en la ecuación [20] se tiene 


P(?/o ~t~ Xft) 
V 


Y Un + Xy) 




pero como |3 y y anulan a los coeficientes de X 2 y X en la ecua- 
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ción [17] la relación anterior es una identidad, es decir, que 
la recta está contenida en el plano de ecuación [20]. Podemos 
entonces enunciar el siguiente teorema: 

Teor. 13. Las rectas paralelas a una dirección asintótica 
que no cortan al paraboloide hiperbólico o están situadas en él, 
están todas ellas en un mismo plano. 

Def. 7. El plano definido por el teorema anterior se de¬ 
nomina plano asintótico. 

Si los coeficientes de la dirección son a, (3, y, la ecuación 
del plano asintótico es la [20]. Para que esta ecuación tenga 
sentido no tienen que ser nulos a la vez a, (3, y, es decir, que 
para que exista el plano asintótico la dirección asintótica no 
tiene que ser paralela al eje OX. 

Los coeficientes (3, y de una dirección asintótica satisfacen 
a la relación [18], luego se tiene uno de los dos casos: 

P_ = y . ft = y' _ . 

VP V9 ’ Vp — V Q 

que expresa que el plano asintótico correspondiente de ecua¬ 
ción [ 20 ] es paralelo a uno de los planos directores de ecuacio¬ 
nes [19] y ha de serlo evidentemente al que es paralelo a la 
dirección asintótica, es decir, que se tiene: 

Teor. 14. Dada una dirección asintótica paralela a un pla¬ 
no director, su plano asintótico es también paralelo al mismo 
plano. 


8 . Planos diametrales, diámetros y planos tangentes. — Es¬ 
tas teorías son completamente análogas a las del paraboloide 
elíptico. Como en aquel caso, a cada dirección no asintótica de 
coeficientes a, (3, y le corresponde un plano de ecuación 


[ 21 ] 


(hy 

V 


Y£ 

Q 


a = 0 


que es lugar geométrico de los puntos medios de los segmentos 
interceptados por el paraboloide hiperbólico sobre las rectas 
paralelas a la dirección dada, y que se denomina plano diame¬ 
tral conjugado de dicha dirección. 

Si la dirección dada es asintótica la ecuación [21] repre¬ 
senta el plano asintótico correspondiente a la dirección. Como 
en el caso de las hiperboloides, se considera entonces a dicho 
plano como un plano diametral singular, conjugado de su di¬ 
rección asintótica a la que es paralelo. 

Las propiedades a), b) y c) de los planos diametrales del 
paraboloide elíptico (n 9 2 ) se extienden al hiperbólico, con la 
sola restricción en b) y c) de que ei plano diametral no sea 
singular. 
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La teoría de los diámetros y planos diametrales conju¬ 
gados desarrollada en el n 9 2 se extiende automáticamente al 
caso del paraboloide hiperbólico y dejamos al lector el cuidado 
de desarrollarla; nos limitaremos a señalar la siguiente parti¬ 
cularidad : 

Los planos diametrales conjugados de un plano diametral 
singular son paralelos a dicho plano diametral singular. 

Basta en efecto ver que ambos son paralelos al eje OX y 
a la dirección asintótica conjugada del plano diametral, que 
no es paralela a OX. 

La teoría del plano tangente desarrollada en el n 9 3 para 
el paraboloide elíptico, también se extiende automáticamente 
al caso del paraboloide hiperbólico, a la ecuación del plano tan¬ 
gente en el punto (g () , y () , z 0 ) siendo 


[ 22 ] 

* 



(x -f- # 0 ) = 0 


V análogamente para la ecuación del plano polar. 


De la misma forma que en el n 9 4 se prueba que la ecua¬ 
ción del paraboloide hiperbólico referida a dos planos diame¬ 
trales no singulares conjugados y al plano tangente en el ex¬ 
tremo de su diámetro común es 



Vamos a referir ahora la ecuación del paraboloide hiper¬ 
bólico a dos planos asintóticos y al plano tangente en el ex¬ 
tremo de su diámetro común. 


Para ello demostraremos previamente el siguente teorema: 


Teor. 15. Todo plano asintótico corta al paraboloide se¬ 
gún una recta paralela a su dirección conjugada. 

Sabemos que todo plano asintótico es paralelo a un plano 
director (teorema 14). Su ecuación será entonces, por ejemplo, 



y la sección de este paraboloide por el plano será una línea cu¬ 
yas ecuaciones serán las del plano y la del paraboloide, que 
puede escribirse, esta última, en la forma 



y reemplazando en esta ecuación el primer factor del primer 
miembro por su valor deducido de la ecuación del plano ob¬ 
tenemos como otro sistema de ecuaciones de la intersección 


equivalente ai anterior 
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—•,— — ,— — .'i/ , i ,— i .— i 

V V V q V P V '/ ' 

que son las ecuaciones de una recta, cuyos coeficientes angu¬ 
lares son k, V P, \ r q~- I o ecuación del plano conjugado de 
esta dirección es 


V V V 
V 


«’Vfl 


k = i) 


ó — 

y/'v 


= /c 


V <7 


es decir el plano dado; luego el teorema está probado. 


Si tomamos coordenadas homogéneas, las ecuaciones del plano y del 
paraboloide se escriben en la forma 

•4= _-£==« ; (-*=-M (-?= + • 

V p V q > V p V 9 / \ V p V?; 

y se ve que la recta impropia de ecuaciones 


= kt 


t = ü 


v D 


\ U 


está situada en ambas superficies; luego el paraboloide y el plano asín- 
tótico tienen además comunes una recta impropia. 

Tomemos ahora como sistema de coordenadas el formado 
por dos planos asintóticos no paralelos que serán los planos 
X'Y' y X'Z' y como plano Y'Z' el plano tangente al paraboloi¬ 
de en el extremo del diámetro común a los dos primeros planos. 

La ecuación del paraboloide respecto de este sistema será 
una ecuación de segundo grado. El eje O'Y' situado en el plano 
tangente será la tangente a la curva sección del paraboloide 
en el plano X'Y', pero como este plano es asintótico, la sección 
que él produce en el hiperboloide es una recta (teorema 15) ; 
luego dicha sección es el eje O'Y'. Si en la ecuación general 
de segundo grado hacemos z' — 0 (cortamos por el plano XY) 
y expresamos que la sección es el eje O Y, obtenemos la anula¬ 
ción de los términos en x' 2 , y' 2 , x'y', y' y el independiente. 
Haciendo el mismo razonamiento con la sección del plano X'Z' 
se ve que también se anulan los términos en z' 2 , x'z' y z', luego 
sólo quedan los términos en y'z' y x'; la ecuación toma por lo 
tanto la forma 

[24] ay'z' -f- bx' = 0 ó y'z' = kx’ 

y siempre se puede suponer k positivo, cambiando si fuese ne¬ 
cesario el sentido de uno de los ejes. La ecuación [24] es por 
lo tanto la ecuación del paraboloide hiperbólico referido a dos 
planos asintóticos y al plano tangente al paraboloide en el ex¬ 
tremo del diámetro común a los dos planos asintóticos. 

Utilizando ahora las ecuaciones [23] y [24]. y razonando 
de la misma forma que hicimos en el caso del paraboloide elíp 
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tico para obtener los teoremas 7 y 8, se demuestran los si¬ 
guientes teoremas: 

Teor. 16. Las secciones del paraboloide hiperbólico por 
planos no paralelos a la dirección de los diámetros, son cónicas 
del género hipérbola cuyo centro está en el diámetro conjugado 
de la dirección del plano. 

Cuando el plano sea tangente, el centro pertenece a la có¬ 
nica y por lo tanto es una hipérbola degenerada, es decir, un 
par de rectas; luego: 

Corolario. La sección de un paraboloide por un plano tan¬ 
gente es un sistema de dos rectas. 

Teor. 17. Las secciones del paraboloide hiperbólico por 
planos diametrales no asintóticos son parábolas cuyos diáme¬ 
tros son paralelos a los del paraboloide. 


9. Propiedades métricas del paraboloide hiperbólico. — Con 

un razonamiento completamente análogo al empleado en el 
n? 5 se prueba que un paraboloide hiperbólico puede siempre 
referirse a un sistema de tres ejes rectangulares OX, OY y OZ 
de forma que su ecuación sea 



en donde p y q son números positivos que se denominan pará¬ 
metros del paraboloide; el único vértice es el origen, y los 
planos, ejes y secciones principales se definen como en el elip¬ 
soide. 


Como (teoremas 15, 16 y 17) ninguna sección plana del pa¬ 
raboloide hiperbólico es del género elipse, tampoco puede te¬ 
ner secciones circulares; luego el paraboloide hiperbólico no 
puede ser nunca una superficie de revolución. Si p = q, se dice 
que el paraboloide es equilátero. 

Finalmente el teorema 10 se extiende al paraboloide hiper¬ 
bólico, y con la misma demostración se tiene 

Teor. 18. En un paraboloide hiperbólico los únicos planos 
diametrales perpendiculares a su dirección conjugada son los 
principales. 


§ 42. CUÁDRICAS EN GENERAL 


1. Estudio de las cuádricas por el método de formación de 
cuadrados. — En el § 39-1, dimos la definición general de cuá- 
drica y la forma de su ecuación geneial. También dimos allá 
dieciséis formas de ecuaciones de cuádricas que eran las gene¬ 
ralizaciones inmediatas de las ecuaciones reducidas de las có¬ 
nicas. Hemos hecho ya el estudio de las cuádricas más im- 
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portantes (elipsoides, hiperboloides, paraboloides y conos). Los 
otros tipos no merecen interés especial; limitémonos a señalar 
que el estudio de los cilindros se reduce al de las cónicas sec¬ 
ciones de ellos por un plano. 

El estudio de las cuádricas definidas por su ecuación ge¬ 
neral se puede hacer, como en el caso de los cónicas (§ 20 - 2 ), 
por el método de formación de cuadrados. 

Consideremos la cuádrica de ecuación 

[11 ax 2 - 1 - by- 4 cz 2 4 2 hxy 4 2 fyz 4 2gxz 4 2 Ix 4 

4 2 my 4 2 nz + d — 0 

y consideraremos dos casos posibles. 

A) Por lo menos uno de los tres coeficientes a, b, c es dis¬ 
tinto de cero; supondremos c=j =0 (los otros casos, tratándose 
de manera idéntica o por permutación de las variables). 

Multipliquemos la ecuación de la cuádrica por c. Reunamos 
los términos en z y formemos el cuadrado de ellos. Tendremos 

acx 2 + bey- 4 c-z- 4 2 chxy 4 2 cfyz 4 2 cgxz 4 2 clx 4 

-I- 2 cmy 4 2 cwz -f- cd = 0 

{gx 4 fy 4 cz 4 n ) 2 -f (ac — g-)x- + (be — f 2 )y 2 4 
4 2 (ch — gf)xy + 2 (el — ng)x 4 2 (cm — nf)y -f 

-I- cd — n- = 0 . 

Llamemos 

a' = ac — g 2 , V — be — f 2 , h' = ch — gf , 

.</' = el — vg , f' = cm — nf , c' = cd — n 2 , 

la ecuación toma la forma 

[ 2 ] (gx-\-fy-\-cz-\-n) 2 -f- (a'x 2 + b'y 2 -\-2h'xy + 

+ 2g'x + 2f'y + c') = 0 . 

Pero el segundo paréntesis es la ecuación general de una 
cónica a la que podemos aplicar los resultados ya obtenidos en 
el § 20-2. De acuerdo a lo ya establecido consideraremos varios 
casos distintos, todos ellos dentro del caso general A). 

Ai) a' =}= 0 ; 8 ' = a'b' — h' 2 4 = 0 . 

En este caso el segundo paréntesis de la ecuación [2] pue¬ 
de, después de multiplicarla por a' y por 8 ', ponerse en la for¬ 
ma [4] del § 20 (o en una equivalente, permutando la x por 
la y) ; luego la ecuación [ 2 ] puede ponerse en la forma 

[3] 8 'a' (gx 4 fy 4 cz 4 n) 2 -f 5' (a'x 4 h'y 4 g') 2 4 

+ (5'2/-t-?/)= — l' 2 + 8V = 0. 

Los tres planos de ecuaciones 

gx +fy+cz + n= 0 ; a'x 4 h'y + g' = 0 ; b'y -f X' = 0 

se^ cortan en un solo punto (los dos últimos son paralelos a 
OZ y no paralelos entre sí, el primero no es paralelo a OZ), 
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fuego podemos tomarlos como nuevos planos coordenados de 
un nuevo sistema de ejes. En éste la ecuación [3] tomará la 
forma 

[4] Ax 2 + B y 2 + Cz 2 + D = 0; A 4= 0; B±0; C 4= 0. 

Si es D=h0, podemos suponerlo igual a —1, la ecuación to¬ 
mará la forma 

Ax 2 4- B y 2 -f Cz 2 — 1 =0 

que representa (§ 39-1) un elipsoide, si los tres coeficien¬ 
tes A, B y C son positivos; si los tres son negativos, un elip- 
soidesoide imaginario ; un hiperboloide de una hoja si son dos 
negativos y uno positivo, y un hiperboloide de dos hojas si son 
uno negativo y dos positivos. Si es D = 0, obtenemos un cono 
real, si dos coeficientes son del mismo signo y el otro de signo 
contrario; y un cono imaginario si los tres tienen el mismo 
signo. 

Si fuese a' = 0, b' 4 = 0, basta cambiar la x por la y. 

Ao) a' = b' = 0; h' 4 ^ 0; entonces es 8' 4 = ó. 

En ese caso vimos que el segundo paréntesis de la ecua¬ 
ción [2] puede ponerse en la forma [7] del § 20. La ecuación 
[2] toma ahora la forma 

(gx 4- fy + cz + n) 2 ■\-2(k'x-\- /') (y 4 - g'h') — 


+ c' = u 


y haciendo un cambio de coordenadas como en el caso anterior 
se reduce a la 

[o] Az 2 4- Bxy + D = 0. 

Siempre podemos suponer A positivo y, cambiando la orien¬ 
tación de un eje si fuese necesario, B negativo. Entonces si 
D = 0, la superficie es un cono real ([20'] del § 40) ; si D es 
negativo, entonces dividiendo por —D nos queda la ecuación 
de un hiperboloide de una hoja; si D es positivo, se divide por 
D y nos queda la ecuación de un hiperboloide de dos hojas 
([19] y [20] del § 40). 

A 3 ) 8 ' = 0; a' =j= 0. (Si fuese a' = 0, b' - j= 0, se cambia la 
x por la y). 

En este caso vimos que el segundo paréntesis de la ecua¬ 
ción [ 2 ] adopta, después de multiplicarlo por a', la forma [ 10 ] 
del § 20. La ecuación [2] toma por consiguiente la forma 

[ 6 ] a '(gx 4- fy 4 cz + n) 2 4 - (a'x 4 h'y 4 g') 2 4 

4 (2 l'y 4 4) = 0 

que, haciendo como en los casos anteriores un cambio de coor¬ 
denadas, puede ponerse en una de las formas 
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[7] Ax 2 4 By 2 4 Cz = 0 , (A 4 0, B 40 , C#0) 

[ 8 ] Ax 2 4 By 2 4 C = 0 , (A^O, B + 0) 

según que sea // 4 0 ó V = 0, respectivamente. 

En la ecuación [7] podemos suponer siempre A positivo, e 
invirtiendo si fuese necesario, el sentido de los ejes, C nega¬ 
tivo; entonces, según que B sea positivo o negativo, la ecua¬ 
ción es la de un paraboloide elíptico o un paraboloide hiper¬ 
bólico. 

Supongamos ahora que en la ecuación [ 8 ] sea D 4 0; lo 
podemos suponer igual a 1 ; entonces la ecuación [ 8 ] es: si 
A y B son los dos negativos, la de un cilindro elíptico real 
([2] del § 39) ; si los dos son negativos, la de un cilindro elíp¬ 
tico imaginario ([3] del § 39); y si son de signo contrario, 
un cilindro hiperbólico ([4] del § 39). 

Si fuera en [ 8 ] D = 0, la ecuación representaría: si A y B 
son del mismo signo, dos planos imaginarios conjugados que 
se cortan ([5] del § 39), y si son de signo contrario, dos pla¬ 
nos reales que se cortan ([ 6 ] del § 39). 

Los tres casos A,), A¡.) y A s ) son todos los casos que se 
pueden presentar, según vimos en el n 9 2 del § 39, si el segun¬ 
do paréntesis de [ 2 ] es un polinomio de segundo grado; cabe 
ahora un cuarto caso, que dicho polinomio sea de primer gra¬ 
do, es decir 

A„) a' = b' = h’ = 0 . 

La ecuación [2] toma entonces la forma 

(gx - 1 - fy 4 - cz + n) 2 4 (2 g’x 4 2 f'y 4 c') = 0 

oue, haciendo como en los casos anteriores un cambio de coor¬ 
denadas, puede ponerse en una de las dos formas 

[9] x 2 -j- Ay = 0 , si es g' 4 0 ó /' 4= 0 

r 10] x 2 4 A = 0 , si es g’ = /' = 0 ; 

la ecuación [9] es la de un cilindro parabólico ([7] del § 39), 
y la [10] es la de dos planos paralelos, reales si A < 0, y si 
A>0 imaginarios ([ 8 ] del § 39); A = 0, la ecuación es la 
de un plano real doble ([9] del § 39). 

Pasemos ahora al segundo caso general: 

B) a = b — c = 0. 

Para que la ecuación sea de segundo grado, uno de los tres 
coeficientes h, f ó g tiene que ser distinto de cero. Suponga¬ 
mos /z -4 0 (los otros casos se tratan en forma idéntica o por 
permutación de variables). La ecuación [2] tiene ahora la 
forma 

[ 11 ] 2 hxy 4 2/?/2 4 2 gxz 4 2lx 4 2 my 4 2nz 4 d = 0 

que puede escribirse también de la manera siguiente: 
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2 { X 4 ~-z 4 (ky -!- gz 4 l) 


+ 2¡n 


mg 


tn 

X z ~ 4 

£L- o 

h 


(basta efectuar operaciones en la segunda ecuación para ob¬ 
tener su identidad con la primera). Llamando 


a' = 


h 


b' = 


h I ’ e 


mi 

X 


[ 11 ] adopta la forma 


[ 12 ] 


2 ( x + 2 4 ^-)(% 4 gz 4 1 ) 4 


4 a'z 2 4 2b'z 4 c' 


Distinguiremos ahora cuatro casos: 

Bj) a' 4 = 0 . La ecuación [12] puede ponerse entonces, mul¬ 
tiplicando por a', y formando el cuadrado de los términos en 
z, en la forma 

2a ' ( x 4 X 2 4 "X) ^ + gz + + ( a ' z + 2 + 


r/.' 


a r c 


b r¿ = O 


y haciendo un cambio de coordenadas toma la forma 


Axy 4 B 2 2 4 C = 0 , (A 4=0, B#=0) 

que no es otra que la [5] ya estudiada. Tenemos entonces un 
cono real, un hiperboloide de una hoja o un hiperboloide de 
dos hojas. 

B 2 ) a' = 0; b' 4 0. 

Haciendo un cambio de coordenadas la ecuación [121 toma 
la forma 

Axy 4 B 2 = 0 , (A 40 , K40) 

que representa ([24] del § 41) un paraboloide hiperbólico. 

B s ) a' = b' = 0; c'4 0. 

Haciendo un cambio de coordenadas la ecuación [12] toma 
la forma 

Axy 4 B = 0 , (A 40 , B=M) , 

que representa un cilindro (por faltar la 2 en la ecuación) 
hiperbólico (por ser la cónica de ecuaciói Axy 4 B = 0 una 
hipérbola). 


B 4 ) a’ = b’ = c' = 0. 
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Haciendo un cambio de coordenadas la ecuación [12] toma 
la forma 

A xy = 0 , (A =/= 0) 

que representa dos planos (el YZ y el XZ). 

Podemos por consiguiente enunciar ahora el teorema fun¬ 
damental : 

Teorema 1. Una ecuación de segundo grado con tres va¬ 
riables en un sistema, de coordenadas cartesianas (ortogonales 
u oblicuas) puede ser la ecuación de las siguientes superficies 
y sólo de ellas: 

a) Un elipsoide (real o imaginario), un hiperboloide (de 
una o de dos hojas) o un paraboloide (elíptico o hiperbólico). 

b) Un cono (real o imaginario). 

c) Un cilindro que puede ser: elíptico (real o imaginario), 
hiperbólico o parabólico. 

d) Dos planos que pueden ser: reales y concurrentes, rea¬ 
les e imaginarios conjugados, reales y paralelos, imaginarios 
conjugados y paralelos o, finalmente, un plano real doble. 

Definición 1. En los casos b), c) y d) la cuádrica se dice 
que es degenerada. 

2. Aplicación práctica del método de formación de cuadrados. — Va¬ 
mos a dar algunos ejemplos para mostrar la forma práctica de aplicar el 
método de formación de los cuadrados. 

I 9 Sea la cuádrica de ecuación 

7x 3 4- 6 y 3 + 5 z 3 — 4 yz — 4a :y — 6 = 0 
multiplicándola por 6 se tiene 

42x 3 + 36y 2 -f 302= — 24 yz — 24 xy — 36 = 0 
y formando el cuadrado 

(6y — 2a; — 2z) 3 + 38a; 3 + 26z 3 — 8xz — 36 = 0 

multiplicándola de nuevo por 26 

26(62/ —2a;—22)= + 988a; 3 + 6762= — 288xz — 936 = 0 

y formando el cuadrado de nuevo 

26 (6y— 2a; — 2z) a + (26z — 4a;) 3 -4- 972a; 3 — 936 = 0 

luego, la cuádrica es un elipsoide, cuyo centro es el origen (intersección 
de ios tres planos de ecuaciones x = 0; 26z — 4x = 0; 6y— 2x— 22 = 0). 
Este último resultado podía verse directamente en la ecuación de la cuá¬ 
drica, ya que ésta no alteraba al cambiar x en — x, y en — y, y 2 en —z. 

2 9 Sea la cuádi'ica de ecuación 

5x 3 — y 3 + z= -f 6xz + 4xy + 2x -f 4y + 6z — 8 = 0 
formando el cuadrado se tiene 

(z + Zx + 3) 3 — 4x 3 — 17 — 16x — y- + 4xy + 4y = 0 
y volviéndolo a formar se obtiene 

(z + 3x-t-3) 3 — (2x — y 4- 4) 3 + 12y — 1 = 0 
luego, la cuádrica es un paraboloide hiperbólico. 
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3>’ Sea la cuádrica de ecuación 

x- — 2 y" + 5xi/ -f xz — vz = u 
formando el cuadrado 



y volviéndolo a formar se tiene 



luego, la cuádrica es un cono real, de vértice el origen (intersección de 
los planos de ecuaciones y = 0; z-|-3y=0; 2x — 5y 4-5 = 0). 

Este resultado podía preverse desde un pricnipio; por ser la ecua¬ 
ción homogénea, tenía que representar un cono de vértice el origen; para 
ver si era real o imaginario bastaba cortarlo por un plano, por ejemplo 
el x = U; la sección en YZ es la cónica de ecuación —2y s — yz = 0, que 
es real (se compone de las dos rectas y = 0 ; z = — 2 y); luego, el cono 
es real. 

4 9 Sea la cuádrica de ecuación 

x 3 -j- 2y 3 4- z 3 — 2yz 4- 2xy + 2x 4 - 2z + 4 = 0 
formando el cuadrado se pone en la forma 

(x 4- y 4- l) a + y 3 4- 3 — 2y + z 3 — 2yz -f 2z = O 
y volviéndolo a formar 

(x -f y 4 - 1) 3 4 - (y_ 2 _l ) 3 4 . 2 = ü 
luego, la cuádrica es un cilindro elíptico imaginario. 

5” Sea la cuádrica de ecuación 

xy + yz — 3xz + 1 = 0 
puede ponerse en la forma 

(x 4- z) (y — 3z) + 3z 3 4- 1 = 0 
luego, la cuádrica es un hiperboloide de dos hojas. 

6 ^ Sea la cuádrica de ecuación 

x 3 — 6 y 3 + 62 3 — xy + 5xz — 5yz — x — 7 y — 4z — 2 = 0 
formando el cuadrado se tiene 



y volviéndolo a formar se obtiene 



luego, la cuádrica se compone de dos planos reales que se cortan, los de 
ecuaciones 

x — 3y + 2z — 2 = 0 ; x + 2y + 3z 1 = o. 

Vemos por estos ejemplos que el método de la formación de los cua¬ 
drados nos da en forma sencilla la clasificación de una cuádrica. Una 
clasificación de las cuádricas análoga a la hecha en el n 0 3 del § 20 se 
puede hacer, y se puede deducir igualmente del método de la formación 
de cuadrados, pero los cálculos s«n muy complicados y la aplicación del 
método muy poco práctica, por lo que nos limitaremos a mencionar la 
existencia de tal método. 
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3. Centro de las cuádricas. — El problema de la determina¬ 
ción de ios centros de una cuádrica dada por su ecuación ge¬ 
neral 

[13] í (*, y, z) = ax 2 + by- + cz 2 4- 2 hxy + 2 fyz 4 2 gxz + 

- u 2 lx ~r 2 my + 2 nz + d = 0 

.-o hace exactamente en la misma forma que en el caso de las 
cónicas (n 9 5 del § 20), con la diferencia que en vez del sis¬ 
tema [16] allí obtenido, de dos ecuaciones con dos incógnitas, 
obtenemos aquí el sistema 

f <LX + hy + gz + l =0 

[14] hx + by -f fz + m = 0 

<jx -f fy + cz + n =0 

cuya solución da el centro o los centros de la cuádrica. El pro¬ 

blema equivale geométricamente a determinar los puntos de 
intersección de tres planos; por lo tanto caben las siguientes 
posibilidades: 

1) Los tres planos se cortan en un solo punto; la superfi¬ 
cie tiene un solo centro. Tal es el caso del elipsoide, de los hi¬ 
perboloides y del cono. 

2) Los tres planos son paralelos a una misma recta; la cud- 
drica carece de centros. Tal es el caso de los paraboloides. 

3) Los tres planos pasan por la misma recta: la cuádrica 
tiene una línea de centros. Tal es el caso de los cilindros defi¬ 
nidos por una cónica con centro. 

4) Los tres planos son paralelos; no hay centros. Tal es el 
caso de los cilindros parabólicos. 

5) Los tres planos están confundidos. Hay un plano de 
centros. Tal es el caso de las cuádricas formadas por dos pla¬ 
nos paralelos. 

Se suele denominar a las superficies de estos cinco tipos, 
superficies de primera, segunda, tercera, cuarta y quinta clase. 

Si consideramos un sistema de ejes paralelos a los dados y 
llevamos el origen al centro de la cuádrica (si existe), se ve, 
igual que en el caso de las cónicas, que la ecuación [13] toma 
ahora la forma 

[14'] ax' 2 + by' 2 + c ¿' 2 + 2hx'y' + 2 fy'z' + 2 gx'z' + 

+ f(x 0 ,y 0 ,z 0 ) = o 

que es la que se denomina ecuación en el centro de la cuádrica. 

Esta superficie será un cono si se tiene f (z 0 , 2/o, z 0 ) = 0 ; re¬ 
cíprocamente, si la superficie es un cono, su vértice es centro 
de la cuádrica; luego se tiene el siguiente teorema: 

Teor. 2. Para que una cuádrica sea un cono es necesario 
y suficiente que tenga por lo menos un centro y que este cen¬ 
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tro esté en la cuádrica. (Hay que observar que las cuádricas 
formadas por dos planos que se cortan y las formadas por un 
plano doble son casos particulares de conos). 

Ejemplo. Sea la cuádrica de ecuación 

x 1 + 3 y° + 4yz — 6x + 8y -f 8 = 0 ; 

las ecuaciones que determinan el centro son 

x — 3 = 0 ; 3y + 2z + 4 = 0 ; 2 y = o 

y la solución de este sistema es x — 3, y = 0, z = —2; luego, el centro 
es el punto (3, 0, —2). La ecuación en el centro de esta cuádrica es 

x’° + 3y ,a + 4 y’z' — 1 = ü. 

4. Planos diametrales en las cuádricas. — El problema de 
la intersección de la cuádrica de ecuación [13] con una recta 
de ecuaciones 

[15] x = x 0 + pl ; y = y 0 -\- ql ; z = z 0 -r r>. 

conduce, por un razonamiento idéntico al hecho en el caso de 
las cónicas, a la resolución de la ecuación 

[16] l 2 a (p, q, r) + X ( pf' x (x 0 , y 0 , z 0 ) + 

+ qf'v(xo,Vo,z 0 ) + rf' s (x 0 ,yo,z 0 )) + f(x 0 ,y 0 ,z 0 ) = 0 

(análoga a la ecuación [19] del § 20), en donde a(x, y, z) de¬ 
signa el conjunto de los términos de segundo grado de [13]. 

Def. Una dirección de coeficientes directores p, q, r se di¬ 
ce que es una dirección asintótica de la cuádrica de ecuación 
[13] si se tiene a(p, q, r)=0. 

Cuando al determinar los centros la superficie no resulte 
de primera clase es fácil clasificarla. 

Si es de segunda clase ha de ser un paraboloide; cortán¬ 
dolo por un plano coordenado no paralelo a la recta a la que 
son paralelos los planos [14], según que la sección sea una có¬ 
nica del género elipse o una del género hipérbola, el parabo¬ 
loide será elíptico o hiperbólico (teoremas [7] y [16] del § 41). 

Si es de tercera clase, se la corta por un plano coordenado 
no paralelo a la línea de los centros, y la clase de la sección 

nos determinará la clase del cilindro. Si es de cuarta clase, es 

un cilindro parabólico, y si es de quinta basta cortarlo por un 
plano no paralelo al plano [14] para ver si los dos planos que 
constituyen la superficie son imaginarios o reales, distintos o 
confundidos. 

Ejemplo. Sea la cuádrica 2^ del n 9 2. 

Los planos para determinar el centro son 

i 5x + 2y + 3z + 1 = 0 

< zx — y 4- 2 = ü 

I 3s + 2 + 3 = 0. 
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Se ve que el sistema no tiene solución, puesto que reemplazando en 
»a primera y tercera ecuaciones el valor de y obtenido de la segunda, e- 
eistema 

9a: + 32 + 5 = 0 
3x + 2 + 3 = 0 

es incompatible. 

Los planos no son paralelos; luego, la cuádrica es de segunda clase; 
cortemos por el plano a; = 0; tenemos la ecuación 

— y* + 2 a + Ay + 62 — 8 = 0 

que por ser ó < 0, es una cónica del género hipérbola. La cuádrica es, 
por lo tanto, un paraboloide hiperbólico. 

Cuando la dirección es asintótica, la ecuación [16] es de 
primer grado; luego, una recta paralela a la dirección asintó¬ 
tica corta a la cuádrica en un solo punto, o no la corta, o está 
contenida en ella. La definición que hemos dado comprende, 
por lo tanto, a la dada anteriormente para los hiperboloides 
y el paraboloide hiperbólico. 

Def. 2. El cono de ecuación a(x, y, z)= 0, que está forma¬ 
do por las paralelas a las direcciones asintóticas por el origen, 
se denomina cono asintótico de la cuádrica. En algunas ocasio¬ 
nes conviene tomar como vértice otro punto cualquiera del es¬ 
pacio y el cono se denomina cono asintótico por ese punto. 

Dada una dirección no asintótica, la ecuación [16] es siem¬ 
pre de segundo grado; luego, todas las paralelas a la dirección 
determinan cuerdas (de extremos reales y distintos, o reales y 
confundidos o imaginarios conjugados). Se demuestra, igual 
que en el caso de las cónicas, que el lugar de los puntos medios 
es un plano que se denomina plano diametral conjugado de 
la dirección y cuya ecuación, que se deduce como la ecuación 
[20] del § 20, es 

[17] pf' x (x,y,z) -f qi' v (x,y,z) 4 rt ' z ( x , y,z) = 0 

siendo p, q y r los coeficientes directores de la dirección. 
Desarrollando [17] se tiene 

[18] (ax 4 hy + gz + l)p 4 - (hx + by 4 fz 4 m)q 4 - 

H- (ff* + fv + cz -f n)r = 0 

y ordenándola con respecto de x, y, z y multiplicando por 2 
queda 

(2ap 4 2hq + 2gr)x 4 (2hp + 2bq-\- 2fr)y + 

+ (2 gp 4 2fq 4 2 rc) e -f 2pl 4 2 qm 4 2 rn = 0 

que puede escribirse 

[10] Xa’ x (p, q, r) + ya\(p, q, r) 4 za'-(p, q, r) -+ 

+ 2 pl 4- 2 qm 4 2 rn = 0. 

La ecuación [18] nos muestra que la ecuación de todo pía- 
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no diametral es una combinación lineal de las ecuaciones de 
i los tres planos que definen el centro; luego tiene los puntos 

• que tengan comunes estos planos y es paralelo a las rectas y 

planos a que sean paralelos los otros tres planos; luego se 
tiene: 

Teor. 3. Los planos diametrales de una cuádrica de pri¬ 
mera clase pasan por el único centro; los de una de segunda 
clase son paralelos a una recta; los de una de tercera clase pa¬ 
san por la línea de los centros; los de una de cuarta clase son 
, paralelos entre sí, y en una superficie de quinta clase hay un 

solo plano diametral. 

i El concepto de piano diametral puede tomarse como base 

para demostrar el teorema 1 y para clasificar una cuádrica. 

Consideremos una recta paralela a una dirección no asin¬ 
tótica de una cuádrica y tomémosla como eje OX de un nuevo 
i sistema de coordenadas siendo el plano OZ el plano diametral 

conjugado de esta dirección. 

Siendo YOZ el plano diametral conjugado de OX la ecua¬ 
ción de la superficie no se ha de alterar al cambiar x en — x, 
luego sólo contiene potencias pares de x, es decir, es de la 
forma 

| [20] Ax 2 -f- g(y,z) — 0. 

j. Si A = 0, tenemos la ecuación de un cilindro. Si g(y,z), 

es un polinomio de segundo grado; g(y,z)=0 es ecuación de 
una cónica que puede, por un cambio conveniente de ejes OY 
y OZ, ponerse en una de las formas siguientes: 

i By 2 + Cz- 4 D = 0 (B 4= 0, C =4 0) 

By- + Cz = 0 (B 4= 0, C 4= 0) 

By- 4 C = 0 (B =}= 0) 

luego la ecuación de la cuádrica puede adoptar las formas 

[21] Ax 2 -]- By 2 4- Cz 2 4 D = 0 (A 4=0, B 4=0, C + 0) 

[22] Ax 2 4 By 2 4 Cz = 0 (A 4= 0, B4=0, C4=0) 

[23] Ax 2 By 2 4- C = u (A 4=0, B=j=0) 

y también cabe el caso de que g(x,y) sea de primer grado, 

tomándola como eje OZ la ecuación de la cuádrica será 

; [24] A.r 2 4 By = 0 (A 4= 0) 

* y finalmente si g(x,y) es constante la ecuación será 

[25] Ax 2 4 B = 0 (A # 0). 

Las ecuaciones [21], [22], [23], [24] y [25] no son otras 

f que las ecuaciones [4], [7], [ 8 ], [9] y [10] encontradas en el 

I n Q X, lo que prueba nuevamente el teorema fundamental. 
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5. Planos y direcciones principales. Ecuación en S. — Con¬ 
sideraremos en esta teoría, únicamente sistemas de coordena¬ 
das cartesianas ortogonales. 

Def. 3. Se denomina plano principal todo plano diametral 
perpendicular a su dirección conjugada; esta dirección se lla¬ 
ma entonces dirección principal. 

Dada una dirección cualquiera de coeficientes p, q y r, su 
plano diametral conjugado es el plano de ecuación [19]; un 
plano perpendicular a la dirección tiene como ecuación 

[26] xp + yq + zr + k = 0 , 

luego, para que [19] y [26] sean paralelos, tienen que ser pro¬ 
porcionales sus coeficientes, es decir, tiene que haber un coe¬ 
ficiente 2S no nulo tal que 

[27] a' p (p, q, r) = 2Sp ; a', (p, q, r) = 2Sq ; 

a ' T (P,Q,r) = 2Sr. 

Por lo tanto la condición para que una dirección sea per¬ 
pendicular a su plano diametral conjugado es que se cumplan 
las relaciones [27] para un valor de S no nulo y para valores 
de p, q y r que no sean nulos simultáneamente. Desarrollando 
las ecuaciones [27] se tiene 

ap + hq -j- (jr = Sp 

[28] hp + bq -f fr = S q 

9P + fQ + cr = S r. 

Pero este sistema es un sistema de ecuaciones lineales y ho¬ 
mogéneas en p, q y r; para que admita una solución distinta 
de p = q = r = 0 es necesario y suficiente que el determinante 
de los coeficientes sea distinto de cero; por consiguiente el pro¬ 
blema se reduce a encontrar una raíz distinta de cero de la 
ecuación en S, 

a — S h g 

[29] h b — S / = 0. 

9 f c —S 

Ésta es una ecuación de tercer grado que desarrollada to¬ 
ma la forma 

[30] S 3 — (a-}-& + c)S 2 + 

+ (ab + ac-h6c — /i 2 —/- —£ 2 ) S — A = O 

en donde A, término independiente, se obtiene haciendo S = o 
en [29]. 

Toda ecuación de tercer grado tiene siempre una raíz real; 
si ésta no es nula, entonces el problema está resuelto; reem¬ 
plazando la raíz S t en las ecuaciones [28] y resolviendo el sis¬ 
tema, tenemos una dirección principal. 
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Ahora bien, puede probarse que la ecuación en S admite 
siempre una raíz real no mda; luego: toda cuádrica admite 
por lo menos una dirección principal. Es claro, por otra parte, 
que este método nos da siempre todas las direcciones princi¬ 
pales que existan. 

Puede todavía presentarse la objeción de que el método da también 
los planos asintóticos conjugados de una dirección asintótica. Vamos a 
ver cómo puede levantarse esta objeción. Si p, q y r fueran coeficientes 
de una dirección asintótica y soluciones de [27], se tendría, aplicando el 
teorema de Euler de las funciones homogéneas, 

0 = a (p,q,r) = h [pa\(p,q,r) + qa\(p,q,r) -f ra' r (p, g,r)] = 

= 8(^4- g s + r»), 

lo que es absurdo, pues ninguno de los dos factores del último miembro 
pueden ser nulos. 

Ejemplos: 1. Sea la cuádrica cuya ecuación en un sistema de coor¬ 
denadas cartesianas rectangulares es 

** + 3 y- -f 4yz — 6z + 8j/ 4- 8 = 0. 

Su ecuación en S es 

1 —S 0 0 

0 3 —S 2 = (1 — S) (— 3S + S ! — 4) = ü 

0 2 —S 

que admite las raíces 1, —1 y 4. 

Las ecuaciones [28] son en este caso 

P ~ Sp = 0 ; (3 — S)q + 2r=0 ; 2q — S = U 

que para S = l, S = — 1, S = 4 nos dan los sistemas 

p + p = 0 ; p + p = 0 ; p — 4p = 0 

2q + r = 0 ; 4q + 2r = 0 ; — g + 2r = 0 

2 q — r = 0 ; 2q -j- r = 0 ; 2q — 4r = 0 

luego, las tres direcciones principales que existen son (salvo un factor de 
proporcionalidad), 

p, = 1 , q, = 0, r, = 0; }h = 0, q, = 1, r 3 = — 2; 

Pt =0, <73 = 2, r, = 1. 

Si referimos la cuádrica a su centro, que es el punto (3, 0, —2), 
solución de las ecuaciones 

* — 3 = 0 ; 3j/ + 2z-|-4 = 0 ; 2y = 0 , 

las rectas paralelas a las direcciones principales por el centro serán los 
ejes de la cuádrica. Dichos ejes son en este caso los de ecuaciones 

1 / V = 0 2 I x = 3 3 í * = 3 

l * = — 2 X y + 2z = — 2 [ y — 2 z — — -4 

2. Consideremos ahora el elipsoide de revolución 

** + 1/* + 8*» = í . 

su ecuación en S es 

1 — S 0 0 

0 1 — S 0 =0 

0 0 3 —S 
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que tiene la raíz s'mple S = 3 y la doble S = 1. Las ecuaciones [28] 
son en este caso 

Pd — S) = 0 ; g(l — S)=0 ; r(3 — S) = 0 

que para la raíz S=3 nos dan p = 0, q = 0, es decir, la dirección del 
eje OZ; la raíz doble sólo impone la condición r— 0, pudiendo ser p y q 
cualesquiera, es decir, obtenemos todas las paralelas al plano XY, es de¬ 
cir, todas las direcciones principales. 

3. Considérese una esfera cualquiera y véase que el método de la 
ecuación en S da una raíz triple que deja completamente indeterminadas 
las direcciones principales, es decir, que lo son todas. 

Los ejemplos 2 y 3 son casos particulares de los dos teoremas si¬ 
guientes que nos limitaremos a enunciar: 

TEOR. 4. La condición necesaria y suficiente para que una cuádrica 
sea de revolución es que su ecuación en S admita una raíz doble no nula. 

Teor. 5. La condición necesaria y suficiente para que una cuádrica 
por S la ecuación [30] queda de segundo grado 
sea una esfera es que su ecuación en S admita una raíz triple . 

Nota. Vamos a demostrar que la ecuación en S admite siempre una 
raíz real no nula. Si admitiese una raíz nula sería A — 0 y dividiendo 

S J — (a -|- b -f- c) S — (ab + ac + be — h 2 — f 2 — g z ) = 0 

cuyo discriminante es 

a? + í> 2 -f cr — 2 ab — 2 be — 2ac -f 4 Ir + 4 p + 4g 2 . 

Si los tres coeficientes a , b y c, son de. mismo signo, todos los términos 
son positivos; luego el discriminante es positivo. En caso contrario hay, 
por lo menos, dos que son de signo contrario, por ejemplo a y ó, el discri¬ 
minante puede escribirse en la forma 

(c — a—b) 2 — 4 ab 4- 4 h* + 4 p + 4 g z 

que es también positivo por serlo todos sus sumandos. 

Luego, la ecuación admite dos raíces reales. Éstas no pueden ser las 
dos nulas; pues entonces serían nulos el coeficiente de S y el término 
independiente y tendríamos 

a + b + c = 0 

ab + ac + be — h 2 — f* — g Q = 0 

elevando al cuadrado la primera, multiplicando la segunda por 2 y res¬ 
tando se tiene 

a? 4 - b 2 + c 2 + 2 h 2 + 2f 4- 2g 2 = 0 

luego tienen que ser nulos a, b y c , h, f y g, lo que es imposible por ser 
la ecuación de la cuádrica de segundo grado. 


6. Generatrices rectilíneas de las cuádricas. — La ecuación 
del hiperboloide de una hoja puede escribirse así: 



O bien: 


fJL _ i fJL + ! 1 = L* _ LA L£_ 4 . JLl 

' . & \ a J \.c b J \ c ‘ b j 

Escrita en esa forma aparece como producto de las ecua¬ 
ciones : 
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[32] 


1 = \ -< 


í z 


l 


L a 


+ 1 « 


cualquiera que sea el parámetro i. Al variar l cada una de es¬ 
tas ecuaciones representa un haz de planos y sus interseccio¬ 
nes son rectas situadas en la superficie, puesto que la ecuación 
[31] se satisface para las soluciones comunes a éstas, ya que 
es el producto de ambas. 

Def. 4. Resulta, pues, un sistema de infinitas rectas situa¬ 
das en la cuádrica y el conjunto de todas se llama haz alabeado 
de segundo orden. 

Análogamente, como [31] es el producto de las ecuaciones 


[33] 


"T - 1 = f 

t-*r+ i)-l- 


resulta otro haz alabeado sobre la superficie. 

Fijado un punto (Xo,y 0 ,z 0 ) en la superficie, las ecuaciones 
[32] determinan un valor de 


A = 


~ + 1 


el cual determina una generatriz del primer sistema que pasa 
por él y, análogamente, resulta una generatriz del segundo sis¬ 
tema. En consecuencia: 

Teor. 6. El hiperboloide de una hoja contiene dos haces 
de generatrices rectilíneas y por cada punto de la superficie 
pasa una de cada sistema, las cuales determinan el plano tan¬ 
gente en dicho punto. 

Análogamente, la ecuación del paraboloide hiperbólico 


puede escribirse así: 


[34] 


z = 


í- 

l a 


y es por tanto el producto de estas dos: 
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que definen un haz alabeado de rectas situadas en la superficie 
y asimismo es el producto de estas otras dos: 



que definen otro haz alabeado: 


Lo mismo que en el caso anterior, por cada punto del pa¬ 
raboloide pasa una generatriz de cada sistema; pero hay una 

diferencia notable y es que todas las rectas [35] son paralelas 
al plano 



y todas las rectas [36] son paralelas al piano 



Parece, pues, natural considerar la recta impropia del plano [37] 
como formando parte del segundo sistema, puesto que corta a todas las 
del primero, y a la recta impropia del plano [38] como perteneciente al 
pumer haz, puesto que tiene un punto común con cada ur.a del segundo. 


Def. 5. Se denominan alabeadas las cuádricas que contie¬ 
nen generatrices rectilíneas; entre ellas figuran el hiperboloide 
de una hoja y el paraboloide hiperbólico. 

L1 elipsoide carece de generatrices rectilíneas por ser fini¬ 
to, y también carece de ellas el hiperboloide de dos hojas y el 
paraboloide elíptico, por existir planos que no contienen pun¬ 
tos de la superficie ni propios ni impropios (por ejemplo, to¬ 
dos los planos z = k siendo k < 0 para el paraboloide, o bien 
— c < k < c para el hiperboloide \ 

Propiedades. — Dando a Á un valor cualquiera, si M es el 
punto en que el plano del primer haz corta a la segunda recta 
y N el punto en que el plano del segundo haz corta a la pri¬ 
mera, la intersección es MN. Al variar los planos varían los 
puntos M y N y por tanto resultan dos rectas cruzadas. En 


i 

5 41 . 


Para el paraboloidt h perbjlico damcs una demos] ración analítica en 
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efecto, si MN y M'N' estuvieran en un plano, también lo esta¬ 
rían las dos aristas MM' y NN'. 

Por consiguiente: Dos generatrices de un mismo haz no se 
cortan. 

En cambio, como las ecuaciones [32] y [33] no son indepen¬ 
dientes, pues el producto de las dos primeras es idéntico al pro¬ 
ducto de las dos segundas (o sea la ecuación [31]), una de 
ellas es consecuencia de las otras dos y por tanto las coorde¬ 
nadas del punto que satisfaga a tres de ellas satisface también 
a la cuarta. Es decir: Dos generatrices de distinto haz tienen 
un punto común. 

Dadas tres generatrices de un sistema, las del otro quedan 
determinadas por la condición de cortar a estas tres. 

Sea un punto de la generatriz c, los planos Pa y P& deter¬ 
minan una recta que pasa por P y cortan a las a y ó en puntos 
propios o impropios. 

Por cada punto de cada una de las rectas a, b, c pasa, pues, 
una sola generatriz del otro sistema. 

Recíprocamente, dadas tres rectas cualesquiera que se cru¬ 
zan dos a dos se obtiene fácilmente la ecuación de la cuádrica 
que se determina, como indica el siguiente ejemplo. 


Ejemplo. Sean las generatrices dadas 

x = 0 ; í - 1 ; x + y = Z 

y = 0 ; y = z , z = u. 

Para que la recta 

[39] » = **+’ 

L J x = ax + p 

corte a la primera, es preciso que las ecuaciones az + p = 0, bz + p = 0 
tengan una solución común, o sea: 

[40] aq = bp. 

Para que corte a la segunda es preciso que sean compatibles las ecua¬ 
ciones 

az + p — 1 = 0 ; (b — 1 )z + q = 0. 

O sea aq = (6 — 1) (p — 1). 

Y teniendo en cuenta la [40]: 

[41] b + p = 1. 

Para que corte a la tercera es preciso que sean compatibles las ecua¬ 
ciones: 

[42] ( a + b)z + p -¡- q = 2 ; z = 0 p + q = 2. 


Eliminando a, b , p, q entre las cinco ecuaciones [39], [40], [41] re¬ 
sulta una ecuación en x , y, z que -se satisface para las coordenadas de 
todos los puntos de todas las rectas [39] secantes de las tres dadas, y es 
por tanto la ecuación del lugar geométrico formado por todas esas se¬ 
cantes. 

Dicha eliminación se hace cómodamente despejando a, 6, p , q de las 
cuatro ecuaciones lineales y sustituyendo en la [40], que es de segundo 
grado. Así resulta la ecuación de la cuádrica 


y" -f- xy -+■ xz — yz — 2 y = 0. 
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Otro método más rápido pero que no pone de manifiesto su estruc¬ 
tura reglada es el de coeficientes indeterminados, partiendo de la ecua¬ 
ción general e imponiéndole las condiciones de contenei a las tres rectas 
dirctrices dadas. 


7. Secciones circulares. —• Consideraremos únicamente coor¬ 
denadas ortogonales. 

La sección plana de una cuádrica es una cónica propia o 
degenerada. En efecto, adoptando ese plano como coordenado, 
es decir z — 0, la ecuación general de la cuádrica 

[43] ax- -|- by- + cz- 4 2 hxy -j- 2 fyz + 2 gxz 4- 

+ 2 Ix + 2 my + 2 nz + d = 0 

da, como ecuación de la sección por el plano xy, la siguiente: 

[44] ax- + by- + 2 hxy 4- 2 Ix -f 2 my -f d = 0 

que representa una cónica. 

Se tiene el siguiente teorema: 

Teor. 7. Las secciones paralelas de una cuádrica por pla¬ 
nos secantes paralelos son curvas semejantes. 

En efecto, cortemos la misma cuádrica [43j por otro plano 
z — k paralelo al plano z — 0, resultando una cónica definida 
por éste y la ecuación: 

ax- + by- -f 2 hxy + 2 fyk -f 2 gxk 4- 2 Ix + 2 my -f- 

4- 2 nk 4 ck 9 4- d = 0 

que tiene los mismos términos de segundo grado en xy, y por 
consiguiente es semejante a aquélla. 

Nota. En particular, si el plano paralelo es tangente, la sección se 
reduce a un solo punto o a dos í'ectas y la semejanza deja de subsistir. 


Un método que se presenta de modo natural para deter¬ 
minar las secciones planas que son circunferencias, es el si¬ 
guiente : 

Si de la ecuación de la cuádrica f (x, y, z) = 0, restamos la 
ecuación de una superficie esférica, elegida de tal manera que 
la diferencia represente dos planos, la línea de intersección de 
la cuádrica con la superficie es la misma que la intersección 
de ésta con los dos planos, es decir, dos circunferencias. 

Sea el elipsoide escaleno 



a > b > c 


y la superficie esférica de radio b 
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La diferencia de ambas ecuaciones: 



y como ambos coeficientes son positivos por ser 1/b- > 1/a 2 
y 1/cf > 1/b-, esta ecuación se descompone en dos ecuaciones 
de primer grado que representan dos planos: z = — ± kx. Por 
tanto: 

Hay dos secciones circulares cuyos planos pasan por el eje 
intermedio b. 

Si elegimos la superficie esférica de radio a o c resulta un 
coeficiente positivo y otro negativo, es decir, dos planos ima¬ 
ginarios. 


Ejemplo. Sea el elipsoide 

4z* + 3 y 2 + 6z 2 = 2. 

Como el coeficiente intermedio es el 4, elegiremos, entonces, la si¬ 
guiente superficie esférica: 

4x s -|- 4 y 2 + 4z 2 = 2. 

Y restando resulta: 

// 3 — 2z* = 0 

y = ± yfto. 

Las dos secciones circulares que pasan por el eje x están perfecta¬ 
mente determinadas por estos dos planos y la superficie esférica. 

Método gráfico. — Si trazamos planos por el eje mayor a resultan 
elipses con este semieje a y el otro es el radio vector que el plano deter¬ 
mina en la elipse de semiejes b, c, el cual, por estar comprendido entre 
b y c, es menor que 6 y en consecuencia menor que a. 

Resulta, pues, una elipse de semieje mayor a. 

Análogamente, si trazamos un plano por c determina con la elipse 
de semiejes a, b un radio vector mayor que b y por tanto mayor que c. 
Resulta, pues, una elipse de semieje mínimo c. 

En cambio, si la sección se traza por el eje intermedio b , como el 



Figr. 154. 


r adio vector de la elipse de semiejes a, c, está comprendido entre a y c 
y por continuidad toma todos los valores intermedios, existe un radio 
igual a b . 

Trazando con centro O la circunferencia de radio b t ésta corta a la 
elipse en cuatro puntos simétricos dos a dos, los cuales determinan los 
cuatro planos buscados (fig. 154). 



434 


SUPERFICIES DE SEGUNDO ORDEN 


§ 42 7 


Obtenidas las dos secciones circulares por los planos x y .i' 
que pasan por el eje intermedio del elipsoide, determinadas 
analítica o gráficamente, todas las secciones producidas por 
planos paralelos son también circunferencias, puesto que las 
secciones paralelas son semejantes. Resulta, pues, un doble sis¬ 
tema de secciones circulares, dos a dos simétricas, respecto de 
los planos principales que pasan por el eje intermedio; los cen¬ 
tros de las secciones paralelas entre sí forman el diámetro con¬ 
jugado con el diámetro MN de la elipse. 

Def. 6. Los dos extremos Ci, C 2 de cada diámetro conju¬ 
gado con un sistema de secciones circulares, o sea los puntos 
en que corta a la cuádrica, se llaman umbüicos o cíclicos. 

Los puntos cíclicos de la cuádrica están, pues, definidos por 
la condición de que los planos secantes paralelos al plano tan¬ 
gente en cada uno dan secciones circulares. 

En el elipsoide hay, por consiguiente, cuatro puntos cíclicos 
situados en la sección principal de semiejes máximo y mínimo 
y simétricos dos a dos respecto de éstos. 

Para el hiperboloide de una hoja, el método es igual al se¬ 
guido en el elipsoide. Si de la ecuación 

?/ 2 Z “ 

—4- ~n, - t — 3 a > b ; c es cualquiera, 

a- o- c/ 

restamos la ecuación de la superficie esférica 


resulta: 


que representa un par de planos: z = ±. k y que pasan por ei 
eje £ y que son simétricos respecto de los dos planos coorde¬ 
nados xy, xz. 

Nota. En cambio, por el eje menor b no pasa ningún piano que dé 
secciones circulares, pues todas las secciones resultan con el semieje mí¬ 
nimo b ; como el diámetro conjugado con un plano secante es exterior, 
resulta que no hay puntos cíclicos en el hiperboloide de una hoja. 

Esta incompatibilidad se comprende también porque el plano tangente 
corta en dos rectas y sus paralelos cortan en hipérbolas que tienen los 
mismos puntos impropios que estas rectas; luego no son circunferencias. 

Ejemplo: 

3x 2 + V 2 — 2 z 2 = 4. 

Como el mayor de los dos semiejes transversos es y elegimos la su¬ 
perficie esférica 

x 2 + y 2 + z* = 4 
y restando resulta la ecuación 

2x a = 3z 2 ± V2/3x = z 
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que representa dos planos; éstos, con la superficie esférica, determinan 
dos secciones circulares. 

8. Determinación de cuádricas. — Como su ecuación tiene diez coefi¬ 
cientes, dividiendo por uno de ellos no nulo quedan nueve; son, pues, ne¬ 
cesarias nueve condiciones para determinar una cuádrica. 

Dar un punto (x 0 , 2 / 0 , z 0 ) de la superficie es dar una ecuación: 

aro + by 2 0 -f cz% + 2fy 0 Zo -f 2gxa« + 2hx ( ,y 0 + 2/x 0 + 2my 0 + 

+ 2 nzo + d = 0 

entre los coeficientes, luego son necesarios nueve (9) puntos para deter¬ 
minar una cuádrica . 

Cabe, sin embargo, que por nueve puntos dados pasen dos cuádricas. 
Basta en efecto, imaginar dos cuádricas secantes y elegir nueve puntos 
de su intersección. 

Pero si por nueve puntos pasan dos cuádricas f = 0, g = 0 también 
pasan las infinitas cuádricas del haz f — Xg = 0, cualquiera que sea el 
número pues se satisfacen para las soluciones comunes a ambas, luego 
resulta: 

Por nueve puntos pasa una sola cuádrica o bien infinitas. 

Otros modos de determinar una cuádrica son los siguientes: 

Por un punto y dos cónicas que tienen dos puntos comunes y están 
en distintos planos. En efecto, los dos puntos comunes, más otros tres ele¬ 
gidos en cada una, son ocho puntos. Sin embargo, el método más rápido 
para determinar cuádricas, cuando se dan cónicas, es el de la combinación 
lineal, que llamaremos brevemente “método de las X”. 


Ejemplos: 3. Consideremos i a cuádrica 

[45] f = x 2 + 2y 7 + z 2 — x -f 2y = 0 

y sus dos secciones por los planos y = 0, z = u. 

Para determinar una cuádrica que pase por estas dos cónicas y ade¬ 
más por el punto (1, 1, 2) consideremos la ecuación: 

[46] f — Xy* = 0 

que representa un haz de cuádricas, cada una de las cuales pasa por los 
puntos comunes a aquella cuádrica y cada uno de los dos planos. Para 
determinar la que pasa por el punto (1, 1, 2) basta sustituir estas coor¬ 
denadas en [2], y de la ecuación ). que así resulta, se despeja el valor 
numérico de este parámetro que es: 


_ f(l,l,2) __ _8 _ 

K “ 1.2 2 '” *• 

Luego, la ecuación de la cuádrica que cumple la condición impuesta 


= ir = 4p 


es: 


x 2 + 2 y 2 -f z 2 — Ayz — x + 2y = 0. 

2. Cuádrica que pasa por el punto (1, —1, 1) y por las secciones 
determinadas en la misma (ej. 1) por los planos 2y + z = 0, x — 2y = 0. 

El valor de ). es ahora: 

_ fq— i,d ± 

~ —1.3 3 

y la ecuación que resulta es: 

3x a + 2y 2 + 3z 2 + 2 xy — 2yz + xz — 3x + 6y = 0. 

Vamos a dar unas nociones muy someras sobre la intersección de 
cuádricas. 

Se tiene el siguiente teorema: 
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Teor. 8. La curva de intersección de dos cuádricas es cortada por un 
plano cualquiera en cuatro puntos, reales o imaginarios, propios o impro¬ 
pios, distintos o confundidos. 

En efecto, esos puntos son los cuatro puntos comunes a .as dos có¬ 
nicas secciones de las cuádricas dadas por un mismo plano. 

Esta curva intersección no se descompone en general y es una cuár- 
tica alabeada. Es claro que la cuártica no puede ser una curva plana, 
pues toda sección de una cuádrica por un plano es una cónica, y una 
recta no puede cortar a una cónica en cuatro puntos. 

Si las dos cuádricas tiene una generatriz común, la intersección se 
descompone en una recta y en una curva, cortada por todo plano en tres 
puntos, por cortar en uno a la generatriz común; luego, la intersección 
se compone de una recta y de una cúbica alabeada, que como en el caso 

de la cuártica, no puede ser plana. „ . 

Cabe, finalmente, que la intersección se descomponga en dos comeas 

distintas o confundidas. 

9. Cuádricas homofocales. — Por analogía con el estudio hecho para 
las cónicas, vamos a considerar las ecuaciones en coordenadas ortogo¬ 
nales : 



Suponiendo por ejemplo a > 6 > c, si damos a X un valor menor que 
c\ resulta un elipsoide; si X supera a c 2 pero es inferior a b ! , resulta un 
solo término negativo (hiperboloide de una hoja); si X supera a Ir pero 
es menor que d\ resultan dos términos negativos (hiperboloide de dos 
hojas). 

Def. 7. Los infinitos elipsoides e hiperboloides definidos por la ecua¬ 
ción [47] se llaman homofocales. 

Para obtener las cuádricas de la familia que pasen por cada punto 
(xo,Vo,Zo) hay que resolver la ecuación: 

(a‘ — X) (b s — X) (c ¡ — X) — x\ (ó 2 —>.) (c 2 —?.) — l/ 2 «(c 2 — X) (a : — X) — 

_ z 3 0 (a 3 — X) (6 a — X) = 0. 

Para X negativo, suficientemente grande en valor absoluto, el poli¬ 
nomio tiene el signo del término — X 3 ó sea positivo, para X = c‘ resulta 
signo menos; para X = b", signo más; para X=:a J , signo menos. 

Hay, por consiguiente, una raíz ?.i < c 2 , la cual da un elipsoide; 
otra raíz <? < X s < b" que da una hiperboloide de una hoja, y otra raiz 
b’ < ?w a 3 < a 2 que da un hiperboloide de dos hojas. , . 

Veamos las relaciones geométricas existentes entre las tres cuadricas 
que pasan por el punto (xo, yo, z¡¡) dadas por las ecuaciones: 



Restando las dos primeras se obtiene, después de simplificar, supri¬ 
miendo el factor /.i — Xs, la relación siguiente: 

*'~o _ , _yjL_ , _ z h _ = o 

(a 2 — X¡) (a 2 — /. 5 ) + (6 2 — ?.,) (ó 3 — X,) ^ (c 2 — >„) (c 3 — Xs) 

en el punto (x<,,y<>,z 0 ) común a ambas superficies. 
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Los coeficientes directores de las normales a las dos superficies en 
dicho punto son: 

eco yo 

a ¿ — /vi b~ — /.i c~ — u 
Xa yo Zq 

cr —X* 9 ir — X* 9 c* — U 

y como la relación anterior expresa que la suma de los productos es nula, 
resulta que las dos cuádricas son ortogonales en ese punto común. 

Teor. 9. Los planos iangentes a las tres cuádricas , en cada punto , 
forman , por lo tanto , un triedro trirrectángulo. 

10. Polaridad en las cuádricas. — Consideremos coordenadas homogé¬ 
neas. Sean 

Po = (x 0 , yo, z 0 , U) y Pi = (xi, y u z a , f,) 

dos puntos de una recta; las coordenadas de cualquier otro punto de ella 
son: 

P = (xa — Xx,, 2/0 — ly>, * 0 —Xz,, to — Mi) 

y expresando que este punto está en una cuádrica, resulta el desarrollo 
siguiente que puede deducirse de la fórmula de Taylor, para varias va¬ 
riables. o bien por cálculo algebraico elemental *: 

[48] f(x 0 — Xxi, yo — lyi, z 0 —^z„ t 0 — Xti) = 

= f (Xo, yo, Z 0 , U) — X(Xif a* 0 + y^'v © 4“ Zif z 0 + tif't 0 ) + 

+ (Xi, 2 / 1 » z,, ti). 

Fijados los puntos P 0 y Pi, la ecuación determina dos valores de X, 
reales o imaginarios; en el primer caso estos valores determinan los dos 
puntos de intersección; cuando las dos raíces son iguales resulta la recta 
tangente a la cuádrica. 

Si el punto Po está en la superficie, cualquiera que sea el punto Pi 
resulta una raíz X = 0, es decir, uno de los puntos de intersección es 
el Po. 

La condición para que el segundo punto de intersección coincida con 
el Po, es decir, para que la recta sea tangente en P 0 , es la anulación del 
coeficiente de X, o sea: 

Xif'x 0 + 2/ifV, 4" Zif'z 0 + tif\ = 0, 

es decir, el lugar de los puntos de todas las rectas tangentes a la super¬ 
ficie en Po es el plano. 

[49] xf'x 0 + yi'u 0 4* zf 'Ze> + ti' t 0 = 0. 

Def. 8. En cambio, si son nulas todas las derivadas en P 0 , toda recta 
que pase por P 0 es tangente. El punto se llama, entonces, singular. 

Por consiguiente: Las tangentes a ¡a superficie en un punto ordina¬ 
rio forman un plano tangente , cuya ecuación tiene por coeficientes los 
valores de la derivada en ese punto. 

Toda recta que pase por un punto singular es tangente a la superficie. 

* Sin necesidad de recurrir a Ja fórmula de Taylor, resulta este desarrollo obser¬ 
vando aue se cumple para cada término del polinomio. En efecto, para Ax 2 es: 

A (Xo — Xxi) 3 = Ar 0 — ?vXi2Ax 0 4- ?.‘Ax 2 i 

y análogamente que para los términos cuadrados, para los rectangulares, por ejemplo, ee 
tiene: 

2H(x 0 — Xx¡) (j/o — Xyi) = 2Hí 0 i/o — X(x¡2lly 0 + yi211x 0 ) + Á 2 2Hx,j/, 

y sumando todas las igualdades análegas resulta la fórmula para cualquier polinomio. 
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Si Po es singular y elegimos Pi en la superficie, la ecuación [48] se 
reduce a 0 = 0; es decir, todo valor de X la satisface y en consecuencia 
la recta PoPi está en la superficie. Por tanto, si la cuádrica tiene un 
punto singular, es una superficie cónica con vértice en ese punto. 

Si hay dos puntos singulares, P'o y P 0 siendo A un punto de la su¬ 
perficie, pertenecen a ella las rectas AP U y AP'o y también las rectas 
que proyectan sobre PoP'o los puntos de ella; es decir: La superficie se 
compone de planos que pasan por la recta PuP'o. Estos planos pueden ser 
distintos o uno doble. 

Puesto que X representa la razón simple (P>, Pi, P) cuando ti = to, 
y en el caso general sólo difiere de esta razón en el coeficiente tJU % la 
condición necesaria y suficiente para que los dos puntos de intersección 
con la cuádrica estén armónicamente separados por P 0 y Pi, es que los 
dos valores de X sean opuestos; es decir: 

anf'x 0 + 2/if'vu + — 0. 

Def. 9. Dos puntos, P.» y Pi, que cumplan esta condición se llaman 
conjugados respecto de la superficie. Todos los puntos conjugados del Po 
constituyen el plano: 

[50] «f* + + zf'z„ + *f\, = o 

se llama plano polar de P 0 , es decir: 

Def. 10. Plano polar de un punto P 0 respecto de una cuádrica es el 
lugar de los puntos conjugados de Po respecto de los dos de intersección 
de las rectas trazadas por é!. 

En particular, si el punto Po está en la superficie, el plano polar 
[B0] es el plano tangente dado en [49]. Éste es el único caso en que el 
plano polar pasa por el polo Po, pues si [50] se satisface al sustituir 
las coordenadas generales por (aro, 1 / 0 , 20 , fo), el primer miembro, por el 
teorema de Euler sobre las funciones homogéneas vale 2f 0 = 0, es decir 
que el punto está en la superficie. 

Por tanto: El plano polar de cada punto de la cuádrica es el tan¬ 
gente en él; si el plano polar contiene al polo, éste es un punto de la 

superficie y resulta el plano tangente. 

Los planos polares de los puntos de la recta determinada por 

Po = (a? c , y«, z 0 , t 0 ) y P, = (x*, y u z lf U) 
se deducen fácilmente de los planos polares de estos puntos: 

Po = Xof'* + y oí y 4" Zof k 4“ £of*í = 0 

P X = xd', + + Zlf, + t,f , = 0 

pues si se ponen las coordenadas del punto P: 

(x 0 — Xfci, 2/0 — X 2 / 1 , z 0 — hsu t* — XM 
resulta como ecuación del plano polar: 

Po — XPi = 0 

es decir, los planos polares de los puntos tíe una recta r forman un haz 
de arista r'. 

Def. 11. La recta común a todos los planos polares de los puntos de 
una recta, se iiama recta polar de ésta. 

Como la conjugación es una relación recíproca, resulta que la poiar 
de r' es r. 

Si r y r' se cortan en P el plano polar de P contiene a r y r', es 
decir, que estas dos rectas son tangentes a la cuádrica. 

Recíprocamente, como los planos polares de los puntos de una recta 
tangente, pasan por el punto de contacto, la recta polar corta en éste a r. 

Luego, la polar de una recta es secante o se cniza con ella según 
que sea tangente o no a la superficie . 
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Si la recta r no es tangente, es decir, es secante o exterior, el haz 
de planos polares tiene como arista la polar r conjugada con r. Elegidos 
dos puntos conjugados en cada una, resulta que el plano polar de cada 
uno pasa por el conjugado y también por la recta de los otros dos; luego, 
en el tetraedro, definido por los cuatro puntos, todo vértice tiene come 
plano polar la cara opuesta. 

Estos tetraedros se llaman autopolares , y cada par de rectas polares 
rr' no tangentes suministran infinitos tetraedros autopolares. 


PROBLEMAS SOBRE SUPERFICIES DE SEGUNDO ORDEN 


En los problemas precedidos de un asterisco los datos se dan en un 
sistema cartesiano rectangular. 

* l 9 Encontrar la ecuación de una superficie esférica cuyo centro 

os el punto (3, 2, —2) y que es tangente al plano de ecuación 

* + 3y — 2z +1 = 0. 

R.: x 3 4* V 2 + z 2 — 6x — Ay + Az 4 - 3 = 0. 

* 2° Encontrar la ecuación de la supreficie esférica que tiene su 

centro en el eje OX y que pasa por los dos puntos (3, —4, 2) y 

((), 2 , — 1 ). 

R.: x 2 + y 3 + z 2 — Ax — 17 = 0. 

* 3" La sección de una superficie esférica por el plano XY es la 
circunferencia de ecuación x J + y 1 — 2x — Ay — 3 = 0. Determinar la su¬ 
perficie esférica sabiendo además que pasa por el punto (3, 4, 2). 

R.: x 2 + y 2 + z 2 — 2x — Ay — 2z — 3 = 0. 

* 4 V Encontrar la ecuación del plano radical de las superficies es¬ 
féricas de ecuaciones x 2 + y 2 + z 3 — 2x + Ay — 6z —10 = 0 y x 2 + y 2 4- 
+ z 3 + 8x — 2y + Az —12 = 0. 

R.: 5# — 3?/ 4- 52 4 - 1 = U. 

* 5 9 Encontrar el eje radical de las superficies esféricas de ecua¬ 
ciones 

X 2 + y 2 + Z* — 2x — 2 2 4- 1 = 0; 

x 2 + y 2 + z 2 — 8 * — Ay — 6 z + 25 = 0; 

x a 4- y 3 -f- 2 2 -f 6 x 4 - 2i/ + 62 4 - 18 = 0. 

R.: Sx -f 2y 4 - 82 4 - 17 = 0; 

3x 4- 2y -f 22 — 12 = 0. 

* 6 9 Encontrar el centro radical de las superficies esféricas de ecua¬ 
ciones 

x 2 + y 2 + z 2 = A; 

x 2 + y 2 + z 2 — 2x — Ay + 62 -f 13 = 0 : 

x* 4- y ¿ + z 3 + Ax + Ay — Az + 11 = C ; 

x 3 4- 2 / 2 4- * 2 — Ax — 6y — 82 4- 25 = 0. 

R.: (—551/32, 235/16, 39/32). 

* 70 Encontrar la eceuación de la superficie esférica que pasa por 
la intersección de las dos esferas de ecuaciones 

x a -f y 2 4- z 2 — 2x + 2y — 42 4- 2 = C; 
x a + y 2 + z 2 — Ax — 2y — 62 4 - 10 = 0 

y por el punto (—2, 4, 0). 

R.: x 3 4* y* 4" 2 a — 19x — 32 y — 21 2 4 - 70 = 0. 
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* 8 Q Encontrar la ecuación de la superficie esférica que pasa per 
la intersección de las dos superficies esféricas de ecuaciones 

x 9 + y* + * 2 — 4s — 8y + 62 + 12 = 0 ; 
x 2 + y 2 + z 2 — 4 x + Ay — 6 z — 12 = 0 

y que es tangente al plano de ecuación x + 2 y — 2 z — 3 = 0. 

R.: Dos soluciones: x 2 + y 2 + z 2 — Ax — 6 y + Az + 8 = 0; 
x 2 + y 2 + z 2 — Ax — 2Ay + 22 z -f 44 = 0. 


9^ Dado el elipsoide de ecuación 

~T + yl + ~W = 1 

determinar la ecuación de los planos tangentes al mismo que son para¬ 
lelos al plano de ecuación 2x + 3y + 3z = 0. 

R.: 2x + 3 y + 3z ± 13 = 0. 


10 9 Dado el hiperboloide de ecuación 

*- +JÉ--2 

3^5 


— 2 z = 0 


determinar ülanos aue lo corten: según una elipse, según una hipérbola, 
según un par de rectas. 

II 9 Dado el paraboloide de ecuación 

í-r—*=• 

determinar planos que lo corten: según una hipérbola, según una pará¬ 
bola, según dos rectas, según una recta. 

12 9 Clasificar las cuádricas de ecuaciones 

a) 2 y 3 + 4 xy — 8 xz — Ayz + 6 a — 5 = 0. 

R.: Paraboloide hiperbólico. 

b) lia : 51 + 10 y 3 + 6 z a — 12xy — 8 yz + 4xz — 12 = 0. 

R.: Elipsoide real. 

c) 2a : 3 -f 3 y 3 + 4z 3 + 6xy + 4 yz -+ 8 xz — 8=3. 

R.: Hiperboloide de una hoja. 

d) a ; 3 + 4 y" + 5z s + 4xz — 6 = 0. 

R.: Elipsoide. 

e) x 2 -f y 3 + 2z 2 — 4xz + 2 xy + 1=0. 

R.: Hiperboloide de dos hojas. 

f) 5a ; 3 + 14 y s — z 2 — 28xy + 32xz + 4 yz + 32a; -+ Ay — 2z — 
— 100 = 0 . 

R.: Hiperboloide de una hoja. 

13 9 Clasificar determinando las ecuaciones del centro y cortando por 
planos las siguientes cuádricas: 

a) 5a ; 3 + 5 }/ 2 + 8 z 3 + 8 xy — Axz + Ayz — 12a: -+ 12y — 6 z = 0. 
R.: Paraboloide de revolución. 

b) 4a ; 3 + Ay 3 + 5z 2 — 4xz — 8yz — 8 a; + 16y + 20z -+ 4 = 0. 

R.: Cilindro elíptico. 

c) 4a ; 3 + y‘ + 4z 3 + Axy — 8 xz — Ayz — 6x — 12y — 12z = 0. 

R.: Cilindro parabólico. 
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14 9 Discutir según los valores de ) la naturaleza de la cuádrica de 
ecuación 

x 3 + (?. + l)y 2 + Xz 2 — 2 yz + 2a:y + 2a; + 2z + 4 = 0. 

R.: X< — 1, hiperboloide de una hoja; X = — 1, paraboloide 
hiperbólico; —1<X< —1/3, hipex-boloide de una hoja; 
X = — 1/3, cono real; —1/3 < X < 1, hiperboloide de dos 
hojas; X = 1, cilindro elíptico imaginario; X > 1, elipsoide 
imaginario. 

15 9 Discutir según los valores de X la naturaleza de la cuádrica de 
ecuación 

— a ; 3 + (X+ l)z s + 2(X + 1 )yz — 2xz -+ 2 xy = 0. 

R.: X< — 1/V 2, hiperboloide de dos hojas; X = — 1 /'J~2, cono 
real: —1/V2<X<0, hiperboloide de una hoja; X = 0, 
paraboloide hiperbólico; 0<X< \/'J~2, hiperboloide de una 
hoja; X = l/VT, cono real; 1/V2<X<1, hiperboloide de 
dos hojas; X = 1, cilindro hiperbólico; X > 1, hiperboloide 
de una hoja. 

16 9 Dada la cuádrica de ecuación 

a 3 — 3 y 2 — z 3 + xy — xz + 5a; — 3 y — 1 = 0 

clasificarla y clasificar la sección producida en esta superficie por el 
plano que pasa por el punto (3. 1, —1) y es perpendicular a la recta 
de ecuaciones x + y — 2 = 0, x 4 3z — 5 = 0 . 

R.: Hiperboloide de dos hojas; parábola. 

17 9 Determinar la familia de cuádricas que pasa por los ejes OX 
y OY y por la recta que pasa por los puntos (3, 0, 0) y (0, 5, 3) 
por el punto (1, 2, —3). Determinar también cuáles son las cuádricas 
de esa familia que son paraboloide. 

Ii.: 2z3 + — 15)íf?/ + 2 xz + 2Xy* — 6 z = 0; 

8 .r 3 + I5xy + 8 .rz — 30?/z — 24z = 0. 

18 9 Dado el hiperboloide de ecuación 

xy + xz + yz — 2x — y + 3z + 1 = 0 

determinar su centro y el plano diametral conjugado de la recta de ecua¬ 
ciones x = 5z — 1, y = 2z + 3. 

(-2,-1, 3); 

3x + 6y + 7z — 9 = 0. 

19 9 Encontrar la ecuación de la cuádrica que pasa por el punto 
(1>. 2 > —1), que tiene por centro el punto (0, 3, 0) y como cono asin- 
tótico de vértice el centro, el que corta al plano x + y —z según una 
circunferencia de radio 2 y centro en el origen de coordenadas. 

R.: 9x 3 + y* — 9 z 2 + 2 xy — 2yz — 6 x — 6 y + 6 z — 16 = 0. 

* 20 9 Determinar las secciones circulares y los puntos cíclicos del 
hiperboloide de dos hojas, demostrando que existen dos sistemas de sec¬ 
ciones circulares, paralelas al mayor de los dos ejes imaginarios (no 
transversos) y cuatro puntos cíclicos. 

* 21 9 Determinar las secciones circulares del paraboloide elíptico 
demostrando que hay dos sistemas paralelos a la tangente a la parábola 
principal de mayor parámetro y dos puntos cíclicos en la parábola prin¬ 
cipal de menor tamaño. 
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* 22? ¿Cuáles son los puntos cíclicos y las secciones circulares en 
las cuádricas de revolución? 

* 23? Enumerar las cuádricas que carecen de secciones circulares 
y las que carecen de puntos cíclicos pero tienen secciones circulares. 

24? ¿Cuál es el lugar geométrico de los centros de las superficies 
esféricas tangentes a un plano y que pasan por un punto? 

R.: Un paraboloide elíptico. 

25? Determinar la ecuación del cono de vértice (a, b , c) que es cor¬ 
tado por el plano z = 0, según la parábola y 2 =:2px. 

R.: ( bz — cy) 2 — 2 p(az — ex) (z — c) = 0. 

26? ¿Cuál es el lugar geométrico de los vértices de los conos cir¬ 
cunscritos a un elipsoide y que son cortados por un plano dado según 
circunferencias? 

R.: Una elipse y una hipérbola. 

* 27? ¿Cuál es el lugar de los vértices de los triedros trirrectángulos 
circunscritos a un elipsoide? 

R.: Una esfera de centro del elipsoide y radio V a 2 +b 2 + c*. 

* 28? ¿Cuál es el lugar de los vértices de los triedros trirrectángu¬ 
los circunscritos a un paraboloide? 

R.: Un plano perpendicular al eje. 

29? Probar que el lugar de los puntos que equidistan de dos rectas 
fijas no coplanarias es un paraboloide equilátero. 

30? Demostrar que el lugar de los puntos cuya razón de distancias 
a un punto y a un plano fijo es constante es un elipsoide de revolución 
alargado, un hiperboloide de revolución de dos hojas o un paraboloide 
de revolución según que la razón sea menor, mayor o igual a la unidad. 
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§ 43. DEFINICIONES Y PROPIEDADES GENERALES 

1. Ecuaciones de una superficie. — Definición 1. Dado un 
sistema de coordenadas ortogonales x, y, z, se llama superficie 
al conjunto de puntos del espacio cuyas coordenadas satisfa¬ 
cen a una ecuación de la forma 

[1] F (x, y,z) = 0. 

Para que esta definición concuerde con la idea intuitiva de 
superficie hay que imponer ciertas restricciones a la función 
F (x,y,z) ; nosotros supondremos que admite derivadas parcia¬ 
les F„ F„, F s finitas y continuas. 

La ecuación [1] se dice que es la ecuación en forma implí¬ 
cita de la superficie. 

Si es posible despejar z de manera que resulte función uní¬ 
voca de x, y, ó sea 

[2] z = f(x,y) , 

se dice entonces que [2] es la ecuación de la superficie en 
forma explícita. 

Nos referiremos casi siempre a la forma implícita [1], 
puesto que ella contiene como caso particular a la [2] con sólo 
poner F==z — f (x,y). 

Una superficie puede también estar dada por sus ecuacio¬ 
nes paramétricas, o sea, por tres funciones de dos parámetros: 

[3] x = x{u,v) , y = y{u,v) , z = z(u,v). 

En este caso los puntos de la superficie se obtienen dando 
valores arbitrarios a los parámetros u, v; los valores resultan¬ 
tes de x, y, z son las coordenadas de los puntos de la super¬ 
ficie. 

Si entre las tres ecuaciones [3] se pueden eliminar los dos 
parámetros u, v, resultará una ecuación de la forma [1] ; es 
decir, se habrá pasado de las ecuaciones paramétricas a la 
ecuación implícita de la superficie. Sin embargo, muchas ve¬ 
ces la eliminación es dificultosa o imposible y conviene estu¬ 
diar la superficie en la forma paramétrica. 
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Ejemplos: 1. Los planos ax by + cz -f- a =. o y las esferas 

(* —a) 3 + (y — fS) 2 + (z — vV — b 2 = 0 , 

son ejemplos simples de superficies. Otros ejemplos son: 

x + ytgz = 0 , 2 (x 2 -f y 2 ) — e 2 — e~* = 0 . 

la primera llamada helicoide a plano director y la segunda catenoide . 

2. Las ecuaciones 

x = a sen u eos v , y = a sen u sen v , z = a, eos u , 

son las ecuaciones paramétricas de una superficie. En este caso la eli¬ 
minación de los parámetros es inmediata, pues basta elevar al cuadrado 
y sumar, dando xr + y 2 -f z 2 = a 2 . Es decir, son las ecuaciones paramétri¬ 
cas de una esfera de radio a y centro el origen de coordenadas. 

Casos particulares. 1. Si la ecuación [1] no contiene la va¬ 
riable z, es decir, es de la forma F(z, y) = 0 y x Q , y 0 es un par 
de valores que la satisfacen, todos los puntos del espacio, de 
coordenadas (x 0l y 0 ,z), cualquiera que sea z, también la satis¬ 
facen. Como los puntos (x 0 , Vo,z), para todo z, constituyen la 
recta paralela al eje Z por el punto de coordenadas z 0 , y 0 del 
plano X, Y, resulta que esta recta forma parte de la superficie. 
Ésta es, por tanto, una superficie cilindrica, de generatrices 
paralelas al eje Z y cuya sección por el plano X, Y, es la curva 
F(x,y)=0. En otras palabras, la ecuación F(z, y)=0, con¬ 
siderada en el plano X, Y, representa una curva plana, pero 
considerada en el espacio, representa el cilindro cuya sección 
recta es esta curva. 

Análogamente, las ecuaciones F(z, z)=0, F(y, z)=0 re¬ 
presentan superficies cilindricas de generatrices paralelas a 
los ejes Y, Z respectivamente, cuyas secciones rectas son las 
curvas de ecuaciones F(x,z)=0 del plano y = 0 en el primer 
caso y F(y, z)= 0 del plano x = 0 en el segundo. 

2. Si en la ecuación [1] faltan dos variables, quedando por 
ejemplo F(rc)=0, esta ecuación representa los planos x = x u 
x = Xn, ..., donde x¡, x 2 , ... son las raíces de la ecuación 
F(x)= 0. En efecto, para estos valores de x y valores cuales¬ 
quiera de y, z la ecuación F(z)= 0 se satisface. 

Por ejemplo, la ecuación x 2 — 4 = 0 representa en el espa¬ 
cio el par de planos x = 2, x = — 2. 

2. Ecuaciones de una curva en el espacio. — Def. 2. Dado 
un sistema de coordenadas cartesianas ortogonales, se llama 
curva al conjunto de puntos cuyas coordenadas están dadas por 
los valores de las tres funciones 

[4] x = x(u) , y = y(u) , z = z(u) 

de un solo parámetro u. 

Las ecuaciones [4] se llaman ecuaciones paramétricas de 
la curva. 

Para que esta definición general responda a la idea intui¬ 
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tiva de curva, haremos la hipótesis de que las tres funciones 
x(u), y(u), z(u) admiten las primeras derivadas y ellas son 
finitas y continuas *. 

Si la curva está contenida en un plano, se llama curva 
plana. En caso contrario se dice que es una curva alabeada. 

Si de las dos primeras ecuaciones [4] se puede eliminar u 
y entre la primera y la tercera también, resultarán dos ecua¬ 
ciones de la forma 

[5] f (x,y) = 0 , g(x, z) = 0. 

Según vimos en el número anterior, la primera representa 
un cilindro de generatrices paralelas al eje Z y la segunda un 
cilindro de generatrices paralelas al eje Y. La curva es la in¬ 
tersección de estos dos cilindros; las ecuaciones [5] son las de 
los cilindros proyectantes de la curva paralelamente a los ejes 
Z e Y respectivamente. 

Análogamente, eliminando u entre la segunda ecuación y 
la tercera, se tendrá una ecuación h(i/, z)=0, que será la del 
cilindro que proyecta la curva paralelamente al eje X. 

Una curva también puede darse como intersección de dos 
superficies, o sea, como el conjunto de puntos, soluciones de 
un sistema de la forma 

[6] F x (x,y,z) = 0 , F 2 (x,y,z)=0. 

Si este sistema se puede resolver respecto de x, y, dando 
x — x(z), y = y(z), las ecuaciones 

x = x(z) , y = y(z) , z = z 

serán las ecuaciones paramétricas de la curva definida por las 
ecuaciones [6]. 

Ejemplos: 1. La forma más simple de las ecuaciones [4] es 
x — am + bi , y = a 2 u + b 2 , z = a,¿u -f ó 3 , 
que son las ecuaciones paramétricas de una recta. 

2. Las ecuaciones 

[6] x = a eos u , y = a sen u , z = ku f 

donde a, fe, son constantes, representan una curva importante, llamada 
hélice circular. Ella está contenida en el cilindro x~ + y- = a\ que se ob¬ 
tiene eliminando u entre las dos primeras ecuaciones. La proyección so¬ 
bre el plano y , z es la curva y = a sen (z/k), o sea, una sinusoide. 

3. Las ecuaciones 

x 3 + y* + z* — a 2 = 0 , x + y -f z — a/2 = 0 , 

representan una circunferencia, intersección de la esfera representada 
por la primera ecuación y del plano representado por la segunda. 

* Pata un estudio más completo (curvatura, torsión, fórmulas de Frenet, ...) que 
suele hacerse en los cursos de Cálculo Infinitesimal, hay que suponer la existencia y 
continuidad de las tres primeras derivadas. Ver J. Rey Pastor, Pí Calleja, Trejo: Aná¬ 
lisis Matemático, vol. I. 
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3. Recta tangente a una curva y plano tangente a una su¬ 
perficie. — Consideremos la curva 

[7] x = x(u) , y = y(u) , z = z(u) 

y los puntos 

P 0 ( x 0 = x(u 0 ), y o = y(uo),z 0 = z(u 0 ) ) 

y P (x(u 0 -\-e),y(uo + t),z(u 0 -+ e) ) 

de la misma. La recta que une P 0 con P es 

X Xn _ y — y o _ _ z Zo 

x (u 0 1) — Xo ~ V {uq e)— 2/o z(tto + s) — x„ 

Dividiendo los denominadores por e, lo cual no altera las 
ecuaciones, y pasando luego al límite para e 0, resultarán 
las ecuaciones de la recta de posición límite de las secantes P 0 P 
cuando P P 0 , llamada recta tangente a la curva en el punto 
P 0 . Podemos, por tanto, tomar la siguiente definición analí¬ 
tica: 

Def. 3. Se llama recta tangente a la curva [7] en el punto 
P 0 de la misma, a la que tiene por ecuaciones 

rQ1 x — x n _ y— Va _ e — Zn 

L*j t • 

X o ]l O Z O 

donde los denominadores son derivadas en el punto P,„ o sea, 
para u = u 0 . 

De aquí: los cosenos directores de la tangente son 'propor¬ 
cionales a las derivadas de las funciones que dan las ecuaciones 
paramétricas. 

Ejemplo. La tangente a la hélice [6] en el punto u = u 0 tiene por 
ecuaciones 

x — a eos «o _ y — a sen n a _ z — kun 

— a sen Uo a eos lio le 

Ejercicio. Probar que estas tangentes for man án gulo constante con 
el eje z y hallar este ángulo. Sol.: eos ce = k/ V kr 4-a 2 . 

Sea ahora la superficie F (x,y,z) = 0. Los puntos para los 
cuales no son nulos a la vez las tres derivadas parciales F r , 
F„, F, se llaman ordinarios. Si se anulan estas tres derivadas 
parciales, el punto se llama singular. 

Consideremos un punto ordinario P 0 (zo, 2 / 0 , z 0 ). 

Def. 4. Se llama plano tangente a la superficie en el pun¬ 
to P 0 , al definido por la ecuación 

[9] (x — x 0 )F Xo + (y — 2 / 0 ) F„ # + (z — z 0 )F ia = 0 
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cuyos coeficientes son las derivadas parciales de F tomadas en 
el punto Po. 

De aquí: los cosenos directores de la normal al plano tan¬ 
gente (llamada normal a la superficie) en el punto P 0 , son 
proporcionales a las derivadas parciales de F en P 0 . 

Por tanto, la condición necesaria y suficiente cara que una 
recta cuyos cosenos directores sean proporcionales a «, p,y, 
esté contenida, o sea paralela al plano tangente en el punto P 0 , 
es que se cumpla la ecuación 

[10] «F* + PF„ o + Y F„ = 0. 

Si x = x(u), y = y(u), z = z(u) es una curva contenida 
en la superficie F, quiere decir que F(a;(?í), y(u), z(u))= 0 
se satisface para todo valor de u, o sea, es una identidad. En 
consecuencia, derivando respecto de u, será también 

F x x’ + F„ 2 /' + F_,z' = 0. 

En particular, si la curva pasa por el punto P 0 , esta rela¬ 
ción se cumple para u = ?' 0 y por consiguiente la recta [8] 
está contenida en el plano [9]. Es decir: el plano tangente a 
una superficie en un punto ordinario, contiene las tangentes 
a todas las curvas de la superficie que pasan por él. 

Aprovechando esta propiedad se puede hallar la ecuación 
del plano tangente en el caso en que la superficie esté dada 
por sus ecuaciones paramétricas [3]. En efecto, en este caso 
la tangente a la curva obtenida haciendo variar el parámetro 
u y manteniendo constante v, tiene, según [8], los cosenos di¬ 
rectores proporcionales a las derivadas parciales x u , y„, z u . 
Análogamente, la tangente a la curva de la superficie obtenida 
haciendo variar v y manteniendo u constante, tiene los cosenos 
directores proporcionales a x v , y v , z v . Por tanto, la normal al 
plano que estas dos tangentes determinan, tendrá los cosenos 
directores proporcionales a las diferencias 

ZuPv y u Z v > ZjfXff X U Z V , X u y v - VuXv » 

o sea: 

La ecuación del plano tangente a la superficie definida por 
las ecuaciones paramétricas [3] en el punto P 0 («o, y o, z 0 ) es 

x — x 0 y — 2/0 z — z 0 

Vu 0 Zu a = 0 . 

x v 0 Vv 0 Z v¡) 

Si una curva está definida por las ecuaciones [6], como in¬ 
tersección de dos superficies, la tangente a la misma en un 
punto resulta como intersección de los planos tangentes a las 
superficies en dicho punto. 
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Ejemplos: 1. El plano tangente a la esfera x* -f y 2 + z 2 — ar = 0 
en el punto a?o, 2 /o, Zo, es 

(x — Xo)Xo + (y — Vo)yo + (Z —Z 0 )z 0 = 0 , 

puesto que F x = 2x , F v = 2y, F 3 = 2z. La ecuación anterior puede escri¬ 
birse xx 0 + 2 / 2/0 + zz 0 — a 2 = 0. 

2. El plano tangente a la superficie 

x — uv , y = u + v , z — sen u + eos v 

en el punto x 0 , y 0 , z 0 correspondiente a los valores u = Uo f v = Vo de los 
parámetros es 

x — Xo y — y o z — z 0 
Vo 1 eos tío = 0. 

tt» 1 — sen Vo 

4. La hélice circular. — Una de las curvas alabeadas más 
importantes es la hélice circular. 

Consideremos un cilindro de revolución cuyo eje sea el eje 
z y cuyo radio sea a (fig. 155). Llamaremos u al ángulo de giro 
sobre el plano X, Y a partir del eje X. La hélice se define por 
la propiedad de que la altura PM de sus puntos es proporcio¬ 
nal al ángulo u = AOM. Es decir, si P es un punto de la hé¬ 
lice y M su proyección sobre el plano de la base, las coorde¬ 
nadas x, y de P serán las mismas de M, o sea x = a eos u, 
y = a sen u, y la coordenada z debe ser, por definición, z = ku. 
Es decir, las ecuaciones de la hélice son 

x = acosw , y = asenw , z = ku. 

Cuando u aumenta en 2:t, según estas ecuaciones, x, y no 

varían, pero en cambio z aumenta 
en la magnitud 

p = k (2jt -f- u) — ku — 2 xk 

que no depende de u y que se lla¬ 
ma paso de la hélice. En la figura 
155 el caso es el segmento PP'. 

Si se supone que el cilindro se 
corta por la generatriz que pasa 
por A y se desarrolla sobre un 
plano, la hélice se transformará 
en una curva plana cuya ordena¬ 
da z es proporcional a la abscisa, 
puesto que ésta, en el desarrollo, 
es el arco AM = au. Por tanto, 
se trata de una recta. Como en la 
operación de desarrollar el cilin¬ 
dro sobre el plano no se modifi¬ 
can las longitudes de las curvas y 
la recta es la mínima distancia en 
el plano, resulta: sobre un cüim 



Fig. 155. 
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dro de revolución, las curvas de longitud mínima entre sus pun¬ 
tos son los arcos de hélice. 

Como el desarrollo tampoco modifica los ángulos y la recta 
en la que se transforma la hélice corta a todas las paralelas al 
eje 2 (transformadas de las generatrices del cilindro) bajo el 
mismo ángulo, resulta también que la hélice corta a las gene¬ 
ratrices del cilindro bajo el mismo ángulo. En otras palabras: 
en todo punto, la tangente a la hélice forma con el eje del ci¬ 
lindro el mismo ángulo. Este ángulo es fácil de determinar ob¬ 
servando que en el desarrollo, PM es la ordenada y el arco AM 
la abscisa; por tanto, el ángulo de la tangente a la hélice con 
el eje del cilindro está dado por tg cp = a/k, resultado también 
fácil de obtener directamente por el cálculo (ver el ejercicio 
del n? 3). 


Es interesante ver las curvas que se obtienen al proyectar la hélice 
sobre el plano de la base según una dirección oblicua dada. Siempre se. 
puede suponer, girando si es necesario, el sistema de ejes alrededor dei 
eje 2 , que la dirección de proyección es paralela al plano Y, Z. Los cose¬ 
nos directores de esta dirección serán entonces de la forma (0, sena, 
eos a) siendo a el ángulo de la dirección de proyección con el eje Z. La 
recta paralela a esta dirección por el punto P de la hélice tendrá por 
ecuaciones 


x = a eos u 


y — o. s en u 
sen a 


z — ku 
eos a 


y por tanto su intersección con el plano z = 0 será la curva 

x = a eos u , y = — fctga.M + a sen u . 

Para comparar esta curva con los diversos tipos de cicloide conside- 
dos en § 25, n 9 6, basta hacer el cambio de ejes 

x = — y' 4- k tg a , y = — x' 

resultando la curva 

x' — k tg a . u — a sen u , y' = k tg a — a eos u. 


Según § 25, n 9 6, esta curva es una cicloide, que será ordinaria si 
ktga = a, corta si k tg a < a y larga si fctg«>a. Recordando que si 
<p representa el ángulo de la tangente a la hélice con el eje Z, hemos visto 
que era tg<p = a/k; estos tres casos equivalen respectivamente a <p = a, 
<p > a, <p < a. 


5. Superficies algebraicas. — Def. 5. Se llama superficie 
algebraica al conjunto de puntos (reales o imaginarios) cuyas 
coordenadas satisfacen a una ecuación de la forma 

[11] F(x,y,z)=0 

donde F es un polinomio en las tres variables x, y, z. 

El grado de este polinomio se llama grado de la superficie. 
Las superficies de primer grado son los planos; las de segundo 
grado las cuádricas; las de tercer grado se llaman superficies 
cúbicas; las de cuarto grado, cuárticas; etc. 

Las superficies que no son algebraicas se llaman trascen- 
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dentes. Por ejemplo, la superficie x — ytgz = 0 es trascen¬ 
dente. 

Si el polinomio F es irreducible, o sea, no es igual al pro¬ 
ducto de otros dos de menor grado, la superficie se dice tam¬ 
bién irreducible. En caso contrario, si por ejemplo F = F, . F 2 , 
la superficie es reducible, pues se compone de las dos superfi¬ 
cies Fi =0, F 2 = 0. 

Para hallar las intersecciones de una superficie algebraica 
con una recta 

[12] x = az + b , y = pz + q 
basta resolver la ecuación en z, 

[13] F (az -f b, pz-\-q,z) = 0 

que se obtiene sustituyendo en [11] los valores [12]. Resol¬ 
viendo esta ecuación respecto de z, para cada raíz z = z¡, las 
ecuaciones [12] nos darán las restantes coordenadas x if y it del 
punto de intersección. 

Si F es de grado n, la ecuación [13] o bien es una identi¬ 
dad, en cuyo caso la recta está contenida en la superficie, o 
bien es de grado igual o menor que n. Si es menor, por ejem¬ 
plo resulta de grado r < n, se dice que la recta y la superficie 
tienen n — r puntos comunes en el infinito, lo cual se justifica 
pasando a coordenadas homogéneas. Con este convenio se pue¬ 
de enunciar: 

Una superficie de grado n es cortada por toda recta no con¬ 
tenida en ella en n puntos (distintos o confundidos, reales o 
imaginarios, propios o impropios). 

Análogamente, se tiene: al cortar una superficie algebraica 
por un plano, la curva sección es una curva algebraica del mis¬ 
mo grado que la superficie. 

En efecto, por un cambio de ejes coordenados podemos su¬ 
poner que el plano es el 2 = 0. Con esto no se cambia el grado 
de la superficie, puesto que por una sustitución lineal entre 
las variables no cambia el grado de un polinomio. La intersec¬ 
ción es entonces la curva plana F (x, y, 0) = 0, que es algebrai¬ 
ca y es de grado igual o menor que n. Como siempre, si re¬ 
sulta menor, por ejemplo de grado r < n, se conviene en que 
a la intersección debe añadírsele la recta del infinito contada 
r veces, convenio que justifica el uso de las coordenadas homo¬ 
géneas. Con ello, el enunciado anterior es siempre correcto. 

Ejemplos: 1. Consideremos la intersección de la recta x = 0, y = 0 
con la superficie x % + y 3 — z-fl = 0. La ecuación [13] resulta en este 
caso z —1=0 y por tanto se tiene el punto de intersección (0, 0, 1). 
Como la superficie es de grado dos, debe haber otra intersección impro¬ 
pia. En efecto, usandc coordenadas homogéneas, el sistema es 

x = 0 , y = 0 x a + y 2 — zt -f i s = 0 
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y como ecuación [13] resulta £(z —t)=0, que tiene las soluciones t = 0, 
z —t — 0. resultando los dos puntos de intersección (0, 0, 1, 0) y 
(0, 0, 1, 1), el primero impropio y el segundo el mismo encontrado antes. 

2. Consideremos la intersección del plano z = 0 con la superficie 
z a + x — y — 1 = 0. Resulta la recta x — y — 1 = 0, pero como la super¬ 
ficie es de grado dos, debemos añadirle la recta impropia. En coordena¬ 
das homogéneas el hecho se justifica, puesto que el sistema se escribe 
entonces 

z = 0 , z 2 -f xt — yt — t 2 = 0 , 

y la intersección resulta ( x — y — t)t = 0, que consiste en la recta de 
antes x — y — t = 0, más la recta impropia t = 0. 

Número de puntos que determinan una superficie algebrai¬ 
ca. Empecemos por calcular el número de términos de un po¬ 
linomio completo de grado n en tres variables x, y, z. 

Para n = 1, es 

Fi == a 0 + byx + b 2 y -f- b 3 z 

o sea, el polinomio tiene Ni = 4 términos. 

Para n = 2, es 

Fo = a 0 + b x x + b 2 y b 3 z + c t x 2 + c 2 xy + c 3 xz -j- 

+ c 4 y 2 + Cr 0 yz + c c z- 

o sea, el polinomio tiene N 2 = 10 términos. 

Vamos a demostrar que, en general, para el grado n es 

r,,-, XT ¡n + 3\ (n + 1) (w + 2) (n + 3) 

14 N ” “ » " - 6 -' 


N„ = 


Procedemos por inducción. La fórmula vale para n= 1, 
n = 2; suponiendo que sea cierta para n — 1, bastará demos¬ 
trar que también lo es para n. 

Para pasar del polinomio general de grado n — 1 al de gra¬ 
do n, hay que añadirle un polinomio completo homogéneo de 
grado n en las tres variables x, y, z ; un polinomio homogéneo 
en tres variables es lo mismo (haciendo z = 1) que un polino¬ 
mio no homogéneo en las dos variables x, y del mismo grado 
y, según vimos para las curvas planas (§ 26, n 9 4), un tal poli¬ 
nomio de grado n consta de (w+1) 2)/2 términos. Por 

tanto, suponiendo [14] válido para n — 1), debe ser 

N , K + 2 <* + 1)^+2), n + 3 } 


lo cual demuestra el enunciado. 

Si el polinomio F (x,y,z) de grado n tiene N„ términos y 
por tanto N„ coeficientes, dividiendo por uno de ellos, resulta 
que la ecuación general F ( x, y, z) = 0 tiene N n — 1 coeficien¬ 
tes esenciales. Imponer la condición de que la superficie F pase 
por un punto dado (x u y x ,z x ) equivale a escribir F(a¡i, y u z x ) = 
= 0. lo cual da una ecuación lineal entre los coeficientes de F. 
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Para poder determinar todos los coeficientes 
N„ — 1 ecuaciones de este tipo. Por tanto: 

Una superficie algebraica de grado n queda 
por 




( n+ 1) (n + 2) (n + 3) 

6 


harán falta 
determinada 


puntos independientes . 

Decir que los puntos deben ser independientes significa que 
las ecuaciones lineales mencionadas deben ser independientes. 
Por ejemplo, un plano (n = 1) está determinado por 3 puntos, 
siempre que ellos “no estén en línea recta”; en este caso, esta 
última es la condición de independencia. 

Según [15] : una cuádrica (n = 2) está determinada por 9 
puntos; una superficie cúbica (n = 3) por 19 puntos; una su¬ 
perficie de cuarto grado (n = 4) por 34 puntos, etc. 


6. Curvas algebraicas. — Def. 6. Se llaman curvas algebraicas aque¬ 
llas cuyos puntos están dados como intersección completa de un número 
finito de superficies algebraicas. 

Grado de una curva algebraica es el número de puntos en que es 
cortada por un plano del espacio que no contiene la curva. Contando 
cada punto con la multiplicidad conveniente y teniendo en cuenta los 
puntos imaginarios y los impropios, este número es independiente del 
plano considerado. En efecto, los puntos comunes se obtienen como solu¬ 
ción del sistema de ecuaciones algebraicas formado por las ecuaciones de 
las superficies que definen la curva, más la ecuación del plano, y el nú¬ 
mero de soluciones de un sistema de ecuaciones algebraicas no depende 
de las ecuaciones particulares, sino únicamente del grado de las mismas. 

Análogamente, el número de puntos de intersección de una curva 
algebraica de grado n con una superficie algebraica de grado m tampoco 
puede depender de la forma particular de la ecuación de esta última. En 
particular, considerándola formada por el conjunto de m planos (o sea, 
su ecuación igual al producto de m formas lineales), resulta que el nú¬ 
mero de puntos de intersección de una curva algebraica de grado n con 
una superficie algebraica de grado m es igual a nm . 

Se tiene también la siguiente propiedad: 

Si una curva algebraica es la intersección de dos superficies alge¬ 
braicas , su grado es el producto de los grados de ambas superficies. En 
efecto, al cortar por un plano, las curvas secciones de las superficies se¬ 
rán curvas planas de grados iguales a los de la superficie respectiva; 
según el teorema de Bezout para curvas planas, éstas se cortarán en un 
número de puntos igual al producto de los grados, y estos puntos son 
precisamente los de intersección del plano con la curva. 

Por ejemplo, la intersección de dos cuádricas es una curva de cuarto 
grado; la intersección de una cúbica con una cuádrica es de sexto grado, 
etcétera. 

Es interesante observar que no siempre es posible definir las curvas 
algebraicas del espacio como intersección de sólo dos superficies algebrai¬ 
cas. Por ejemplo, la cúbica alabeada 
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grados sea 3, y sería una curva plana, lo cual no es cierto. En este caso 
la cúbica aparece como una parte de la intersección de ciertas cuádricas, 
la cual se descompone en la cúbica más una recta. Si queremos única¬ 
mente la cúbica, se debe considerar una tercera cuádrica que pase poi 
ella y no contenga la recta; entonces, la cúbica aparece como intersec¬ 
ción completa de las tres cuádricas. 

Se puede demostrar que bastan siempre, a lo más, cuatro superficies 
para definir, por su intersección completa, cualquier curva algebraica. 

Otra propiedad inmediata es que los conos que proyectan tina curva 
algebraica de grado n, desde un punto no perteneciente a ella, son super¬ 
ficies algebraicas de grado n. En efecto, que son algebraicas, se deduce 
inmediatamente de la manera de obtener su ecuación, que no utiliza más 
que operaciones algebraicas de eliminación (como veremos en el pará¬ 
grafo siguiente). En cuanto al grado, basta cortar por una recta y con¬ 
siderar el plano determinado por ella y el vértice del cono; resulta que 
a cada punto de intersección de la recta con el cono corresponde una 
generatriz y por tanto un punto en que dicho plano corta a la curva. 
En consecuencia, ambos números son iguales y los grados también. 


§ 44. Superficies cilíndricas y cónicas 

1. Superficies cilíndricas. — Definición 1. Se llama super¬ 
ficie cilindrica a la formada por rectas paralelas a una direc¬ 
ción dada, llamadas generatrices, que se apoyan en una curva 
también dada, llamada avrecinz. 

En lugar de “superficie cilindrica” se usa también la de¬ 
nominación abreviada de cilindro. 

Para determinar una superficie cilindrica hay que dar los 
cosenos directores de la dirección de las generatrices y la cur¬ 
va directriz. Si ésta es, por ejemplo, la curva 

[1] x = x{u) , y = y(u) , z = z(u) 

y los cosenos directores de las generatrices son proporcionales 
a a, (3, y, las ecuaciones paramétricas de la generatriz que 
pasa por el punto x(u), y(u), z(u) serán 

[2] x = x(u) +1 a , y = y(u) + Xp , z = z(u) -f Xy 

donde /. es un parámetro variable. Si también se hace variar 
u, o sea, el punto sobre la directriz, las ecuaciones [2] depen¬ 
derán de dos parámetros u, 1 y serán las ecuaciones paramé¬ 
tricas de la superficie cilindrica buscada. 

La eliminación de X y u en las tres ecuaciones [2] permite 
obtener la ecuación F (x,y,z) = 0 de la superficie cilindrica en 
forma implícita. 

Si la directriz está dada por la intersección de dos super¬ 
ficies 


x = t , y = t* , z=í s , 

no puede obtenerse como intersección completa de dos superficies, puesto 

que si así fuera, debería ser la intersección de una superficie cúbica r' 

(n = 3) con un plano (w = 1), única manera de que el producto de los 


[3] Fi (x,y,z) = U , F 2 {x,y,z) = U 

considerando un punto P 0 (#o, 2/o, z<>) de ella, o sea un punto 
tal que 
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[4] Fi(íc 0 »2/o»2o) = O , Foí^o, y o, Zo) = 0 

y la recta que pasa por él y tiene la dirección de cosenos di¬ 
rectores proporcionales a a, (3, y, o sea, 

[5] x — Xq -f- Xa , y = y o -j- A(3 , z =■ z» -\- }.y , 

tendremos cinco ecuaciones. Eliminando entre ellas los cuatro 
parámetros x 0 , y 0 , z 0 A resultará una ecuación de la forma 
F(x,y,z)~ 0 que será la del cilindro buscado. 

Para eliminar X, u en el sistema [2] se puede empezar por 
eliminar X, por ejemplo, despejando este parámetro en la úl¬ 
tima ecuación y sustituyendo en las dos primeras (suponiendo 
y^O), resulta 

Y x — az = y x(u) — az(u) 

VJ — pz = yV (tí) — (3z(?D. 

Debe ahora eliminarse u entre estas dos ecuaciones. Como 
las variables x, y, z sólo intervienen en las combinaciones 
yx — az, y y — (3z, resulta, que el resultado de la eliminación 
debe ser de la forma 

[7] F(yx — az, y y — fiz) = 0. 

En el caso del sistema [4], [5], sustituyendo en [4] los 
valores de x 0 , yo, z 0 deducidos de [5], queda 

rg-] F,(X— Xa, y — x$, z — x y) = 0 , 

F 2 (x— Xa, y — A(3, z — Ay) = ü 

con lo cual, el problema se reduce a eliminar A entre estas dos 
ecuaciones. 

También se puede eliminar primero A en el sistema [5] 
quedando, análogamente a [6] (suponiendo también y^O) 

yx — az = yx 0 — az 0 , y y — pz = yy 0 — |3z 0 

y entonces, al eliminar x 0 , yo, z 0 , entre estas ecuaciones y las 
[4] se observa que x, y, z sólo aparecen en las mismas combi¬ 
naciones yx — az, y y — (3z de antes, debiendo por tanto resul¬ 
tar una ecuación del mismo tipo [7]. En ambos casos resulta, 
por tanto: 

La ecuación de una superficie cilindrica de generatrices no 
perpendiculares al eje Z (o sea y=£ 0), es siempre de la forma 

[9] F(y.r— az, yy — (3 z) = 0 


[8j 


donde a, (3, y son constantes, proporcionales a los cosenos di¬ 
rectores de las generatrices. 

Kecíprocamente, toda superficie cuya ecuación sea de la 
forma [9], es una superficie cilindrica. En efecto, si x 0 , y a , z 0 
es un punto de la superficie, o sea F(y£o — a z 0 , yy 0 — (3z 0 ) = 0, 
todo punto de la recta x = x 0 -\- Xa, y = 2 / 0 + A(3, z = z„ + Xy pa¬ 
ralela a la dirección a, |3, y satisface también a la ecuación [9], 
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o sea, la recta pertenece a la superficie, lo que prueba que ésta 
es un cilindro. 

Hemos excluido el caso y = 0. Si este caso se presenta, bas¬ 
ta permutar el papel de los ejes para que resulte una ecuación 
análoga a la [9] con los papeles de x, y, z cambiados. 

Ejemplos: 1. Hallar la ecuación del cilindro que proyecta la cúbica 
x = u, y = u-, z = u 3 en la dirección de la recta x = z — 1, y = z + 3. 

Los cosenos directores de la recta son proporcionales a 1, 1, 1 y por 
tanto las ecuaciones paramétricas de la superficie buscada son 

x = u + X , y = u 3 -f- X , z = v? -f X. 

Si se quiere la ecuación implícita, se tiene 
[10] x — y = u — u* , y — z = u 3 — u 3 , 

de donde n = (y— z)/( x —y). Sustituyendo este valor en cualquiera de 
las ecuaciones [10] y quitando denominadores, resulta 

(x — y) 3 — (y — z) (x — y) — (y — z) 3 = 0. 

2. Hallar la ecuación del cilindro que tiene por directriz la circun¬ 
ferencia definida por 

x 3 -f y" + z 3 — a 3 — 0 , ¡r-f-y + z — b — 0 

y las generatrices son paralelas a la recta x = 2z + 3, y = — z- 

Los cosenos directores de las generatrices son proporcionales a 2, 
—1, 1. Por tanto, como sistema [4], [3] tenemos 

x 3 o y 3 o + z“o — a 3 = 0 , x a ■+■ y 0 + «o — 6 = 0 , 

x = x 0 + 2X , y — y 0 — X . z = z« + X , 

o bien, sustituyendo en las dos primeras los valores de x<¡, j/o, z 0 deducidos 
de las demás, 

(x — 2X) 3 + (y + ?.)’ + (z — X) 3 — a 3 = 0 . 
x + y + z — 2X — 6 = 0. 

Despejando X en la segunda ecuación y sustituyendo en la primera 
se obtendrá la ecuación de la superficie buscada, a saber, 

(y ¿.z — b) 3 + i(x + 3y + z — b) 3 + l(z — ¡e —y + 6) 2 — o 2 = 0. 

Obsérvese que siempre que la directriz sea una curva plana este mé¬ 
todo permite la eliminación simple de X y por tanto da fácilmente la 
ecuación de la superficie en forma implícita. Si la directriz no es plana, 
la eliminación no es siempre posible, y aún en muchos casos que lo es 
(cuando la directriz es una curva algebraica, por ejemplo), puede con¬ 
ducir a cálculos engorrosos. 

Ejercicios: 1. Hallar la ecuación del cilindro cuya directriz es la 
cónica 2.x 3 —y 3 — 1 = 0 del plano z = 0 y cuyas generatrices son para¬ 
lelas a la recta x — 1 = y -f- 2 = z. 

2. Hallar la ecuación del cilindro cuya directriz es la parábola 
y — z 3 = 0 del plano x = 0 y cuyas genei-atrices son perpendiculares al 
plano 2x — y-f3z — 1 = 0. 

3. Por ser de la forma [9], la ecuación ( 2x — z) 3 + (2y -f- z) 3 — 
— (2x — z)-}-3 = 0 representa un cilindro. Hallar su intersección con el 
plano z = 0 y los cosenos directores de las generatrices. 

4. Hallar el lugar geométrico de los puntos equidistantes de la recta 
x — z — 1 , y = 2z+ 3 y del plano x -f 2y + z = 0. 
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2. Cilindro circunscrito a una superficie_En lugar de dar 

la directriz, se puede pedir el cilindro cuyas generatrices tie- 

nen una dirección dada y, además, son tangentes a una super¬ 
ficie también dada. 

Sea^, <t> (x, y, z) = 0 la superficie. Queremos el cilindro cir¬ 
cunscrito a la misma cuyas generatrices tengan los cosenos 
directores proporciona es a a, |j, Y . Si F(x,y,z) es un punto 
general de contacto del cilindro con la superficie, la generatriz 
que pasa por él debe estar contenida en el plano tangente a 
la superficie y por tanto, según § 43, [10], debe cumplirse 

[11] a<í> x -f 0*, -f Y <f> x = o. 

Esta ecuación, junto con la de la superficie 

[1 2 ] &(x,i;,z) = 0 , 

determina los puntos de la misma cuyo plano tangente es pa¬ 
ralelo a la dirección dada, o sea, la curva de contacto del cilin¬ 
dro circunscrito. Conocida esta curva, que será la directriz del 
cilindro buscado, el problema queda reducido al estudiado en 
el numero anterior. Es decir, debe aplicarse lo que allí se ex- 
puso, temendo en cuenta que las ecuaciones [3] son ahora las 

4 - H . allai ' Ia pación üel cilindro circunscrito al elipsoide 

* + * ¿y + 3z ~ 1 = 0 según la dirección de la recta x = 2, y = 2z + l. 

tíintoni c ° s ® nos d M 1 i t0 ítoi de Ia rocta son proporcionales a 0, 2, 1. Por 
tanto, el sistema [11], [12] es, en este caso, 

Sy + 6z = 0 , *• + 2y- + 3z> — 1 = u , 

quedando el problema reducido a hallar el cilindro que pasa por la curva 

jff‘ n . lda P ° r w as dos ecuaciones y tiene la dirección (0, 2, 1 ). Proce¬ 
diendo como al final del numero anterior, resulta fácilmente 

121* a + G6y‘ -f 264z 2 — 264z — 121 = 0. 

3. Superficies cónicas. — Def. 2. Superficies cónicas son 
las formadas por las rectas (llamadas generatrices) que pasan 

por un punto fijo (llamado vértice) y se apoyan en una curva 
uada llamada directriz. 

E n vez de superficie cónica, a veces se utiliza la denomina¬ 
ción abreviada de cono. 

Ifl F °}- Xo ’ el Artice yí = x(u), y = y{u), z = z(u) 
la curva directriz. La ecuación de una recta que pasa por P„ 
y por un punto de la curva será 

[ 13 ] ■ x — = y — y 0 _ z — z n 

X(u) — X 0 y (íí) y o z(u) — z 0 * 

Cada valor de u individualiza una de estas rectas, o sea, 

tlí!f ge " eratriz de ¡ cono. Si queremos la ecuación conjunta de 
todas ellas, bastara eliminar el parámetro u entre las dos ecua¬ 
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ciones contenidas en [13]. Observemos que estas ecuaciones 
pueden escribirse 


rj^-j X Xr, _ X (ll) - Xp y - j/ 0 _ y (u) - 7/o 

z — z 0 z(u) — z 0 ’ z — z 0 ~ z(u) - Zo 

y puesto que las variables x, y_ z sólo aparecen según las com¬ 
binaciones de los primeros miembros, éstas se conservarán en 
¡as operaciones de eliminación, resultando como ecuación del 
cono una de la forma 


- 0 . 


[15] F --, y — V,) \ = 0. 

\z — z 0 Z — Zol 

Si la curva viene dada como intersección de dos superficies, 
o sea, por las ecuaciones 

[16] F i(x,y,z) = 0 , F 2 (x,y,z) = 0 

tomando un punto Pi (x lf y lt Zx) de esta intersección, o sea un 
punto tal que 

[17] FxiXuVuXx) = 0 , F a (x lt y u zi) = 0 

la generatriz correspondiente del cono será 

r JgJ ^ _ y Vo _ 2 

Xi—Xo “ 2/i — Vo ~ Zi — Zo 

que es la recta que une P, con el vértice P 0 . Al variar x u ih z u 
cumpliéndose siempre [17], esta recta describirá el cono. Por 
tanto, para obtener la ecuación del mismo bastará eliminar 
x u Vu z \ entre las cuatro ecuaciones [17] y [18]. 

Observemos que ahora también las ecuaciones [18] pueden 
escribirse 


[18] 


[ 19 ] x — xo = x ] — xp y —y o = y x — y a 

Z — «o Zi—Zo ’ z — Z 0 Z x —2a 

y por tanto, igual que antes, en las operaciones para eliminar 
Xi, y u Zx los primeros miembros de estas ecuaciones mantienen 
su expresión, y el resultado será también de la forma [15]. 

En resumen: 

La ecuación de un cono de vértice P 0 (^o, 2/o >z 0 ) es siempre 
de la forma [15]. 

Recíprocamente, toda ecuación de la forma [15] represen¬ 
ta un cono de vértice P„. En efecto, si Pi (Xx, 2/i, z¡) es un 
punto de la superficie, será 


= 0 


y las coordenadas de cualquier otro punto de la recta P 0 Pj, sien¬ 
do de la forma x = 2 *o + l(Xx — x 0 ), 2/ = 2/o + Mí/i — Vo) y 


1 Xx - 

- Xo 

l/l - 

— 2/o 

\ Zx - 

-Zo ’ 

Z\ — 

-Zo 
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z = 2 0 — z<>), también satisfarán a la ecuación [15], 

o sea, el punto pertenecerá a la superficie. Esto quiere decir 
que las rectas que unen P 0 con cualquier otro punto de la su¬ 
perficie pertenecen íntegramente a ella; por tanto la superfi¬ 
cie es un cono. 

En particular, si P 0 es el origen de coordenadas, la ecua¬ 
ción [15] queda F(a;/z, y/z)— 0. Esta ecuación no cambia al 
multiplicar x, y, z por un mismo número. Por tanto: las ecua¬ 
ciones de los conos de vértice el origen de coordenadas, son 
ecuaciones homogéneas en las tres variables x, y, z. 

Una manera de llevar a cabo la eliminación de x lt y u 2 , 
entre las ecuaciones [17], [18], consiste en poner las razones 
[18] iguales a un parámetro l/o y despejar 

Zi = q(£ — £ 0 )+ Zo, 2 /i = Q (y — 2 /o) + Vo> Zo — 0(2 — z 0 )4-z 0 

con lo cual, sustituyendo estos valores en [17], resulta que la 
ecuación de la superficie cónica se obtendrá al eliminar o en¬ 
tre las ecuaciones 

[20] Fl ( Q *°» Q(V — yo) + 2/o, 0(2 — z 0 ) + * 0 ) ■* 0 

Fj( q(x — Xo) + x n , g(y — y 0 )+yo, q(z — z 0 )+z 0 ) = 0. 

Ejemplos: 1. Hallar la ecuación del cono de vértice el punto 
(1, 2, —1) y directriz la curva a;” — y -f 1 = 0, del plano z = 0. 

En este caso, las ecuaciones [17], [19] son 

*’> — Vi + 1 = 0 , Zi = 0 , 

_ x — 1 _ x 1 — 1 y — 2 _ — 2 

z + 1 “ *1 4- 1 ’ 2 + l'“ 2,+l ’ 

entre las cuales se deben eliminar x„ y u z,. Siendo z, = 0, las últimas 
ecuaciones dan x x = (x — l)/(z + l)-f- 1 , y l = (y — 2 )/(z + 1) + 2, valo 
res que sustituidos en la primera darán la ecuación buscada: 

(® + 2) s — (y + 2 *) (z +íy + (z +1)* = 0 . 

2. Hallar la ecuación del cono de vértice (0, 0, 2) y directriz la 
circunferencia x 2 + y 2 —1 = 0 del plano z = 0. 

Procediendo igual que en el caso anterior, resulta 

4 (x 2 -)- y-) — (z— 2) ! = 0. 

3. Hallar la ecuación del cono de vértice (2, 1, 4) y directriz la 
curva intersección del plano x + y — z = 0 con la esfera x 2 -f y 2 + z ! — 
— 4 = U. 

En este caso las ecuaciones [20] son: 

q(x — 2) + 2 + q(v — 1) + 1 — o (z -— 4) —4 = 0 
[q(s — 2) + 2] 2 + [o(y —1)+1] # + [ 0 (z —4) + 4]= — 4 = 0. 

Despejando p en la primera ecuación y sustituyendo en la segunda 
resulta, después de quitar denominadores 

(3x + 2y — 2z)'- + (x + 2 y — z) 2 + 

4- (4x + 4y— 3z) s — 4(* + y — z + 1)* = o , 

que es la ecuación buscada. 
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4. Cono circunscrito a una superficie. — Supongamos que 
en vez de dar la curva directriz se da una superficie 

[21] *(x,y,z) = 0 

y se pide la ecuación del cono de vértice P 0 circunscrito a la 
superficie, o sea, el cono cuyas generatrices son tangentes a 
la misma. 

Si P (ít, y,z) es un punto de contacto del cono con la su¬ 
perficie, el plano tangente en él debe contener la recta P 0 P, 
cuvos cosenos directores son proporcionales a x — x 0 , 2/ — 2/o, 
2 —z 0 . Por tanto, según § 43, [10], debe cumplirse 

[22] (x — x 0 )* x -f (y — 2 /o)+ (z —Zo)*, = 0. 

Como, además, se cumple [21] por pertenecer P a 4>, re¬ 
sulta que las ecuaciones [21], [22] son las que determinan la 
curva de contacto del cono buscado. 

El problema se resuelve entonces como en el caso del nú¬ 
mero anterior, donde en lugar de las ecuaciones [16] se tienen 
ahora las [21], [22]. 

Ejemplo. Hallar la ecuación del cono circunscrito al elipsoide 
2x 2 + y 2 -f z 2 —1 = 0 cuyo vértice es el punto (0, 4, 0). 

Las ecuaciones [21] y [22] son, en este caso. 

2x 2 + y 2 + z 2 — 1 = 0 , 4ce ! + 2 (y — 4) y + 2z 2 = 0 , 

y la segunda, teniendo en cuenta la primera, se reduce a 4y —1=0. 
i’or tanto, el sistema [20] se escribe 

2[ 0 x] 2 + [Q(y — 4) + 4] 3 +[ 0 zP —1 = 0 
4 [q (2/ — 4) + 4] — 1 = 0. 

Despejando o de la segunda ecuación y sustituyendo en la primera 
se obtiene la ecuación buscada: 

30** + 15z* — (v — 4) 2 = 0. 

3. Superficies desarrollabas. — Def. 3. Se llaman superficies des¬ 
arrollares, el plano, los cilindros, los conos y las superficies formadas 
por las tangentes a una curva alabeada. 

Ya hemos estudiado los cilindros y los conos. Falta estudiar el caso 
general. En este caso, para definir la superficie, hay que dar la curva, 
a la cual son tangentes todas las generatrices, llamada arista de retro¬ 
ceso de la superficie. Si esta curva es 

[23] x = x(u) , y = y (a) , z = z(») 

la ecuación de una tangente es 

* — *(«) _ V — y(w) _ z — z(u) 

*'(«) - 2 /'(«) “ z’(u) • 

Para tener la ecuación conjunta de todas las tangentes, o sea, la de 
la superficie desarrollable que forman, bastará eliminar u entre las dos 
ecuaciones [24]. 

A veces no es fácil esta eliminación. Entonces, poniendo las razones 

[24] iguales a un nuevo parámetro v, tendremos 

x = *(w) + vx'(u) , 
y = y(u) + vy'(u) . 
s — z(zt) -f vz'(u) , 


[25] 
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y estas serán las ecuaciones paramétricas (con los parámetros u, v) de 
la superficie desarrollare buscada. ' 

Un ejemplo importante es el helicoide desarrollable, superficie for- 
. P .°''. t0 ? das las tangentes a una hélice circular. Siendo^ = a eos u, 
V — asenit, z=ku las ecuaciones de la hélice las penaHrmpe 
tricas del helicoide desarrollable, según [25], serán: P 

x = acosu ~ av sen u , y = a sen u + av eos « , z = k(u + v). 

ficies S V 1 % a v Í 1)-0 r p^ Ce í ! O ,f tá n dada C ? m ,? inter acción de dos supér- 
íicies i o, Fo(x f y, z) = 0, para hallar la ecuación de la suocr- 

mlnoÍ eSa TÍ r0 ab í f o™ada por sus tangentes, se procede de la siguiente 
manera. Un punto Po(*o, y 0 , z 0 ) de la curva satisface a las dos ecufciones 

[26] Fj (x 0> y 0 , 2 o) = 0 , F 5 (* 0 , 2 / 0 , 20 ) = 0 

^ n8:ente en éI , e f .intersección de los planos tangentes a las su- 
pe ficies, o sea, esta definida por las ecuaciones 

[27] (* — «o)Fix 0 + ( 2 / — i/o)Fi Wo -f(z_z 0 )Fu o _ o 

(* — Xo)F2x 0 + (2/ — 2/o) F 2w „ 4- (2 — Zo)F2z a = 0. 

la eeuad6^°Ia I ™%«S t tac a ad C a natr0 eCUaC¡ ° neS [261 ’ [27J - - 

por K“ nte “T, Ia üSÍL t d — llaM ' *»“*> 


S 45. Superficies de revolución. Helicoides. 

Otras superficies especiales 

1. Superficies de revolución. — Definición 1. Superficies 
cíe revolución son las engendradas por una curva que gira al¬ 
rededor de un eje, llamado eje de rotación de la superficie. 
La curva que gira se llama generatriz de la superficie. 

Los puntos de la generatriz describen circunferencias nor¬ 
males al eje, cuyo centro está sobre este último, y se llaman 
Váratelos de la superficie. Los píanos que pasan por el eje cor¬ 
tan a la superficie según curvas llamadas meridianos. 

Consideremos primero el caso más importante en que la 
curva generatriz sea una curva plana situada en un plano que 
pasa por el eje de rotación. Tomemos los ejes coordenados ta¬ 
les que el eje Z coincida con el eje de rotación y el plano Y Z 
con el que contiene a la generatriz. La ecuación de esta gene- 
íatriz sera entonces de la forma 

W F(2/,2)=0. 

? r ■ u v > í mt ?. * e la . generatriz (%• 156), al girar alre^ 
dedor del eje Z, la distancia OM que es la y que figura en [1], 

fndi^í^V^* 1 ■ a la ° M ' que va,e V* 2 + y 2 si ahora x, y 
indican las dos primeras coordenadas del punto P', girado del 

miP Ucr c ° ordenad f 3 no ha variado. Por tanto, la relación 
que liga las coordenadas *, y, z de un punto P' de la super- 

11 cjg.es la misma [1] pero con el valor y = OM sustituido por 

V 3* + y- = OM'. Es decir: 
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La ecuación de Ja superficie de revolución engendrada por 
la curva F (y,z) = 0 del plano 3 = 0 al girar alrededor del eje 
Z es 

[ 2 ] F(y/& + V- . z) = 0. 

En particular, si la ecución 
de la generatriz está dada en 
la forma explícita z = f (y) (que 
equivale a F = z — f(2/)=°)> 
ia ecuación de la superficie de 
revolución es 

[3] z = f (V’s 2 + !/*)• 

Si la generatriz está dada 
por sus ecuaciones paramétricas 
y = y(u), z = z(u) , se pueden 
obtener fácilmente las ecuacio¬ 
nes paramétricas de la superfi¬ 
cie engendrada. En efecto, de la 
figura 156 se deduce que las 
coordenadas de P' son 

x = OM' eos cp , y = OM' sen cp , z = M'P', 

y como OM' = OM = y(u), M'P' = z(u), resulta que las ecua¬ 
ciones paramétricas de la superficie son 

[4] x = #(íí) eos cp , y = )l(u) sencp , z = z(u). 

Ejemplos: 1. Superficie de revolución engendrada por la curva 
z — log y al girar alrededor d el eje Z . 

Según [3] será z = log V x 3 + y 2 , o sea, 2z = log(* 2 -f y 2 ). 

2. Superficie de revolución engendrada por la circunferencia y* + 
+ 2 a = i~ al girar alrededor del eje z. 

Según [2] será x 3 + 2 / 5 + 2 2 — r' — O, o sea, una esfera. 

3. Superficie de revolución engendrada por la recta z + y = 1 al gi¬ 
rar alrededor del eje z. 

Aplicando [2] y racionalizando resulta el cono x 2 + y 2 — (1— z) 3 = 0. 

4. Superficie engendrada por la curva y = ir, z = u 3 al girar alre¬ 
dedor del eje Z. 

Aplicando [4] resulta que las ecuaciones paramétricas de la super¬ 
ficie son x = M 2 coscp, y = u’ serup, z = u 3 . Si se quiere la ecuación en 
forma implícita hay que eliminar los parámetros u, tf. Para eliminar <p 
basta elevar al cuadrado y sumar las dos primeras ecuaciones, resultan¬ 
do x 2 -f y- = u\ Entre esta ecuación y la 2 = u 3 se elimina inmediata¬ 
mente u dando la superficie (* 3 + 2 / 3 ) 5 — z i = 0. 

Consideremos ahora el caso en que la generatriz sea una 
curva alabeada o una curva contenida en un plano que no con¬ 
tiene el eje de rotación Z. Sean 

[5] x = x(u) , y = y(u) , z = z(u) 
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sus ecuaciones paramétricas. Si P es un punto de la curva, las 



Fin. 157. 


coordenadas de otro punto P' 
obtenido por rotación de P se¬ 
rán (fig. 157) 

x = OM' eos q¡ , 
y = OM' sen cp , 
z = M'P' = MP 

y como OM ' = OM = \/(x(u) 2 -f 
+ (!/(«) ) 2 , resulta que las ecua¬ 
ciones paramétricas de la super¬ 
ficie engendrada por la curva 
[5] al girar alrededor del eje 
Z son 


x — V[#(w)]- + [y (u) ] 2 eos <p : 

E®] V = VI*(«)]» + [ 2 /00] 2 sen <p : 

z = z(u). 


EJEMPLO. Consideremos .a superficie de revolución engendrada por 
una recta no contenida en un plano que pase por el eje de rotación. Las 
ecuaciones de esta recta serán 

[7] x = az + b,y = p Z +q, 

que son de la forma [5] con sólo tomar z como parámetro y añadir como 

erceia ecuación la identidad z — z. Por tanto, la ecuación de la -super- 
licie es 

» = V (az -f fe) 3 -f- (pz + « 7 ) 2 cos cp , 

V = V (cz-f b) s + (pz + q) 2 sen cp , 
z = z 

con los parámetros z, cp. Para obtener la ecuación en forma implícita 
hay que eliminar cp entre las dos primeras ecuaciones, para lo cual basta 
elevar al cuadrado y sumar, resultando 

*' + V* = ( az 4 &)* 4- (pz + qV , 

que es la ecuación de una cuádrica. Por ser de revolución y reglada no 
puede ser mas que un hiperboloide de una hoja (los casos de cono o ci¬ 
lindro están excluidos por suponer que la recta generatriz no corta al 
eje). Por tanto: 

La superficie engendrada por una recta que gira alrededor de otra 
no contenida en un plano con ella, es un hiperboloide de una hoja. 


2. El toro. — Def. 2 . Es la superficie de revolución engen¬ 
drada por una circunferencia que gira alrededor de una recta 
^e su plano a la cual no corta. 

. Tomemos como siempre el eje Z coincidente con el eje de 
giro y por eje Y la normal al mismo por el centro A de la cir- 
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cunferencia, con lo cual ésta queda contenida en el plano Y, Z; 
si r es su radio y a la distancia del centro al eje de giro, su 
ecuación será 

y 2 + z 2 — 2 ay -j-a 2 — r 2 = 0 . 

Aplicando [2] resulta que la ecuación del toro es 
x 2 + y 2 + z 2 — 2a \/'x 2 4 - y 2 4 -a 2 — r 2 = 0 
o bien, racionalizando 

[7] ( X 2 4- y 2 + z 2 + a 2 — r 2 ) 2 — 4a 2 (x 2 4- y 2 ) = 0 

que nos dice que el toro es 
una superficie algebraica de 
grado A. 

A veces es útil tener las 
ecuaciones del toro en forma 
paramétrica. Para ello obser¬ 
vemos que las ecuaciones pa¬ 
ramétricas de la circunferen¬ 
cia generatriz son ij = a4- 
4- r eos y, z = r sen u, siendo 
u el ángulo que forma el ra¬ 
dio variable de la circunfe¬ 
rencia con el eje y (fig. 158). 

Aplicando [4] resulta que las 
ecuaciones paramétricas aei 
toro son 

[ 8 ] x — (a 4 -fcos 2 í)cosq> t y = (a-f r eos w)sen cp , 

z = r sen u . 

Nota. Observemos que si [1] es una curva algebraica, tam¬ 
bién [4] es una superficie algebrai¬ 
ca. Es decir, el caso del toro no es ex¬ 
cepcional, sino que: por rotación de 
una curva algebraica plana alrede¬ 
dor de una recta de su plano, se ob¬ 
tiene siempre una superficie alge¬ 
braica. 

3. Helicoide de plano o cono di¬ 
rector. — Def. 3. Se llama helicoide 
de plano director, a la superficie en¬ 
gendrada por las rectas que se apo¬ 
yan en una hélice circular, en el eje 
de la hélice y son paralelas al plano 
de la base (fig. 159). 




Fisr. 158. 


Fig. 159. 
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Tomando como eje Z el de la hélice, las ecuaciones paramé¬ 
tricas de la misma serán 

[9] x — a eos cp , y = a sen cp , z = fccp 

siendo a el radio del cilindro que contiene la hélice y k una 
constante. 

La ecuación de una recta paralela al plano X, Y y que corte 
al eje Z puede siempre ponerse en la forma 

[10] y = yx , z ~ (j. 

Para que esta recta corte a la hélice se debe verificar 
a sen cp = ya eos q?, kq¡ = q, o sea, debe ser y — tg cp, q = fccp . 
Por tanto, sustituyendo en [10], las generatrices del helicoide 
resultan las rectas 


y = tg <p . x , z = fccp . 

Eliminando cp tendremos la ecuación conjunta de todas las 
generatrices, o sea, la ecuación del helicoide de ylano director, 


[ 11 ] 


y = x . tg 


que puede también escribirse 


[ 12 ] 


z = /carctg—. 

x 


Def. 4. Se llama helicoide de cono director a la superficie 

engendrada por las rectas que se 



Fig. 161). 


apoyan en una hélice circular y 
cortan al eje de la hélice bajo un 
ángulo constante. 

Se llaman helicoides de cono 
director, porque trazando por un 
punto del espacio paralelas a las 
generatrices, todas ellas forman 
un cono de revolución cuyo eje es 
paralelo al eje de la hélice. 

Sea [9] la hélice dada y a el 
ángulo constante que deben for¬ 
mar las generatrices con el eje Z. 

Sea P ( a eos cp, a sen cp, fccp) un 
punto de la hélice. La recta que 
pasa por él y corta al eje Z bajo 
un ángulo a, lo hará en el punto 
Q (0,0,2o) tal que (fig. 160) 


tg a = AP/AQ = a/ (z 0 — k cp), 


de donde 
[13] 


Z 0 = a cot a -f kq>. 
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Para cualquier pu nto M (x ,y,z) de la generatriz OP es 
y/x = tgcp, z 0 — z = yj x--\ y- cota, de donde, según [13], 

[14] z = acota -f k arctg— -V x- -|- y- cot a. 

X 

Ésta es, por tanto, L ecuación que satisface las coordena¬ 
das de todo punto de la superficie, o sea, la ecuación del heli¬ 
coide de cono director. 

Obsérvese que para a = ji/ 2 la ecuación coincide con la 
[ 12 ], como debe ser. 

Ejercicio. Probar que la intersección del helicoide de cono director 
con un plano z = cte. es una espiral de Arquímedes. 

4. Lugar geométrico de las rectas que se apoyan en tres no 
coplanares. — Sean dadas tres rectas r,, r 2 , r 3 no paralelas y 
sin punto común. Queremos hallar el lugar geométrico de las 
rectas que cortan a las tres. 

Por cada punto P, de r x pasará una de tales rectas. En 
efecto, ella será la intersección del plano determinado por F¡ 
y r 2 con el determinado por P t y r 3 . Variando P x sobre r x 
tendremos el lugar buscado que será, por tanto, una super¬ 
ficie. 

Para hallar su ecuación el método general es el siguiente: 
Se toma el punto Pi (&i, y u z x ) sobre r x y se escriben las ecua¬ 
ciones de los planos determinados por P, y cada una de las 
rectas r>, r 3 . Como hemos dicho, estos dos planos determinan 
una recta del lugar. Escribiendo que Pi pertenece a r, tendre¬ 
mos dos ecuaciones entre x,, y x , z u que junto con las de los pla¬ 
nos dichos, forman cuatro ecuaciones. Eliminando entre ellas 
las variables x x , y i, z x , que individualizan una recta particular, 
para tener la ecuación conjunta de todas ellas, se tendrá la 
ecuación del lugar buscado. 

Para que el cálculo resulte simple, sin restringir en nada 
la generalidad, podemos tomar unos ejes coordenados conve¬ 
nientes. Tomemos el eje X coincidente con r x y el plano X, Y 
paralelo a r 2 . Todavía, por traslación del plano Y, Z, podemos 
hacer que r 3 corte al eje Z. Las ecuaciones de las tres rectas 
serán entonces de la forma 

recta r t : y = 0 , z = O 

recta r 2 : x = ay , z = c 

recta r 3 : x = yy + q , z = my -f- n. 

La hipótesis de que r 2 , r 3 no tienen punto común, se escribe 
expresando que las cuatro ecuaciones de estas rectas son in¬ 
compatibles, lo que da la condición 

[15] ac + ny — cy — qm — aíi^u. 
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Sea Pi (oji, 0, 0) un punto de r x . El plano (Pi,r 2 ) será 

c(x — ay) (z — c)x x = 0 

puesto que, en efecto, esta ecuación se satisface para los pun¬ 
tos de r 2 y para las coordenadas de Pi. 

Análogamente, el plano (Pi, r 2 ) es 

(x — py — q)n -f (z — my — n) ( n x — q) = 0. 

Para cada valor x u estos dos planos determinan una gene¬ 
ratriz de la superficie buscada. Eliminando x x entre las dos 
ecuaciones tendremos la ecuación conjunta de toda la superfi¬ 
cie. Para ello, siendo ambas ecuaciones de primer grado, la eli¬ 
minación es inmediata; basta despejar x x en una de ellas y 
sustituir en la otra, o bien, en forma de determinante 


c(x — ay) z — c 

n(x — py) — q(z — my) z — my — n 



Desarrollando, resulta: 

camy- -f qz- +- (c — n)xz — cmxy -f- 
+ (np — ca — qm)yz -r c(an — np -f qm)y — qcz = 0 . 

que es la ecuación de una cuádrica, evidentemente reglada, 
dada su generación. 

Para ver si se trata de un hiperboloide o de un parabo¬ 
loide bastará ver si es o no nulo el determinante 



0 — cm c — n 

— cm 2 acm np — ca — qm 

c — n np — ca — qm ¿q 
= 2 cmn (ac -f- np — cp — qm — an). 


La expresión entre paréntesis sabemos por [15] que no es 
nula. Si fuera c = 0 la recta r-> estaría en el plano z = 0 y por 
tanto cortaría a r x ; si fuera n = 0, r 3 cortaría al eje X que es 
TV Cabe sólo la posibilidad m = 0. En este caso r 3 está en el 
plano 2 = n, paralelo al X, Y, y por tanto las tres rectas son 
paralelas a un mismo plano. Quitado este caso, el determinan¬ 
te es siempre distinto de cero y la cuádrica es un hiperboloide. 
En resumen: 

N 

El lugar geométrico de las rectas que se apoyan en otras 
tres no coplanares es un hiperboloide de una hoja si las tres 
rectas no son paralelas a un mismo plano , y un paraboloide hi¬ 
perbólico en este último caso. 


Consecuencia. Una cuarta recta r» que tampoco sea coplanar con 
ninguna de las tres anteriores cortará al hiperboloide o paraboloide an¬ 
terior en dos puntos; por cada uno de ellos pasará una generatriz que 
cortará a las cuatro rectas. Luego: dadas cuatro rectas en el espacio , n 
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contenidas en un plano ningún par de tilas , existen dos únicas rectas 
(reales o imaginarias o una doble) que cortan a las cuatro. 

5. Otras superficies regladas. — Una generalización importante del 
problema anterior consiste en considerar la superficie engendrada por las 
rectas que se apoyan en tres curvas fijas Ci, C 2 , C 3 llamadas directrices. 
El caso considerado corresponde al caso más simple en que estas curvas 
son tres rectas. 

El problema general se resuelve de la misma manera. Se toma un 
punto Pi sobre Ci y se consideran los conos de vértice Pi y directrices 
Ca y C 3 ; estos conos tendrán un cierto número de generatrices comunes 
que pertenecerán a la superficie buscada. Variando luego Pi sobre Ci es¬ 
tas generatrices darán toda la superficie. Analíticamente, una vez escri¬ 
tas las ecuaciones de los dos conos, bastará eliminar las tres coordenadas 
de Pi entre ellas y las ecuaciones que definen Ci para tener la ecuación 
de la superficie. Esta eliminación puede ser difícil o engorrosa, pero si 
se trata de curvas algebraicas ella es siempre posible y la superficie re¬ 
sultante será siempre algebraica. 

En este caso de ser Ci, C 2 , C 3 curvas algebraicas, supongamos de 
grados n,, n a respectivamente, es interesante calcular el grado de la 
superficie que resulta. Llamemos s¡a al número de puntos comunes, si los 
hay, entre Ci y C 2 ; análogamente, sean s 13 , s¡a los puntos comunes entre 
Ci, C 3 y C 2 , C 3 . Para hallar el grado de la superficie, cortemos por una 
recta r x y veamos el número de puntos de intersección, lo cual dará el 
grado. El número de puntos de intersección de r x con la superficie es 
igual al número de rectas que se apoyan en Ci, C 2 , Cs, r,, o sea el nú¬ 
mero de puntos en que Ci corta a la superficie de directrices C 2 , C 3 , n, 
que es igual al grado de esta superficie por n x . Por otra parte, el grado 
de la última superficie, cortando por otra recta r 2 , resulta igual al nú¬ 
mero de puntos en que C a corta a la superficie de generatrices C 3 , r h r 2 . 
Análogamente, cortando por otra recta r 3 , esta última tiene por grado e] 
número de puntos en que C 3 corta a la superficie de directrices r h r 2 , n 
que por el número anterior sabemos que es igual a 2. Por tanto, retro¬ 
cediendo el razonamiento, vemos que el grado buscado es 2njn-n 3 . De esta 
manera se han contado como integrantes de la superficie los conos que 
desde los puntos comunes a dos de las curvas directrices proyectan la 
tercera, cuyo grado es igual al de la directriz correspondiente. Prescin¬ 
diendo de estos conos, resulta que: el grado de la superficie engendrada 
por las rectas que se apoyan en las tres directrices Ci, C 2 , Ca sin pasar 
por los puntos comunes a dos de ellas, cs 

[16] N = 2n l n 2 n? — niS n — w 2 Si 3 — r? 3 s, 2 . 

Es'.a fórmula se acostumbra a llamar fórmula de Salmón. 

6. Las 27 rectas de una superficie cúbica. — Vamos a dar una apli¬ 
cación interesante de la última fórmula de Salmón. Sea S una superficie 
cúbica. Cortémosla por cuatro planos y sean Ci, C 2 , C 3 , C< las cúbicas 
planas sección. Cada dos de estas cúbicas tiene 3 puntos comunes, que 
son los puntas en que la recta de intersección de sus planos corta a S 

Consideremos la superficie reglada determinada por las directrices 
Ci, c«, C 3 . Según la fórmula de Salmón su grado será 2.3.3.3 — 3.3 — 
— 3.3 — 3.3 = 27. Por tanto ella será cortada por C. en 27.3 = 81 pun¬ 
tos, por cada uno de los cuales pasará una recta que se apoya en las cua- 

n /*1 n p * 

*_■£, Cs, Oi. 

De estas rectas, aquellas que se apoyen en cuatro puntos distintos, 
deberán pertenecer integramente a S, puesto que una superficie cúbica 
sólo puede tener 3 puntos comunes con una recta no contenida en ella. 
Al aplicar la fórmula de Salmón ya se han descontado las rectas aue 
pasan por los puntos comunes a dos de las Ci, C 2 , C 3 . Falta sólo ueseón- 
tar las que pasan por los puntos comunes a C« y alguna Ci (i = 1,2,3). 
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Para ello observemos que C. tiene 3 puntos comunes con cada una 
de las Ci, Ca, C 3 , o sea, en total 9 puntos. Por cada uno de ellos pasan 9 
rectas que se apoyan en las dos cúbicas restantes (generatrices comunes 
a los dos conos de grado 3 que proyectan estas cúbicas), de las cuales 
hay que prescindir de las que pasan por las intersecciones de estas últi¬ 
mas, que son 3. En consecuencia, quedan 6 rectas por cada uno de los 9 
puntos mencionados. En total son 6.9 = 54 rectas que, aún cortando a 
las cuatro Ci, C», C.-., C 4 , sólo tienen 3 Duntos comunes en S. Las restan¬ 
tes 81 — 54 = 27 rectas, por tener 4 puntos distintos comunes con S, de¬ 
ben pertenecer íntegramente a esta superficie. Llegamos así al notable 
resultado: 

Toda superficie cúbica contiene siempre 27 rectas. 

Naturalmente que, como en toda cuestión algebraica, estas rectas 
pueden ser imaginarias o muiumes. 


Ejercicio 

Sea un segmento AB cuyo punto medio sea M. Supongamos que AB 
gira alrededor de un eje z coplanar con el segmento, de manera que M 
describa una circunferencia cuyo plano sea perpendicular a z. Se supone 
que la distancia de M a z es mayor que MA = MB. Supongamos, además, 
que al mismo tiempo que M gira alrededor de z, el segmento gira alrededor 
de M, describiendo un ángulo igual a krr (k = entero) cuando M haya dado 
la vuelta entera. Se pide: a) Ecuación de la superficie descrita por el seg¬ 
mento AB; b) Ecuación de la curva descrita por el punto A. Para k = 1, 
la superficie descrita por el segmento AB, se llama banda de Mcbius. 

Solución. Tomando los ejes x, y en el plano por M perpendicular a z 
y llamando <p al ángulo de giro del punto M (a partir del eje cc) y a el de 
giro del segmento AB, será a — (h/2) <p. Las coordenadas del punto P del 
segmento AB que dista X de M serán 

kw , k<p . kv 

x = X eos —eos <p , y = X eos •- sen f , z = X sen —g— . 

Estas son las ecuaciones paramétricas de la superficie (X, <¡p son los 
parámetros que varían entre —a < X < o, 0 < 9 < 2'ít, siendo a = MA = 
= MB). Para X = a se tienen las ecuaciones paramétricas de la curva. 
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§ 46. Geometría reglada 

1. Coordenadas de recta. — Ya vimos cómo una recta del 
espacio se determina comúnmente como intersección de dos 
planos, por lo cual suele venir dada por dos ecuaciones linea¬ 
les entre las variables x, y, z. En la llamada forma reducida. 
por ejemplo, estas ecuaciones son del tipo 

[1] y = ax -j- b . z = ex -f- d. 

Puestas las ecuaciones en esta forma, observemos que para 
dar una recta hay que dar los cuatro coeficientes a, b, c, d. Por 
tanto se pueden tomar estos cuatro coeficientes como coordena¬ 
das de la recta y decir, por ejemplo, que la recta (3, 0,—1, 2) 
es la de ecuaciones 

y = Sx , z = — x + 2 
y, recíprocamente, que la recta 

y = — x 4-1 , z = 2x — 3 

tiene por coordenadas (—1,1,2,—3). 

De esta manera, dos rectas de coordenadas distintas serán 
también distintas. En efecto, la recta (a, b, c, d) cuyas ecua¬ 
ciones son las [ 1 ], pasa por los puntos (x = 0 , y = b, z = d), 
(x = 1, y = a -f b, z = c-\- d). Si la recta (a', b', c\ d') pasase 
por los mismos puntos, debería ser b = b', d = d', a-) -b — 
— a'+ b', c + d = c' ± d’, y por tanto a = a', b = b', c = c', 
d = d'. 

Esto nos dice que las rectas del espacio no pueden deter¬ 
minarse por menos de cuatro coordenadas, puesto que si así 
fuese, al tomar cuatro coordenadas tendría que haber rectas a 
las que correspondiesen distintos grupos de coordenadas. Este 
hecho, de que las rectas del espacio dependan de cuatro coor¬ 
denadas y no de un número menor, se enuncia diciendo que 
el conjunto de les rectas del espacio forma una variedad de U 
dimensiones, o bien que, brevemente; el espacio reglado es de 
cuatro dimensiones. 
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Es decir, así como el espacio, considerado como conjunto de puntos 
es de tres dimensiones, puesto que cada punto queda determinado por 
tres coordenadas, el espacio considerado como conjunto de recias es de 
cuatro dimensiones, puesto que para dar una recta hacen falta cuatro 
coordenadas. 

Las coordenadas a, 6, c, d tienen el inconveniente de que con ellas 
hay ciertas rectas que no pueden representarse. Tales son las rectas pa¬ 
ralelas al eje y (2 = cte., z = cte.) o las paralelas al eje z (.r = cTe., 
y =z cte.) cuyas ecuaciones no pueden obtenerse de [1] dando valores a 
los coeficientes a, 6, c, d. Lo mismo ocurre con las rectas del infinito o 
rectas impropias, que tampoco pueden representarse en la forma [ 1 ]. 
Naturalmente que, como estas rectas excepcionales dependen de dos pará¬ 
metros, ellas no son obstáculo para la validez del enunciado anterior res¬ 
pecto de las dimensiones del espacio reglado. 

Sin embargo, se comprende que va a ser más conveniente si se pue¬ 
den encontrar otras coordenadas, tales que, entre ellas y las rectas del es¬ 
pacio haya una correspondencia biunívoca sin excepción. Esto se consigue 
con las llamadas coordenadas plückerianas , que vamos a definir. 

2 . Coordenadas plückerianas de recta. — En todo lo que si¬ 
gue de este capítulo vamos a representar las coordenadas car¬ 
tesianas de un punto del espacio por x u # 2 , x 3 en vez de las 
ordinarias x, y, z. Como casi siempre usaremos coordenadas 
homogéneas, llamaremos x 0 a la variable de homogeneidad; es 
decir, las coordenadas homogéneas de un punto serán de la 
forma (# 0 , # 1 , # 2 , # 3 )» con el convenio de que las no homogé¬ 
neas del mismo punto serán entonces (#1/# 0 , # 2 /#o, # 3 /#o). 

Sean # 0 , x¡, x 2 , x 3 las coordenadas homogéneas de un punto 
X é 2/o, Vi, Vi, 2/3 las de otro punto Y. Consideremos la matriz 

r 2 1 / Xo x i # 2 x 3 \ 

\ 2/o 2/l J -.. 2/3 / 

y sus menores de segundo orden 

rg-i Poi = #<>2/l - #l2/o > PoZ = XoV 2 - X 2 yo , Pri3 = #o2/s - #32/(1 

Piz = X x y 2 — Xo 2/1 , P13 = #12/3 — # 32/1 » P23 = x 2 y 3 — x 3 y-< 
o bien, abreviadamente, 

[ 4 ] Va = Xfli — x.yi. 

Los seis números Pi¡ se llaman coordenadas plückerianas 
de la recta determinada por los puntos X, Y. 

Si en vez de definir la recta por los puntos X, Y se defi¬ 
niera por otro par X', Y' de la misma, siendo entonces 

#'i = Ixt + p 2 /i , y'i = Xi#¡ + u,2/¡ , (Xpi — =7^ 0 ) 

resulta 

P'a = (Xu, — XjL1) Pi¬ 
es decir: dada una recta, las Pa quedan definidas salvo un 
factor de proporcionalidad. Además, siendo X, Y puntos dis¬ 
tintos, las coordenadas #¡, y> no son proporcionales y por tan¬ 
to, según la definición [ 3 ], las p t¡ no pueden ser todas nulas. 
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Ambos resultados nos dicen que: las coordenadas plückerianas 
son coordenadas homogéneas. 

Las Pa no son independientes. En efecto, ba cf a observar la 
identidad 


#0 #1 #2 #3 

?° V J V J =2(p 0I P23 


; ; ' ; = 2 (P01P23 — P02P18 + P03P12), 

#0 #1 X 2 #3 

2/0 2 /l 2/2 2/3 

que se obtiene inmediatamente desarrollando el determinante 
por menores complementarios de las dos primeras filas (regla 
de Laplace). Por otra parte, el determinante anterior es igual 
a cero, por tener filas iguales, por tanto, poniendo por sime¬ 
tría p 3 i = — P 13 , se tiene: 

Las coordenadas p,j están ligadas por la ecuación 

[ 5 ] Po\Po 3 + P02P31 H" P03P12 — 0 . 

Para justificar el nombre de coordenadas de recta, dado a 
las Pa, falta todavía demostrar que, recíprocamente, dados seis 
números p¡¡ no todos nulos y satisfaciendo a la relación [ 5 ] 
queda determinada una sola recta. 

En primer lugar, observemos que por lo menos una recta 
queda determinada. En efecto, como las Pa no son todas nulas, 
sea por ejemplo p 0 1 # 0 . Consideremos la recta que une los dos 
puntos 

(#0 = 0 , #1 = Po\ t Xo = Pqo , #3 = P03) » 

(2/0 = — P01 , 2/1 = 0 , 2/2 = P12 , 2/3 = Pía) • 

Hallando, según [ 3 ], las coordenadas de esta recta y tenien¬ 
do en cuenta [ 5 ], se obtiene que ellas son, salvo el factor p 0 1, 
las Pn dadas. 

Por otra parte, una recta que tenga las coordenadas Pi¡, 
según [ 3 ], cortará al plano #1 = 0 en el punto 


, o sea, 


[7] 


, o sea, 


X 2 

P 21 

#3 

= 

Xo 

P 01 

’ #0 

Poi 

#1 

Pl2 

#3 

Paz 

Xr 

P02 

’ #0 

Poz 


#0 #2 x 3 #2 P 21 x 3 p 3 i 

LoJ - --- =- , o sea,- =- ,-= - 

P 01 P 21 Pai Xo P 01 Xo Poi 

y al plano # 2 = 0 en el punto 

P71 2 '° #3 X\ P\o #3 p 3 2 

[7J - = - —- , o sea,- =- ,- = - 

Po 2 P 12 Paz Xr P 02 Xo p 02 

y de la misma manera, a los planos # 0 = 0, # 3 = 0 en puntos 
perfectamente determinados. Por tanto, no puede haber más 
de una recta con las mismas coordenadas p¡ ; , ya que por dos 
puntos pasa una sola recta. En resumen: 

Hay correspondencia biunívoca entre las rectas del espacio 
y las seis coordenadas homogéneas p ijy no todas nulas y liga¬ 
das por la relación [5]. 
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Observemos que siendo las coordenadas homogéneas, equivalen a 
cinco no homogéneas y como, además, están ligadas por la ecuación [5], 
en realidad hay cuatro de ellas independientes. Es decir, obtenemos de 
nuevo que las rectas del espacio dependen de cuatro parámetros. 

Si consideramos las p,j como coordenadas cartesianas homogéneas de 
un espacio de cinco dimensiones, entonces [5], por ser una ecuación de 
segundo grado en las variables, representa lo que se llama una “hiper¬ 
cuádrica”, generalización natural de las cónicas del plano y las cuádricas 
del espacio. Esta hipercuádrica se llama hipercuádrica de Klein . 

Resulta así que a cada recta del espacio corresponde un punto de la 
hipercuádrica de Klein y, recíprocamente, a cada punto de esta última 
corresponde una recta del espacio. Resumiendo: 

Las rectas del espacio ordinario se representan biumvocamente por 
los puntos de una hipercuádrica (hipercuádrica de Klein) del espacio de 
cinco dimensiones . 

EJEMPLOS: i. ttallar las coordenadas plückerianas de la recta deter¬ 
minada por los puntos cuyas coordenadas no homogéneas son (0, —1, 3), 
(2, 1, —1). Introduciendo la variable de homogeneidad xo , las coordena¬ 
das homogéneas de estos puntos serán (1, 0, —1, 3), (1, 2, 1, —1) y 
por tanto, según [3], las coordenadas buscadas son: 

Poi = 2, P *2 = 2, p 0 3 = — 4, Pl2 = 2, pi 3 = — 6 , pzx = — 2. 

2. Hallar las coordenadas plückerianas de la recta del inida por las 
ecuaciones 

oXi — X'2 + x-3 = 0 . Xy -f- 2xo — 3 = 0. 

Hay que hallar dos puntos de estas rectas. Ellos pueden ser, por 
ejemplo, las intersecciones con los planos Xi=0, x 2 = 0, que son 
X(l,0,3/2,3/2), Y(l,3,0,—9). Como el primero equivale a X(2,0,3,3), 
aplicando [3] resulta 

Voi = b , Pea = — 3 , Pu 3 = — 21 , P 12 — — 9 • 

Pi 3 = — 9 , P2 3 = — 27. 

3. Dadas las coordenadas plückerianas 

Poi = 1, P02 = - 3, ?>ü3 = 0, PlQ = 4, Pl3 =0, P23 = 2 

de una recta, hallar sus ecuaciones ordinarias. 

Según [ 6 ], esta recta corta al plano = 0 en el punte cuyas coor¬ 
denadas no homogéneas son 

Xi = 0 , x 2 /x 0 = — 4 , Xslxo = 0 
y al plano a : 2 = 0 en el punto 

xjxo = — 4/3 , £ 2 =0 , x 3 /xo = 2/3. 

Por tanto, la recta dada pasa por estos dos puntos y sus ecuaciones 
ordinarias, en coordenadas no homogéneas pueden ponerse en la forma 

Sxi x« -4- 4 3x* 

4 —4 ~~ —2 

3. Condición para que dos rectas se corten. — Sean p iu , p'¿ u 
las coordenadas plückerianas de dos rectas. Si ellas se cortan, 
quiere decir que los puntos X (x 0f x Xy x 2 , x 3 ), Y ( y 0 , y u ?/*>> Vs) 
que determinan la primera, y los X'(z' 0 , x' ly x' 2f x' 3 ) , Y'(y' 0 , 
y\,y'2>y's) que determinan la segunda, están en un plano. Por 
tanto, 
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*0 

X, 

Xo 

Xs 1 

2/0 

Vx 

y 2 

2/3 

X'o 


x'o 

x ' 3 

y'o 

y'i 

y'2 

y' 3 


Desarrollando este determinante por menores complemen¬ 
tarios de las dos primeras filas, resulta 

[ 8 ] PoiP'23 4 " PniP'zx 4 " PosP'xi 4 - PiiP'nz 4 ” p3iP'o2 4 “ P«sP'o'. = 0 . 

Recíprocamente, si esta condición se cumple, tomando so¬ 
bre cada una de las rectas dos puntos cualesquiera, el deter¬ 
minante anterior es nulo; luego los cuatro puntos están en un 
plano y, en consecuencia, las rectas que los unen se cortan. Por 
tanto, 

La condición [8] es la necesaria y suficiente para que dos 
rectas se corten. 

4. Complejos de rectas. — Si entre los cuatro parámetros 
de que dependen las rectas del espacio se da una relación, que¬ 
darán independientes tres parámetros. Una familia de rectas 
dependientes de tres parámetros se llama complejo de rectas. 

Si se dan dos relaciones, quedarán sólo dos parámetros in¬ 
dependientes. Entonces, una familia de rectas dependientes de 
dos parámetros se llama congruencia de rectas. 

Si se dan tres relaciones, quedará una familia de rectas de¬ 
pendientes de un solo parámetro. Es una superficie reglada. 

Si se dan cuatro relaciones, se pueden calcular los valores 
de los parámetros que las satisfacen, y por tanto quedan de¬ 
terminadas un número finito de rectas. 

Vemos, pues, que así como con puntes del espacio sólo se 
pueden formar curvas (familias de puntos dependientes de un 
parámetro) y superficies (familias de puntos dependientes de 
dos parámetros), con rectas cabe una posibilidad más, debido 
a que las rectas dependen de cuatro parámetros, mientras que 
los puntos sólo de tres (sus coordenadas). Vamos a estudiar 
aquí los complejos y congruencias de rectas. Las superficies 
regladas ya han sido estudiadas en otro lugar. 

Es conveniente seguir utilizando las coordenadas plückeria¬ 
nas. Tenemos entonces que el conjunto de rectas cuyas coorde¬ 
nadas p ik , además de la condición [5], satisfacen a una ecua¬ 
ción homogénea 

F (poi, P 02 , P 03 , Pvji P¡3> P 23 ) = 0 

se llama complejo de rectas. Generalmente se estudian única¬ 
mente los complejos algebraicos, o sea, aquellos en que la fun¬ 
ción F es una función algebraba. Entonces, el grado de la 
ecuación [9] se llama grado del complejo. 

Todo punto X (x„, x t , x.., x :] ) del espacio es vértice de un 
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cono de rectas pertenecientes al complejo. En efecto, sustitu¬ 
yendo en [9], Vik--=%iVk — x k y¡, queda 

[10] F(a; 0 ?/i —^í/o, x 0 y 2 — x 2 y 0 , ..., x 2 y 3 — x 3 y 2 ) = 0. 

Esta ecuación, considerando las i/¡ como variables, repre¬ 
senta un cono de vértice el punto X; basta observar, en efecto, 
que si y i son las coordenadas de un punto que satisfaga [10], 
otro punto cualquiera de la recta que une este punto con X 
tendrá por coordenadas y'i = lx> + [iy¡ y por tanto satisface 
también a la ecuación [10]. Se tiene, además: el grado del cono 

[10] es igual al grado del complejo. 

Todas las rectas de un complejo contenidas en un plano da¬ 
do envuelven una curva llamada curva plana del complejo. Las 
tangentes a una curva plana del complejo por un punto P de 
su plano, serán las rectas de la sección por el plano del cono 
del complejo de vértice P. Llamando clase de una curva al nú¬ 
mero de tangentes que se le pueden trazar por un punto exte¬ 
rior (número que es independiente del punto cuando la curva 
es algebraica y se consideran las tangentes reales e imagina¬ 
rias), se tiene, por tanto: la clase de las curvas planas del com¬ 
plejo es igual al grado del complejo. 

Ejemplo. El conjunto de todas las rectas tangentes a una cuádrica 
es un complejo de grado 2. En efecto, todo punto del espacio es vértice 
de un cono de segundo orden cuyas generatrices pertenecen al complejo: 
es el cono circunscrito a la cuádrica. Todo plano corta a la cuádrica se¬ 
gún una cónica, curva de clase dos, cuyas tangentes son las rectas del 
complejo contenidas en el plano, o sea, es la curva plana del complejo. 

5. Complejos lineales. — El caso más simple, pero también 
el más importante, es aquel en que [10] es una ecuación lineal: 

[11] aoiPoi 4" « 02 P 02 + a-ozPos + a i2 p\ 2 + ai 3 pi 3 + a 23 p 23 = 0. 

En este caso el complejo se llama lineal, o de grado uno. 

Como la ecuación [11] es homogénea y contiene seis coefi¬ 
cientes a¿„ para determinarlos harán falta cinco ecuaciones li¬ 
neales. Puesto que al escribir que una recta dada pertenece al 
complejo, [11] resulta una ecuación lineal entre los coeficien¬ 
tes a ijt se tiene: 

Un complejo lineal queda determinado dando cinco rectas 
independientes. 

Si los seis coeficientes a¡,- cumplen la condición 

[12] ^01^23 + ®02®31 4~ ®03®12 = 0 » 

pueden tomarse como coordenadas plückerianas de una recta y 
entonces, según [8], el complejo se compone de todas las rec¬ 
tas del espacio que cortan a una recta fija. En este caso el 
complejo se llama especial o singular. En caso contrario, si no 
se cumple [12], el complejo se llama general u ordinario. 
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Para un complejo lineal, el cono L9] resulta de primer gra¬ 
do, o sea, es un plano. Es decir, las rectas del complejo que 
pasan por un punto del espacio forman un haz cuyo vértice es 
el punto. Sea por ejemplo el punto X°(£°o, x° lt x° 2 , íc° 3 ), ponien¬ 
do en [11] p¡i í = x°iX k — x° k Xi, resulta 

[13] IIi = 2 a¡ k (x 0 iX k — x° k Xi) = 0 . 

%<k 

que es la de ecuación del plano 11 x que contiene al haz de rec¬ 
tas del complejo que pasan por X 0 . Este plano se llama plano 
focal o polar del punto X o , el cual se llama, a su vez, foco o 
polo del plano. 

Dada una recta r determinada por los puntos X o , Y° cuyos 
planos focales son el [13] y el 

[14] n 2 = 2 a ik (y\x k — y\Xi) = 0 , 

i<k 

todo otro punto de la recta tiene sus coordenadas de la forma 
Xx°i -f- ny 0 * y por tanto su plano polar es 

II = 2 ^[(L^i + ^i)^. — (Lc° fc -f \iy° k )Xi] = 

i<k 

= x n i -|- p n 2 = o , 

lo cual nos dice que n pertenece al haz de planos determinado 
por Ü! y Tío. O sea: los planos focales de los puntos de una 
recta r pasan todos por otra r' que se llama conjugada de la 
primera. 

Si la recta r pertenece al complejo, está contenida en los 
planos focales de todos sus puntos y por tanto coincide con 
su conjugada. 

Toda recta del complejo que corta a una recta r está con¬ 
tenida en el plano focal del punto de intersección y por tanto 
corta también a la conjugada r'. 

Sean tres puntos A, B, C. Supongamos que sus planos fo¬ 
cales se corten en un punto O. Por pertenecer O al plano fo¬ 
cal de A, la recta OA pertenece al complejo; lo mismo las rec¬ 
tas OB, OC. Por tanto, estas tres rectas deben estar en el 
plano focal del punto O, lo cual significa que O debe estar en 
el plano ABC. Tomando otro punto del mismo plano, también 
su plano focal debe cortar a los anteriores en el mismo punto 
O, de manera que resulta: los planos focales de los puntos de 
un piano, se cortan en un punto que pertenece al mismo plano. 

Dualmente: los focos de los planos que pasan por un punto, 
están en un plano que pasa por el mismo punto. 

6 . Congruencias lineales. — Un conjunto de rectas del es¬ 
pacio, cuyas coordenadas p ik , además de la condición [ 5 ], sa¬ 
tisfacen a dos ecuaciones homogéneas 
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[15] Fj (Poi) Po2t • • •» P2a) = 0 , Fo (Poi» P02> • • •> P 23 ) = 0 
se llama congruencia de rectas. 

Una congruencia puede definirse como el conjunto de las 
rectas comunes a los dos complejos F, = 0, F 2 = 0. Si Fi es 
de grado m y F 2 de grado n, las rectas de la congruencia que 
pasan por un punto del espacio serán las rectas comunes a un 
cono de grado m y otro de grado n cuyo vértice es el mismo 
punto; su número será por tanto igual a mn. 

El caso más importante es aquel en que Fi, F 2 son lineales. 
Se tienen entonces las congruencias lineales. Es decir: 

Una congruencia lineal es el conjunto de rectas cuyas coor¬ 
denadas satisfacen a dos ecuaciones lineales 

2 dikPik == CLoiPoi 4" dn 2 Po2 4~ (losPo3 4~ 0-\2Pl2 4“ 

i<k 

[16] 4 ~ a l3 p i3 + a 23 p 23 = 0 

2 bikPik = ÓoiPoi 4“ t , 02Po2 4“ Ú 03 P 03 “I - & 12 P 12 4- 

i < le 

+ buP\2 4 " & 23??23 = 0 . 

Cada una de estas ecuaciones representa un complejo lineal. 
Cualquier otro complejo lineal de la forma 

2 O^ik \ibik)Pik = 0 
i<k 

comprende también a las rectas de la congruencia dada. Entn 
estos complejos veamos si hay alguno que sea especial o sin¬ 
gular. 

Para ello deberá ser 

(Xa 0 i H~ p£>oi) (X a 23 + P&23) 4' (^«02 4" O&Zl 4" P&3l) 4“ 

4 - (^03 4 ~ P&03) (^ a i 2 4 " P&12) = 0 ; 

o sea: 

[17] (a)l 2 4 - 2(ab)lq + ( 6 )g 2 = 0 : 
habiendo puesto, por brevedad, 

(tt)= O 01 Q 23 4" ^02^31 4“ ®03®12 
(&)= b,)ybo 3 4 ~ b 02 b 3 i 4 ~ b(j 3 b\ 3 

( ab) = a (n b 23 4* U 02 Ú 31 4~ &03Úi2 4~ O 23 & 01 4~ ÉI 31&02 4" 012 ^ 03 * 

Se distinguen tres casos según el carácter de las raíces 
de la ecuación [17]. 

I 9 ) La ecuación [17] no es una identidad y tiene dos raí¬ 
ces l, ¡.1 distintas. Significa que hay dos complejos singulares 
distintos que contienen a la congruencia. Tomando estos dos 
complejos como los [16] que definen la congruencia, sera 
(a) = 0 , (ó) = 0 , y como la ecuación [16] no es una identidad 
por hipótesis, debe ser (« 6 )^ 0 . 

Estos complejos singulares se componen de las rectas que 
cortan, respectivamente, a la recta a de coordenadas a¡ fc y a la 
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recta b de coordenadas b¡k) la condición (ab)j^ 0 significa que 
a y ó no se cortan. Por tanto: si las raíces de la ecuación [17] 
son distintas, la congruencia se compone de todas las rectas 
que cortan a otras dos que se cruzan. Estas dos rectas se lla¬ 
man rectas focales de la congruencia. 

2 9 ) La ecuación [17] tiene las dos raíces confundidas. En 
este caso habrá un solo complejo singular que contiene a la 
congruencia. Supongamos que sea el primero de los [16] que 
definen la congruencia. Entonces la ecuación [17] debe tener 
dos raíces p = 0 y por tanto debe ser ( a)= 0, (aú)= 0. Tome¬ 
mos el sistema de coordenadas de manera que el complejo sin¬ 
gular Sa.fcPifc = 0 esté compuesto por todas las rectas que cor¬ 
tan al eje x 2 = 0, x 3 = 0. La ecuación del complejo se reduce 
entonces a 

P23 = O , 

o sea, es a 23 =£ 0 y todas las demás a ik = 0. La segunda condi¬ 
ción [16] nos dice entonces que b 0i = 0. Por tanto, las rectas 
de la congruencia que pasan por un punto (x° 0 , x° lt 0, 0) esta¬ 
rán en el plano 

bo 2 X\x x 4- b ü3 x\x 3 4- by 2 x\x 2 4- b l3 x\x 3 = 0 
de donde 

x-, _ froaS°n 4- by 3 X°y 

x 3 ~ b 02 x 0 0 4- b, 2 x° i 

Esto prueba que la puntual de los puntos del eje x 2 =- v, 
ij = 0y el haz de los planos, que contienen a las rectas de la 
congruencia que pasan por ellos, son proyectivos. 

Recordando que en toda cuádrica alabeada el haz de los 
planos tangentes a la superficie en los puntos de una misma 
generatriz es proyectivo con la puntual de los puntos de con¬ 
tacto, el resultado anterior se puede enunciar: si las raíces de 
[17] son iguales, la congruencia está formada por todas las 
rectas que son tangentes a una cuádrica en los puntos de una 
misma generatriz. 

3 9 ) La ecuación [17] es una identidad. En este caso debe 
ser (a)=0, (ó)=0, (ab) = 0. La congruencia estará formada 
por todas las rectas que cortan a otras dos que a su vez se cor¬ 
tan, o sea, por todas las rectas del plano, que estas rectas de¬ 
terminan, más todas las rectas del espacio que pasan por el 
punto de intersección de las mismas. 

7. Interpretación cinemática. — El concepto de coordenadas 
plückerianas y el de complejo lineal de rectas tiene ciertas 
aplicaciones en cinemática que vamos a mencionar. 

Empecemos por ver el significado geométrico de las coor- 
ienatlas ue recta p lfc cuanou se utilicen coordenadas ae puntos 
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ortogonales, no nomogéneas. Si las coordenadas no homogéneas 
del punto X son x u x 2 , x 3 y las del punto Y son y u y 2 , y 3) ha¬ 
ciendo en [3] x 0 — 1, Vo = 1, se tiene 

Po i — Vi — Zi , Pos = Vi — x 2 , Pos = 2/3 — x 3 , 

[18] P12 = XiV 2 — x 2 y x , p í3 = XiVa — x 3 y x , 

P 23 = # 22/3 — x 3 y 2 . 

Considerando el vector XY de origen X, y extremo Y, ve¬ 
mos que Poi, Po 2 , Pos son las proyecciones del mismo sobre los 
tres ejes coordenados, o sea, son las componentes del vector, 
mientras que p l2 , p i3 , p 23 son las componentes del momento del 
mismo respecto del origen. 

Si se dan las p ik , salvo un factor de proporcionalidad, he¬ 
mos visto que determinan una sola recta. Si, en cambio, se dan 
por su valor exacto, de [18] se deduce que p 2 oi 4 P 2 o 2 4 P z o 3 , es 
el cuadrado del módulo de un vector situado sobre dicha recta. 
Por tanto, así como las p ik son coordenadas homogéneas de una 
recta, ellas son también las coordenadas no homogéneas de un 
vector, contenido en la recta anterior. Hay que entender que 
el vector se considera determinado por su longitud y por la 
recta sobre la cual está, pudiendo desplazarse sobre la misma. 
Entenderemos, en lo que sigue, que siempre se trata de este tipo 
de vectores, llamados a veces vectores deslizantes. Tal es, por 
ejemplo, el caso de vectores representativos de fuerzas, cuyo 
efecto cinemático no cambia al desplazarlos sobre la recta que 
los contiene. 

Para una mejor adaptación a las notaciones usuales en ci¬ 
nemática, pongamos 

[19] = ’ ^° 2 = y * Pos = % • 

P12 = N , p 3 i = M , P 23 = L . 

La relación [5] se escribe entonces 

[20] xL + 2/M+zN = 0. 

Como las componentes x, y, z son proporcionales a los co¬ 
senos directores de la recta que contiene el vector, y L, M, N 
a los cosenos directores de la recta que contiene al momento, 
esta ecuación expresa que un vector y su momento, respecto de 
un punto, son perpendiculares. 

Además, observemos que, según [18], las componentes del 
momento son iguales respectivamente al doble de las áreas de 
las proyecciones sobre los planos coordenados del triángulo 
formado por el origen y los dos puntos X, Y. Por tanto, el 
módulo del momento del vector XY respecto del origen, vale 

[21] I 2 4- M 2 4 N 2 = 2 área (OXY), 
indicando con (OXY) el triángulo de vértices O, X, Y. 
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Sistemas de vectores. Supongamos un sistema de vectores 
de componentes x it y¡, z i} L it M¡, N¡ (1 = 1, 2,.... n). Forme¬ 
mos las sumas 

n n « 

x = 'Zxí , y = Xí/í , z = Sz¿ , 

[ 22 ] 1 1 1 

M = XMj , L = 2Li , N = 2Ni . 

111 

Las seis cantidades x, y, z, L, M, N se llaman coordenadas 
del sistema de vectores considerado. Dos sistemas de vectores 
con las mismas coordenadas se llaman equivalentes. Un siste¬ 
ma de vectores no es, en general, equivalente a un vector úni¬ 
co, pues en tal caso sus componentes deberían cumplir la re¬ 
lación [20], que en general no se cumplirá. 

A las coordenadas x, y, z, L, M, N de un sistema de vec¬ 
tores se les llama también coordenadas de un bivector. Cuando 
ellas satisfacen a la relación [20], sin ser x = y = z = 0, el 
bivector equivale a un vector único. Cuando la condición [20] 
se cumple por el hecho de ser x = y = z = 0, el sistema de 
vectores o bivector se llama un par. En este caso, la dirección 
definida por las componentes L, M, N, o sea, la dirección cu¬ 
yos cosenos directores son proporcionales a estas componen¬ 
tes, se llama eje del par, el cual está, por tanto, sólo definido 
por su dirección, pero puede ser cualquier recta que tenga esta 
dirección. 

Con estas definiciones vamos a demostrar que: 

Todo sistema de vectores se descompone, de manera única, 
en un vector y un par cuyo eje tiene la dirección del vector. 

Sea, en efecto, el sistema [22] y llamemos x*, y*, z*, L*, 

M*. N* al vector y 0, 0, 0, L, M, N al par en que queremos 
descomponerlo. Deberá ser 

roo-. *_= x* , y = y* z = z* _ 

L J L = L* + L , M = M* + M , N = N* -j- N 

y además, si el eje del par debe tener la dirección del vector, 
L = ),x* = Ix , M = hy* = hy , N = Iz* = \z. 


Escribiendo que el vector cumple la condición [20] se tiene 

x*L* + y* M* 4 z*N* = 

— z(L — Ix) 4 2 /(M— ly) 4 z(N — Iz) = 0 
de donde 

[24J X = . 

x- 4 - y- 4- z 2 


[24] 


X = 
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Quedan así determinados de manera única, el vector, 
x, y, z, , L — he , M — ly , N — te 

y el par 

0,0,0 , Ix , hy , te , 

con l dado por [24], cuya suma es el bivector o sistema de 
vectores dado [22]. El valor [24] de l se llama ;parámetro del 
bivector. 

Momento de un bivector con relación a un eje. Sea un vec¬ 
tor XY de origen el punto X y extremo el punto Y, y consi¬ 
deremos una recta o eje e del espacio. Se llama momento del 
vector respecto del eje, a la proyección sobre el eje del mo¬ 
mento del vector respecto de cualquier punto del eje. 

Para ver que este momento no depende del punto elegido 
sobre el eje, vamos a buscar una expresión del mismo que tam¬ 
bién es útil para otros fines. 

Sea X' un punto del eje. Llamando 0 al ángulo que forma 
la normal al plano determinado por los puntos X, X', Y con el 
eje e, el momento del vector XY respecto de e, según [21J, es 

[25] M = 2 área (XX'Y) eos tí. 

Si Y' es otro punto del eje y consideramos el tetraedro de 
vértices X, X', Y, Y', su volumen es 


V(X, X',Y,Y') área (XX'Y) |X'Y'| .eos 0 

O 

de donde 


[26] 



V(X, X', Y, Y') 
I X'Y' I 


~ M | X'Y' 

O 


Por otra parte, si x it y¡, x\, y'¡ (i = 1, 2, 3) son las coor¬ 
denadas de los puntos X, Y, X', Y', respectivamente, es 


V (X, X', Y, Y') = — 


Xi 

x 2 

x 3 

1 


2 /i 

2/2 

2/3 

1 


x\ 

x' 2 

X's 

1 


y'i 

y'2 

y'3 

1 



Desarrollando este determinante por menores complemen¬ 
tarios de las dos primeras filas y con las notaciones [18J y 
[19] para las coordenadas de los vectores XY, X'Y', resulta, 
sustituyendo en [26], 




La-' + M?/' + NV + x\J + ?/M' + zN' 

V*'- + V ' 2 + z' 2 


Ésta es la expresión del momento de un vector XY resDte- 
to de un eje sobre el cual está el vector X'Y'. De esta expre¬ 
sión se deduce que M depende del vector X'Y', pero no varia 



> 


si el mismo se desplaza sobre la recta que lo contiene; es de¬ 
cir, M depende de la recta e pero no del punto X' elegido so¬ 
bre la misma. 

Si en lugar de un vector único se trata de un sistema de 
vectores o bivector, el momento del mismo respecto de un eje 
está dado por la misma expresión [27], donde x, y, z, L, M, N 
son ahora las coordenadas del bivector. 

Sistemas nulos. Supongamos fijo el sistema de vectores o 
bivector x, y, z, L, N, M. El conjunto de las rectas e respecto 
de las cuales el momento del bivector es nulo, estará caracteri¬ 
zado por la ecuación 

[28] x'L + y'M + z'N -f- L'x -f M 'y + N'z = 0. 

Recordando que x’, y', z', L', M', N' son las coordenadas 
plückerianas de la recta e, esta expresión nos dice que: el con¬ 
junto de las rectas respecto de las cuales un bivector dado tiene 
momento nulo, forman un complejo lineal. 

De aquí que a los complejos lineales de rectas se les llame 
también, a veces, sistemas nulos, para indicar que son siste¬ 
mas de rectas de momento nulo respecto de un bivector fijo. 

§ 47. Geometría de círculos 

1 . Representación de Móbius de los círculos del plano. — 

Para dar un círculo del plano hace falta dar tres números: las 
dos coordenadas de su centro, más el radio. Esto significa que 
todos los círculos del plano forman un conjunto o un espacio 
de tres dimensiones. 

Se comprende con ello que ha de ser posible, y aún de mu¬ 
chas maneras diferentes, establecer una correspondencia biuní- 
voca entre los círculos del plano y los puntos del espacio o, 
por lo menos, los puntos de una parte o región del espacio. 

Una manera de hacerlo, que ha resultado muy útil por las 
consecuencias que permite deducir, es la siguiente, debida a 
Móbius. 

Supongamos un sistema de ejes cartesianos ortogonales 
x u £ 2 , £3 y la esfera 

[1] 3 a , + X 2 2 +^3-1 = 0 

de centro el origen de coordenadas y radio 1, que llamaremos 
esfera fundamental. 

Consideremos el punto P(0, 0, 1). Cada punto A del plano 
x 3 = 0, proyectado desde P nos da un punto A' sobre la esfera 
fundamental. Esta representación de los puntos A del plano 
x 3 = 0 por los A' de la esfera [1] se llama proyección estereo¬ 
gráfica del plano sobre la esfera. Todo círculo c del plano 
r 3 = O es proyectado según un círculo e' sobre la esfera (como 
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demostraremos a continuación). Consideremos el cono circuns¬ 
crito a la esfera a lo largo del círculo c' y sea X su vértice, 
el cual se puede definir también como el polo del plano que 

contiene cf respecto de la 
esfera fundamental. De 
esta manera a todo círculo 
c del plano x 3 — 0 corres¬ 
ponde un punto X del es¬ 
pacio (fig. 161). 

Recíprocamente, a ca¬ 
da punto X del espacio, 
exterior a la esfera funda¬ 
mental, corresponde sobre 
la esfera el círculo c’ de 
contacto del cono circuns¬ 
crito de vértice X, el cual, 
al proyectarlo desde P, nos 
da un círculo c sobre el 
plano x 3 = 0. 

Fi «- 161 - La representación de 

Móbius consiste en hacer 
corresponder al círculo c del plano x 3 = 0, el punto X del es¬ 
pacio. 

Veamos las expresiones analíticas que ligan las coordena¬ 
das de X con las del centro y el radio de e. 

Llamemos £, n a las coordenadas de los puntos del plano 
x 3 = 0. Un círculo de centro (a, (3) y radio R, tiene por ecua¬ 
ción 



[2] | 2 + ti 2 — 2<x| — 2(3 tl + a 2 + — R2 = 0. 

Para hallar la ecuación del cono que proyecta este círculo 
desde el punto P(0, 0, 1), basta observar que las ecuaciones de 
la recta que une P(0, 0,1) con el punto variable (£, p) son 



Eliminando £, \] entre estas ecuaciones y la [2] queda 


[4] x 2 i -1- x 2 2 — 2a (1 — x¿) Xi — 2(3(1 — x 3 )x 2 + 

+ (a 2 + (3 2 — R 2 ) (1 — x 2 3 ) = 0 


que es la ecuación del cono buscado. 

La intersección de la esfera fundamental [1] con este cono 
equivale a la intersección de la misma con el plano 


[5] 20^ +2(3*0— [1— (a 2 + (3 2 — R 2 )]x 3 — 

— [1 -f a 2 -f (3 2 — R 2 ] = 0 


como se deduce sustituyendo en [4] la expresión x 2 , + x 2 2 = 
= 1 — x 2 3 deducida de [1] y sacando factor común 1— x 3 . 
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Como un plano corta a la esfera según un círculo, esto nos 
demuestra la propiedad enunciada de que la proyección desde 
P de un círculo del plano x 3 = 0 sobre la esfera [1] es tam¬ 
bién un círculo. 

Queremos hallar, finalmente, el polo del plano [5] respecto 
de la esfera fundamental. Para ello recordemos que el plano 
polar de un punto x° u x° 2 , x° 3 , respecto de dicha esfera, es 

x °+ x° 2 x 2 -f x° 3 x 3 — 1 = 0. 

Por tanto, comparando esta ecuación con la [5], se deduce 
que las coordenadas x u x 2 , x 3 del punto X, polo del plano [5], 
satisfacen a las ecuaciones 


Xy __ x 2 
2(3 

de donde 


2a 


(a 2 + (3 2 — R 2 ) l+(« 2 + (3 2 — R 2 ) 


2(3 


[ 6 ] 


Xl l+(a 2 + (3 2 — R 2 ) ’ * 2 1 +(a 2 -f (3 2 — R 2 3 


Xz 1 +(a 2 + (J 2 — R 2 ) * 

Por tanto: 

La revresentación de Móbius consiste en hacer correspon¬ 
der a cada círculo del plano x 3 = 0, de centro (a, (3) y radio R, 
el punto X del espacio de coordenadas x lt x 2 , x 3 dadas por [6]. 
Recíprocamente, observando que es 

! _ r = 2 

3 l+(a 2 -H3 2 — R 2 ) 

y por tanto 

Xt = a(l — x 3 ) , x 2 = P(1 — x-) 

y también 


(a 2 -(— (3 2 — R 2 ) 


1 + a 2 + (3 2 — R 2 = 


de donde 


R 2 = 1 + a 2 + (3 2 


2 

1 — x 3 


se deduce 

[7] 


a = 


R 2 = 


— T R _ 1 — 
l x ’ x 2 

x 2 \ -f- a; 2 2 % 2 3 — 1 

(i — x 3 y 


fórmulas que nos dan las coordenadas del centro y el radio 
del círculo c en función de las coordenadas del punto represen¬ 
tativo. 
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Observaciones: 1. Los puntos del plano x 3 = 0 se consi¬ 
deran como círculos de radio nulo. Sus puntos representativos 
son entonces los puntos de la esfera fundamental, cuyas coor¬ 
denadas en función de las del punto original se pueden obtener 
de [6] haciendo R = 0. 

2. Haciendo la misma construcción geométrica con las rec¬ 
tas del plano x 3 = 0, a cada una de ellas corresponde un círcu¬ 
lo sobre la esfera que pasa por P y por tanto su punto repre¬ 
sentativo está sobre el plano x 3 = 1. Veamos las relaciones 
entre las restantes coordenadas de este punto y los coeficien¬ 
tes de la recta. 

Sea la recta 

+ H + c = u 

del plano x 3 — 0. El plano que pasa por ella y por P(0, 0, 1) es 

axi + bx 2 + c(l — x 3 ) = 0 

y por tanto las coordenadas x lf x->, 1 de su polo respecto de la 
esfera fundamental satisfacen a las ecuaciones 

[81 -ÍL «= =* --- 

a 0 —c 

que serán las relaciones que ligan los coeficientes a, b, c de 
una recta dei plano x 3 = 0 y tas cooraenadas x¡, x 2 de su punto 
representativo. 

2. Coordenadas tetracíclicas. — Para tener en cuenta que 
el punto representativo X de un círculo o de una recta del 
plano x a = 0 puede ser un punto del infinito del espacio, mu¬ 
chas veces es conveniente utilizar coordenadas homogéneas. 

Introduciendo una nueva coordenada x 0 en [6] se puede 
poner 

Xi = 0 a , íC 2 = Q(3 , X 3 — (a 2 + p 2 — R 2 — 1) , 

[9] 2 

*0 = -f- (1 + a’+ |5* — . 

siendo q un factor de proporcionalidad. Estas coordenadas ho¬ 
mogéneas para los círculos del plano, se llaman coordenadas 
tetracíclicas. 

Para las rectas del plano x 3 = 0, según [8], las coordena¬ 
das tetracíclicas serán 

[10] Xí = ga , x 2 = gb , x 3 = 0 , x 0 = — oc. 

3. Fórmulas útiles en la representación de Mobius. — Sean 
X, Y los puntos representativos de dos círculos del plano 
x 3 = 0. Para abreviar hablaremos de los círculos X, Y, enten¬ 
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[ 12 ] 


[13] 


diendo que nos referimos a los círculos cuyos puntos represen¬ 
tativos son estos puntos. 

Siendo ( x 0 , x u x 2 , x 3 ) las coordenadas tetracíclicas de X e 
(l/o, ih, 2 / 2 , 2 / 3 ) las de Y, introduzcamos las notaciones abre¬ 
viadas 

fll1 (XX) = x 2 , + x 2 2 -f ^ 2 3 — z 2 o 

Para interpretar geométricamente estas expresiones, obser¬ 
vemos que sustituyendo los valores [9] y los análogos para Y, 
se tiene 

(XY) = e,e 2 [ao 1 + P(5,+ 

ri91 + i (« 2 + P 2 — R 2 — 1) (a 2 i + P 2 i — R 2 i ~ D — 

L J — i (ct“ + P 2 — R 2 + 1) (a 2 ! -p p 2 i — R 2 i + 1) ] = 

= [—(a — ai) 2 — (P — Pi ) 2 + R 2 + R 2 i] , 

siendo (ai, pi) las coordenadas del centro del círculo Y, y Ri 
su radio. 

En particular, si X == Y, será (XX)==(> 2 R-’ y por tanto 

noi _ \/TxxT 

[13] 0 — -g— 

Otra expresión para q que se deduce inmediatamente de 
[9J es 

[14] q = x 0 — , 

la cual se utilizará cuando sea R = 0, es decir, cuando X se 
reduzca a un punto. 

Si Y es una recta (es decir, es el punto representativo de 
una recta), según [10] será 

(XY) = o Ql [aa4-&P — *(a 2 + P 2 — R 2 -l)c + 

L J + ¿(a 2 + p 2 — R 2 -fl)c] = QQl (aa + &P + c). 

Además, __ 

[16] (YY) ~ o»,(a* + &’) , ei = 

ya 2 + b 

Por tanto, llamando d xy a la distancia del centro del círculo 
X a la recta Y, por ser 

[17] = aa f. b l + J 

\/a- + b- 

se tendrá, según [15], [13] y [16], 


[15] 


[18] 


V (XX) (YY) , 

(XY) =-- “XY v 


o bien, utilizando [14j, 
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[ 19 ^ ( xy ) = (*o — a: 3 )v(YY)d XT . 

De las fórmulas anteriores se deduce: 

r?) Condición para que un punto pertenezca a un círculo. 
bi Y es un punto (o sea el punto representativo de un punto, 
circulo de radio nulo), será R, = 0 y entonces [12] nos dice 
que. la condición necesaria y suficiente para que un círculo X 
pase por el punto Y es que sea (XY) = 0. 

29 ) Ángulo de dos círculos. Si los círculos X, Y se cortan 
según el ángulo 0 , por ser 

(a -+ (í¡ — ft)-“ =■ R 2 + R 2 i — 2RR, eos 0 
de [12] y [13] se deduce 

[ 20 ] eos 0 = — < XY > 

V (XX) (YY)~ ' 

De aquí: la condición necesaria y suficiente para que dos 
circuios sean ortogonales es que sea (XY) = 0. 

Teniendo en cuenta [18], esta fórmula vale también para 
una recta y un circulo. p 

39) Potencia de un punto respecto de un círcido. Si Y se 

reduce a un punto, llamando p, x a la potencia de Y respecto 
del circulo X. es 


p YX = (a—a ,) 2 + ((3 — (3,) 
y por tanto, según [ 12 ] y [14], 

[211 _ _ 2 (XY) 


R 2 


[ 21 ] 


V xx = 


(x¡, — x 3 ) (y 0 — y 3 ) 


49) Distancia entre dos puntos. En particular, si X se re¬ 
duce también a un punto, la potencia pasa a ser el cuadrado 
de la distancia d XY entre los puntos X, Y (es decir, entre los 

puntos del plano x 3 - 0 cuyos puntos representativos son X Y) 
Por tanto, 


[ 22 ] 


d 2 *v = 


(z<> 


- 2 (XY) 

x 3 ) (yo — 


y .0 


59) Distanda de un punto a una recta. Si X es un punto 
vale Una reCta ’ de se deduce <l ue la distancia de X a Y 


[23] 


dx Y — 


(XY) 

(x 0 — x 3 ) V (Y Y) 
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4. Identidad de Darboux-Frobenius. — Sean diez círculos 

[24] X. Y, Z, S, T ; X', Y', Z', S', T\ 

Consideremos el determinante siguiente formado con las 
coordenadas tetracíclicas de los mismos: 


[25] D (X, Y, Z, S, T) = 


Xi 

Xo 

X 3 

ix 0 

Vi 

2/2 

2/3 

w 0 

Zl 

Zo 


IZo 

Si 

So 

S 3 

iSo 

ti 

u 

Í 3 

ito 


= 0 


y el análogo D (X', Y', Z', S', T') = 0. Multiplicando por filas 
ambos determinantes, se tiene la identidad 


[26] 


(XX') 

(XY') 

(XZ') 

(XS') 

(XT') 

(YX') 

(YY') 

(TZ') 

(YS') 

(YT') 

(ZX') 

(ZY') 

(YZ') 

(ZS') 

(ZT') 

(SX') 

(SY') 

(ZZ') 

(SS') 

(ST'> 

(TX') 

(TY') 

(SZ') 

(TS') 

(TT'l 


que es la llamada identidad de Darboux-Frobenius. 

Veamos algunos teoremas deducidos como casos particula¬ 
res de esta identidad general. 

19) Sean X', Y', Z', S' cuatro puntos (círculos del piano 
£ 3 = 0 de radio nulo) tales que no sean concíclicos ni haya 
tres en línea recta. Sea X el círculo dterminado por Y', Z', S'; 
Y el círculo determinado por X', Z', S' y análogamente Z, S 
los círculos determinados por los puntos de distinto nombre 
con acento. 

Según n9 3 de este mismo §, será 

(XY') = (XZ') = (XS') = 0 
(YX') = (YZ') = (YS') = 0 
(ZX') = (ZY') = (ZS') = 0 
(SX') = (SY') = (SZ') = 0. 

Supongamos, además, que T y T' coinciden con la recta del 
infinito del plano (o sea, son los puntos representativos de la 
recta del infinito del plano x 3 = 0). Según [8] será 

t\ = to — 0 , t 3 = ¿O = 1 

t\ = t\ = 0 . Í'a = t'o = 1 


y por tanto, 

(XT) = x 3 —Xo , (YT') = 2/3 — y o 

(TX')= x' 3 — x' 0 , (TY') = y' 3 — y'o 

y por tanto la identidad fundamental se escribe 


(YT') = 2/3 
(TY') = y' 3 


Vo 

y' o 


• • J 


• • • • 
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(XXO o 0 0 "val 

0 (YY') O n x ° 

W 0 o (ZZ-) s t-z° I - o 

V ’’T V '° 2 'v'° s <!!'>. i 

rio “e p U g “ribir ’ S> ' reSU,ta 9Ue e ‘ detCTmÍnante a "te- 

x'x 0 o o 1 

0 Pv y 0 0 1 

í¡ 0 Pú’z 0 l=o. 

0 0 0 p, s i 

1 1 1 1 0 

o sea 

1 o o o 1/P vx , 

0 10 0 \/ Pn 

0 0 1° 1/Vm _ 

0 0 0 1 1/ Prs 

.1111 o 


10 0 0 
0 10 0 

0 0 10 

0 0 0 1 

oooo 


y por tanta 


1/ Px'x 

1/Py'y 

1/PZ’Z 

, ^ 1/P3'S 

— H-— -f -1_L 1 ) 

PX'X PY-y PZ'Z Ps ’S / 




o sea, dados cuatro puntos X' Y' 7' Q' , 

l P a U XriaTa y T u f^ £ 
círX y r g Íti™"fe P ”„trror. ÍtÍVa * * P ™ t0 68 " r *' 

rír> u ^ ^ ' 0S ^j?, z ^'culos [24] se reducen a puntos dividien- 
Ü Pernera, fila del determinante [26] por x 0 - ^ la se- 

la np/v ^l a poi f y ° — y*’ e1:c -» y I a primera columna por x' n _ x\ 

^segunda columna por Y . - „- 3 , etc, teniendo enmenia [22] 
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Entre todo par de grupos de cinco puntos del plano existe 


la relación 

| d 2 xx’ 

d 2 x Y' 

d 2 xz’ 

d 2 xs' 

d 2 X T' 

1 

d 2 YX' 

[29] d 2 -¿x’ 

d~ YY' 

d 2 YZ' 

d 2 ys' 

d 2 YT' 


d- ZY' 

d 2 zz' 

d 2 zs' 

dr zt' 

= 0 

d 2 sx- 

d 2 SY' 

dr sz' 

d 2 ss- 

dr sv 


d 2 TX' 

d 2 f Y' 

d 2 TZ' 

d"TS' 

d 2 rT' 



donde los diversos términos son las distancias entre los puntos 
respectivos 

En particular, tomando X = X', Y = Y', ..., resulta: 

Entre las distancias entre sí de cinco puntos cualesquiera 
del plano existe la relación 

0 d~x Y d 2 X7. d 2 xs d 2 xT i 

d 2 Y X 0 d 2 Y7j d 2 YS d 2 YT I 

[30] d 2 zx d 2 z y 0 d 2 zs d 2 zr — 0. 

d 1 SX d 2 SY d J SZ 0 d 2 ST 

d~ TX d ¿ TY d~ TZ d J TS C 

3?) Supongamos que los puntos X, Y, Z, S se mantienen 
fijos y que el punto T se aleja hacia el infinito. Dividiendo la 
última fila del determinante anterior y la última columna por 
d-’xT y observando que en el límite es 



resulta que entre las distancias de cuatro puntos cualesquiera 
del plano existe siempre la relación 



5. Coordenadas tetracíclicas normalizadas. Combinaciones li¬ 
neales de círculos. — Recordemos que las coordenadas tetrací¬ 
clicas son coordenadas homogéneas. Por tanto, siempre que se 
trate de un círculo propiamente dicho, de radio R 4 ^ 0, o bien 
de una recta, distinta de la recta impropia, en [13] y [16] se 
podrá elegir el factor de proporcionalidad g ó Qj de manera 
que siempre sea 

[32] (XX) ^ x 2 ! + z 2 2 + xh — x 2 n = 1. 

_ Las coordenadas x 0 , x,, x 2 , x?, que satisfacen a esta condi¬ 
ción las llamaremos coordenadas tetracíclicas normalizadas. En 
este número usaremos exclusivamente estas coordenadas, para 
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los círculos y las rectas. Los puntos Z, o círculos de radio nulo, 

no se pueden normalizar; ellos están caracterizados por tener, 
según [12], 

[33] (ZZ) + z 2 2 + z 2 3 — z2 0 = 0 . 

. Sean A, B dos círculos de coordenadas respectivas a¡, bi 
(*“0,1,2,3), ya normalizadas, de manera que es (AA) = 

— (BB)= 1 . Representaremos por XA + pB al círculo cuyas 
coordenadas son 

f 341 _ tai+ pfti_ _ _ la i + ubi 

vTáA -f- M B, XA + pB) y'X 2 + p 2 + 2Xp(AB) 

(i = 0,1, 2,3) 

donde el denominador es necesario para que se satisfaga la 
condición [32]. 

El conjunto de círculos XA+pB, al variar X, u, constituye 
un haz de círculos. Todos ellos pasan por los puntos comunes 
a A y B; en efecto, si P es uno de estos puntos, según n 1 ? 3-1 9 , 
es (AP) = (BP)=0 y por tanto es también (XA + pB, P) = 

— X(AP)4 p(BP)= 0 cualesquiera que sean X, p. 

Esto prueba que un haz de círculos es el conjunto de círcu¬ 
los que pasan por dos puntos fijos (reales o imaginarios) ; por 
tanto ellos tienen su centro sobre una misma recta. 

Todo haz de círculos contiene dos puntos (círculos de radio 
nulo) llamados puntos límites del haz . Para obtenerlos, según 
[33], bastará resolver la siguiente ecuación en X, [i, 

[35] (XA + pB, XA + pB) = X 2 + p 2 + 2Xp(AB) = u. 

Estos puntos límites estarán sobre la recta de los centros 
de los círculos del haz, puesto que en realidad son círculos del 
mismo, si bien de radio nulo. 

Según [20] y la condición [32], el ángulo 0 entre dos 

circuios A, X ó entre un círculo A y una recta Y, estará dado 
por 

(AX) = cose , (AY) = eos 0. 

Los círculos ortogonales al haz XA + pB estarán caracteri¬ 
zados por ser 

(XA + pB,X) = X(AX)+u(BX) = 0 , 

condición que debe verificarse para todo par X, p, en particu¬ 
lar para las soluciones de [35] y, por tanto, los círcidos orto¬ 
gonales a un haz, pasan por los puntos límites del mismo. 

Sean dos círculos A, B. Una recta Y que sea tangente a los 
dos, por ser 0 = 0, estará determinada por las ecuaciones 

[37] (AY) = 1 , (BY) = 1 , (YY) = 1. 

Las dos primeras son lineales y la segunda cuadrática en 


§ 47 -6 


GEOMETRÍA DE CÍRCULOS 


491 


las incógnitas a, b, c, coeficientes de la recta Y. Resolviendo 
las dos primeras respecto de dos de las incógnitas y sustitu¬ 
yendo en la tercera, resultará una ecuación de segundo grado 
que tendrá, por tanto, dos soluciones. Es decir, el sistema [37] 
nos da dos tangentes comunes a los círculos A, B. El punto 
de intersección de estas tangentes es el centro de semejanza 
directa de A, B. 

Otras dos tangentes se obtienen considerando el sistema 

[38] (AY) = — 1 , (BY) = 1 , (YY) = 1 

puesto que para 0 = jr, también la recta es tangente. Igual que 
antes, este sistema tiene dos soluciones y su punto de inter¬ 
sección es el llamado centro de semejanza inversa de los dos 
círculos. 

Puesto que, según [19], el signo de (AY) es el de la dis¬ 
tancia del centro del círculo A a la recta Y, en el caso [37] 
las dos tangentes dejan a los dos círculos A, B de un mismo 
lado, mientras que en el caso [38], ambas tangentes dejan un 
círculo a distinto lado del otro. Los centros de semejanza de¬ 
finidos coinciden, por tanto, con los definidos en la geometría 
elemental. 

Observemos, además, que no hay más tangentes comunes, 
puesto que si se sustituyen el sistema [37] o el [38] por los 
otros casos posibles (AY) = — 1, (BY) = — 1 ó bien (AY) = 1, 
(BY)= — 1, las rectas resultantes son las mismas anteriores, 
puesto que sólo se han sustituido ’os coeficientes a, b, c por 
— a, —b, — c (o sea, la recta Y por la —Y). 

Dentro del haz XA + pB, consideremos los círculos A — P. 
y A + B. El primero corta ortogonalmente a las dos tangen¬ 
tes definidas por el sistema [37], puesto que 

[39] (A — B,Y) = (AY) — (BY) = 0 , 

por tanto, tiene su centro en su punto de intersección, o sea, 
en el centro de semejanza directa. 

El segundo círculo A + B corta ortogonalmente a las dos 
tangentes definidas por [38], puesto que 

[40] ((A + B), Y) = (AY) + (BY) = U , 

y por tanto tiene su centro en el centro de semejanza inversa 
de los dos círculos A, B. 

Este hecho lo vamos a utilizar en el número siguiente. 

6 . El problema de Apolonio: círculo tangente a otros tres. 
— El famoso problema de Apolonio (250 a 200 antes de J. C.) 
consiste en trazar un círculo que sea tangente a otros tres 
dados. 

Ya vimos una solución de este problema utilizando la in¬ 
versión (§ 22, n*? 2), pero la representación de los círculos por 
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sus coordenadas tetracíclicas permite dar una solución analítica 
del problema, de la cual se deduce también otra construcción 
gráfica. 

Sean los tres círculos A, B, C. Según [36], el círculo bus¬ 
cado X estará determinado por las ecuaciones 

[41] (AX) = 1 , (BX) = 1 , (CX) = 1 , (XX) =1. 

Analíticamente, el problema consiste en resolver este siste¬ 
ma de ecuaciones en las insógnitas x u x>, x 3 . Las tres pri¬ 
meras ecuaciones son lineales; ellas permiten resolver el siste¬ 
ma respecto, por ejemplo, de x u x 2 , x 3 , y entonces la última 
ecuación dará una ecuación de segundo grado para x 0 . Resul¬ 
tan, por consiguiente, dos soluciones. 

Como el sistema [41] puede sustituirse por cualquiera de 


los 

(AX) = — 

-1 (BX) = 1 

(CX) = 1 

(XX)=1 

[42] 

(AX) = 1 

(BX) = — 

■1 (CX)=1 

(XX) = 1 


(AX) = 1 

(BX) = 1 

(CX) = — 

•1 (XX) = 1 


y en cada caso se tienen dos soluciones, resulta que el problema 
tiene ocho soluciones (reales o imaginarias). 

Las otras combinaciones con los signos de los segundos 
miembros de [41] no dan círculos diferentes, puesto que al 
sustituir X por —X, según [9], equivale a sustituir q por 
— q, o bien, según la ecuación [13], a sustituir R por —R, 
lo cual no cambia el círculo. 

Queda así resuelto el problema analíticamente. 

Para resolverlo geométricamente, observemos lo siguiente. 

Del sistema [41] se deduce que el círculo X es ortogonal 
al haz de círculos X(A — B)+[.i(A — C), puesto que 

U(A — B) + p(A — C),X) = 0. 

Por tanto, según vimos en el número anterior, X pasará 
por los puntos límites de dicho haz, los cuales se encuentran 
sobre la recta que contiene los centros de los círculos del haz. 
Esta recta es conocida, pues debe contener el centro del círcu¬ 
lo A — B, correspondiente a ¡.i = 0, y el del círculo A — C, co¬ 
rrespondiente a X — 0. Como estos centros, vimos que eran los 
centros de semejanza directa de los círculos A, B y A, C res¬ 
pectivamente, bastará trazar la recta que los une. 

Por otra parte, un círculo ortogonal al haz Á(A— B) + 
+ p(A — C) fácil de trazar es el H ortogonal a los tres círcu¬ 
los A, B, C. En efecto, este círculo tiene el centro en el cen¬ 
tro radical de los tres círculos y tiene por radio la longitud 
de cualquier tangente trazada por este punto a uno de los 
círculos A, B, C. 

Por tanto, los puntos límites del haz A (A — B)-fp(A— C) 
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son los de intersección de la recta que une los dos centros de 
semejanza directa de A, B y A, C con el círculo H. 

El círculo buscado será el que pase por estos puntos y sea 
tangente a uno cualquiera de los círculos A, B, C. Queda asi 
el problema reducido a trazar un círculo que pase por dos pun¬ 
tos, sean P, Q, y sea tangente a un círculo dado, sea el A. 
Para ello basta trazar un círculo cualquiera que pase por i , Q 
y corte a A en dos puntos Pi, Qi. Sea L el punto de intersec¬ 
ción de la recta PQ con la P,Q,. Por L se trazan las tangen¬ 
tes a A, sean R! y R 2 los puntos de contacto. Los circuios de¬ 
terminados por los puntos P, Q, Ri y P, Q. R 2 satisfacen las 
condiciones del problema, pues son tangentes a A por ser 
LR-! = LPi . LQi = LP . LQ y análogamente LR- 2 = LPi. LQ t - 

= LP.LQ. ,, J . . . 

Resultan así dos soluciones del problema de Apolonio. 

Si en vez del sistema [41] hubiéramos partido de otro de 
los [42], en vez de la recta que une los centros de semejanza 
directa de A, B y A, C habríamos tenido que tomar las rectas 
análogas con los centros de semejanza inversa o uno directo 
v otro inverso, obteniendo cada vez dos soluciones. En total 
resultan las ocho soluciones del problema de Apolomo predi- 
chas analíticamente. Naturalmente que algunas de estas solu¬ 
ciones pueden resultar imaginarias. 

7. Nota bibliográfica. — De manera completamente análoga a como 
hemos estudiado la geometría de los círculos se puede estudiar la Mamada 
“geometría de las esferas”, representando de manera conveniente cada 
esfera del espacio ordinario por un punto del espacio de cuatro dimen¬ 
siones. Se obtienen resultados análogos a los anteriores tan sclo con el 
cuidado de añadir, cada vez, una variable más. 
soDre es.as cuestiones se puede ver el libro 

J b Coolidge, A treatise on the árele and the sphere, Oxford, 1916. 
que aún siendo de carácter elemental contiene muchos e interesantes re¬ 
sultados dispersos sobre esta teoría. . 

Desde un punto de vista más superior esta el importante \ olumen 
W. Blaschke, Vorlesungen über DifferentialgeomQirte, vol. 111, Bcr- 

Las nocioms fundamentales de las geometrías de los espacios de rec¬ 
tas y círculos se encuentran tratadas muy clara y elegantemente en e 

1 * Í 3 1 

L. Bieberbach, Einleitung in die Hchere Geometrie, Leipzig und Ber- 

hn ’ Desde otro punto de vista, con más ejemplos y aplicaciones y de ca¬ 
rácter más elemental, existe el libro . . T v „i„ io/m 

W. Graustein, lntroduction to higher Geometry, New xoih, 1944. 

Sobre las mismas cuestiones, pero con un simbolismo y meto.-o de 
cálculo especial que no hace fácil la lectura sin un estudio previo oel 

mismo, se tiene . „ . . _ ... 

H. G. FORDER, The Calculas of Extensión, Cambridge, 1941. 

Históricamente, una de las memorias más importantes y hermosas 

sobre el particular es la siguiente: . , 

G. DARBOUX, Sur les relations entre les groupes de points, de cercles 

et de spheres dans le plan et dans l'espace, Annales Scientifiques de 

l’Ecole Nórmale Superieur, Segunda Serie, vol. 1, 18/2. 



CAPITULO XI 


NOMOGRAFÍA 

§ 48. Nomogramas de líneas concurrentes 

1. Generalidades. — La Nomografía (de nomos = ley) e$ 
la rama del cálculo gráfico cuyo objeto es la construcción de 
tablas gráficas o nomogramas que, construidos de una vez poi 
todas, permiten mediante simples lecturas la determinación de 
los valores numéricos que satisfacen a una determinada fór¬ 
mula o ecuación. 

La nomografía constituye, pues, un capítulo de la mate¬ 
mática de aproximación. De ahí que, además de los conocimien 
tos matemáticos indispensables, la construcción de los nomo 
gramas exige tener en cuenta los factores que intervienen er 
todo problema de matemática aproximada: conveniencia prác¬ 
tica de la construcción del nomograma; elección adecuada en¬ 
tre eventuales tipos diferentes de nomogramas para una mis¬ 
ma fórmula; grado de aproximación de los resultados, etc. 

2. Escalas y módulos. — Se denomina escala todo sistemi 
de puntos acotados, construido de acuerdo con una cierta lej 
sobre una línea cualquiera. Como las escalas con soporte cur¬ 
vilíneo pueden obtenerse, por proyección, a partir de escalan 
con soporte rectilíneo, sólo nos referiremos a estas últimas. 

Sea entonces una función f (z) uniforme en el intervalo 
(a, ó), y una recta r sobre la cual, a partir de un origen O 
tomamos segmentos x proporcionales a los valores de i(z) el 
ese intervalo: 

x = mí (z ). 

Si se marca con un pequeño trazo normal a r los extremo*, 
de los segmentos x, escribiendo sobre ellos el correspondiente 
valor numérico de z (cota), se obtiene, en general, una escala 
funcional y, en este caso, la escala de la función f (z). El fac¬ 
tor m de proporcionalidad es el módulo de la escala. 

En general se marcan con trazos únicamente los puntos de 
la escala que corresponden a valores de z en progresión arit¬ 
mética (escala normal), acotándose los trazos de trecho en 
trecho y facilitando la lectura de los demás puntos mediante 
trazos de longitud diferente. 
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El incremento constante h de z se denomina escalón . e in¬ 
tervalo la distancia i entre dos trazos consecutivos. Con excep¬ 
ción de la escala de la función lineal, todas las demás escalas 
normales tienen intervalos desiguales que varían con continui¬ 
dad, excepto en los puntos donde, por hacerse i demasiado pe¬ 
queño, es necesario modificar h. 

El escalón h mide la aproximación que se obtiene con la 
escala. Esta aproximación puede afinarse mediante la interpo¬ 
lación visual que generalmente permite apreciar h/ 5 siempre 
que i > 1 mm. 

De las definiciones anteriores se deduce que, si L es la lon¬ 
gitud total de la escala de f(z) entre las cotas a y 6 de la 
variable, 

[1] L = m(f (b) — f(a)) 

é i = m(f (z -f h) — f(z)) 

o, aproximadamente, aplicando el teorema del valor medio, 

[2] i = mhf'(z). 

Los errores: absoluto a y relativo e que se cometen al efec¬ 
tuar las lecturas con interpolación visual serán, respectiva¬ 
mente : 

T31 a = h /5 . e = a/z. 

Las expresiones [1] a [3] permiten calcular todos los ele¬ 
mentos necesarios para la construcción de escalas funcionales. 
Los valores de x, L, m é i se miden con la misma unidad de 
medida, que, en general, se adopta el milímetro. Para que pue¬ 
da efectuarse la interpolación visual, el valor de i en el no¬ 
mograma a utilizarse no ha de ser inferior al milímetro. 

De las escalas de funciones simples: potencias, logaritmos, 
exponenciales, funciones circulares, etc., las más frecuentes 
son: la escala métrica 

f (z) = z ; 

la escala logarítmica 

f (z) = logz ; 

mientras que de las escalas de combinación de funciones se 
presentan con frecuencia la escala homográfica 

f(2 ° "1FTT ; (ad ^ i,c) ' 

y, más general, la escala proyectiva 

así llamada por cuanto las escalas de f (z) y de F(z) constitu- 
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yen dos series rectilíneas proyectivas en las que se correspon¬ 
den los puntos de igual cota. 

En cuanto a la construcción de las escalas funcionales, bas¬ 
ta llevar sobre el soporte los valores dados por las tablas nu- 
; méricas de esas funciones, eventualmente multiplicados por el 

‘ módulo que en general se trata de que sea un número sencillo. 

preferentemente una potencia de 10. 

Para la construcción de las escalas proyectivas se puede utilizar un 
método gráfico: construida la escala de f(z), la escala de F (z) se ob¬ 
tiene por una simple perspectividad si se ubican los soportes respectivos 
de manera que su punto de intersección tenga igual cota; por tener un 
elemento unido, las series rectilíneas son entonces perspectivas, obtenién¬ 
dose como centro de perspectividad la intersección de las alineaciones que 
unen dos pares de puntos, uno de cada escala, de igual cota. 

Para la construcción de escalas de funciones de la forma cp (z) = 
= f(F(z)) se calcula, numérica o gráficamente, la función w = F(z), 
y se construye la escala de la f (ti), escribiendo en lugar de la cota u 
la cota z respectiva. Así, si se desea construir la escala de la función 
logsenz se dibuja una escala logarítmica donde, por ejemplo, en lugar 
de las cotas 0,256; 0,5; 0,707; 0,866; 0,966; 1, se escribe* 15°; 80°; 45°; 
60°; 75°; 90°, etc. 

En Nomografía se acostumbra representar las variables, 
cuyos valores numéricos se determinan mediante los nomogra¬ 
mas, con las letras z u z 2 , z 3 .y las funciones de esas va¬ 

riables mediante una letra con uno o más subíndices que in¬ 
dican las variables que contiene. Así fi es una ecuación de z t ; 
gi 2 es una función de Zi y de z 2 ; F m es una función de z u z 3 
y de z 3 , etc. 

3. Funciones con dos variables. Abacos de escalas super¬ 
puestas. — Dada la amplia acepción del concepto de nomogra¬ 
fía, la gráfica de una función de dos variables de la forma 
F 12 = 0, o de la forma fi = f 2 , en un sistema cualquiera de 
coordenadas planas, da lugar a un nomograma de esa función, 
pues el agregado de un par de escalas permitirá, por simple 
lectura, obtener los pares de valores numéricos que la satis¬ 
facen. Pero en verdad, tales diagramas no ofrecen mayor in¬ 
terés, dado que esos valores pueden también obtenerse con más 
facilidad e iguales ventajas mediante tablas numéricas. 

Sólo mencionaremos, como tablas gráficas de funciones con 
dos variables, a los ábacos de escalas superpuestas, dispositi¬ 
vos que por lo demás encuentran también aplicación en la re¬ 
presentación nomográfica de funciones con más de dos varia¬ 
bles. Para construir un ábaco de escalas superpuestas de una 
función con dos variables, se supondrá ésta escrita en la for¬ 
ma fi = f 2 y se dibujará sobre un soporte, a ambos lados del 
mismo, las dos escalas funcionales 

Xi = míi ; x 2 = mf 2 , 
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y las cotas de los puntos en coincidencia constituyen pares de 
valores numéricos que satisfacen a la función. Por ejemplo, si 
se consideran dibujadas en el mismo segmento de longitud m 
la escala de los números y la escala de los cuadrados de la 
regla de cálculo común, se tendrá el ábaco de escalas super¬ 
puestas de la función z 2 = z x 2 que, escrita en la forma loga¬ 
rítmica : 

log Z 2 = 2 log 2j , 

se representará mediante las escalas logarítmicas 

x x = m log ; x 2 = £mlogz 2 , 

que son precisamente las escalas de la regla de cálculo. 

Otro ejemplo se tendría si se adosara a la escala funcional 
de f (z) una escala métrica con igual módulo; en ese caso se 
habría construido el ábaco de escalas superpuestas de la fun¬ 
ción z 2 = f(z x ). 

También se utilizan los ábacos de escalas superpuestas cuan¬ 
do hay interés en conocer los valores de una variable a través 
de dos expresiones numéricas distintas; por ejemplo: los án¬ 
gulos en grados sexagesimales y en radiantes o mediante los 
valores de una de sus funciones circulares; las medidas de una 
misma magnitud física en dos sistemas distintos de unidades, 
etcétera. 


4. Funciones con tres variables. Ábacos cartesianos. — La 
cosa es distinta cuando se pasa a funciones con tres variables 
F 123 = 0, para las cuales las tablas gráficas ya muestran su¬ 
perioridad sobre las tablas numéricas, que en general, para 
estas funciones, son de cálculo laborioso y de lectura incómoda. 

Los nomogramas más simples e inmediatos, y también los 
más antiguos de estas funciones, son los llamados ábacos car¬ 
tesianos. Sea un sistema de coordenadas cartesianas x, y y la 
función con tres variables dada en la forma 

F (Zj, z 2 , z 3 ) = 0. 

Sustituyamos esta ecuación por el sistema equivalente: 

x = m x Zi 



que en el plano x, y representará tres familias de curvas de 
parámetros z u z 2 , z 3 , respectivamente. En este caso las dos pri¬ 
meras familias están representadas por sistemas de rectas pa¬ 
ralelas a los ejes, mientras que la tercera familia será en ge¬ 
neral una familia de curvas. 

Si consideramos acotadas todas las líneas con el parámetro 
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respectivo e imaginamos las tres líneas, una de cada familia, 
que concurren en un punto x, y del plano, tendremos la propie¬ 
dad siguiente: 

Tres líneas, una de cada familia, concurrentes en un punto 
tienen como cotas una terna de valores numéricos que satisface 
a la función dada. Esta propiedad justifica el nombre de nomo¬ 
gramas de líneas concurrentes que se ha dado a los ábacos car¬ 
tesianos. 

Para construir prácticamente tales nomogramas habrá, pues, 
que dibujar la cuadrícula de las familias de rectas de paráme¬ 
tros Zj y z 2 (que puede evitarse utilizando papel milimétrico) 
y un número suficiente de curvas de la familia, de parámetro 
z 3 ; la lectura, directa o por interpolación visual, de las cotas 
de las tres líneas, una de cada familia, que concurren en un 
punto, proporciona las ternas de valores que satisfacen a la 
función. 

Estos ábacos cartesianos constituyen el tipo más antiguo, 
y por tanto el más primitivo, de nomogramas para la represen¬ 
tación de funciones con tres variables, y dados los múltiples 
inconvenientes que suelen presentar, hoy ya no se aplican, ex¬ 
cepto en los casos, relativamente raros, en que la función a 
representar no admita un tipo de nomograma más cómodo y 
sencillo. 

Los inconvenientes que suelen presentar estos ábacos son: 

a) la dificultad que significa el trazado de numerosas curvas; 

b) la dificultad en la lectura, cuando las líneas del ábaco están muy 
próximas; 

c) la escasa precisión que ofrece la interpolación visual en los ca¬ 
sos en que los valores numéricos no corresponden a líneas efectivamente 
trazadas; 

d) la imposibilidad de fraccionar el ábaco o de superponer otros 
ábacos en la misma hoja. 

Ha sido precisamente la necesidad de eliminar tales inconvenientes, 
lo que ha llevado a la construcción de nuevos tipos de nomogramas y, en 
definitiva, a la creación de un cuerpo de doctrina especial para el tra¬ 
tamiento de estas cuestiones. Algunos de esos inconvenientes pueden ob¬ 
viarse sin salir todavía de los ábacos cartesianos; por ejemplo, el tra¬ 
zado de las curvas deja de ser una dificultad si las curvas son rectas o 
circunferencias; de ahí el interés que ofrecen las funciones con tres va¬ 
riables susceptibles de representarse mediante ábacos cartesianos consti¬ 
tuidos por haces de rectas o de circunferencias. 

5. Abacos lineales. — Consideremos, como antes, la función 
con tres variables 

Fl23 = 0 

y sean dos funciones f 3 y f 2 tales que la eliminación de Zi y z 2 
entre la ecuación anterior y las 

x = mifi 
y = m 2 í 2 
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dé como resultado una ecuación lineal en x é y de la forma 

xg 3 + yh 3 + f 3 = 0 , 

en cuyo caso el ábaco cartesiano de F ]23 = 0 estará constituido 
por tres haces de rectas: dos de ellos de paralelas a los ejes y 
el tercero un haz cualquiera. 

Esta posibilidad implica para F 123 la forma 

flí?3 + f 2 h 3 4~ f3 = 0 > 

forma bastante general, y por tanto frecuente, a la cual por 
otra parte, pueden llevarse muchas funciones mediante trans¬ 
formaciones algebraicas. 

Un caso particular frecuente es el de las funciones de la 
forma 

[4] f! + f 2 + f 3 = 0 

que se representará mediante un ábaco cartesiano compuesto 
por tres haces paralelos de rectas. Por transformación logarít¬ 
mica pueden llevarse a la forma anterior las ecuaciones de la 
forma fif 2 Í 3 = 1» también muy frecuente. 

En otros casos la transformación no es tan evidente, como 
por ejemplo en la ecuación de la forma: 

fif¡¡ — VI — f 2 i Vi — f-2 = fs 
que puede escribirse en la forma [4] 

are eos f 3 = are eos íj 4- are eos í 2 . 

A veces, la solución reside en una adecuada elección de los 
parámetros Zi y z 2 para los haces de rectas paralelas. Así, en 
las ecuaciones de la forma fif 2 = f 3 , que por transformación 
logarítmica pueden llevarse a la forma [4], pueden represen¬ 
tarse mediante tres haces lineales mediante la sustitución 

x = mifi 
V = m z f 3 
m x y = m 3 x f 2 

mientras que si se hubiera elegido la sustitución 

x = m ift 
y = m 2 i 2 

la familia de curvas de parámetro z 3 hubiera sido la familia 
de hipérbolas equiláteras 

xy = m-jn 2 f 3 . 

Un ejemplo muy conocido de este tipo de ábacos cartesianos 
formados por haces lineales, está dado por la ecuación trinomia 

z"‘* n — yz n + q =-• O 

con z, y y q variables, y n y m constantes. 
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Adoptando para y y q escalas métricas 


x = m,p 
y = m 2 q 

se tiene para z una familia de rectas de ecuación 

m 1 m 2 z m+n — m 2 z m x -f m^y = ü , 

cuya envolvente es la curva de ecuación 


Wi m+n (m + n) 


m+n 


yn = ra" 2 vi m n n x 


m+n 


En el caso de la ecuación cuadrática (m = n= 1) esta envol¬ 
vente es una parábola ordinaria; en el caso de la ecuación de 
tercer grado sin segundo coeficiente (m = 1, n = 2) la envol¬ 
vente es una cúbica con un punto de retroceso, etc. 

Este ábaco permite un par de consideraciones de carácter 
general. Así, cabe observar que en este caso, como ocurre en 
muchos otros, la forma de la ecuación permite una superposi¬ 
ción de cotas en las líneas del ábaco, de manera que al mismo 
punto del plano corresponden muchas ternas de valores que 
satisfacen a la ecuación. Por ejemplo, dada la forma de la 
ecuación trinomia, es fácil comprobar que el punto que pro¬ 
porciona la terna de valores z, y, q que las satisface, también 
proporciona las ternas Xz, X"y, l n * n q, que también la satisfa¬ 
cen, siendo X un parámetro arbitrario, que en general se toma 
igual a una potencia de 10. Este hecho permite reducir los 
intervalos de variabilidad y de ahí aumentar la precisión del 
ábaco. En cambio, es fácil también comprobar el inconveniente 
d). Si se dibuja la cuadrícula correspondiente a y y a q, y el 
haz lineal correspondiente a z para un determinado par de va¬ 
lores de m y de n, es muy difícil, por no decir imposible, ima¬ 
ginar que pueda superponerse a ese ábaco otro haz lineal, para 
otro par de valores de m y de n, de manera que para cada tipo 
de ecuación trinomia se hace necesario construir otro ábaco. 

Hasta ahora se han considerado ábacos lineales en los cua¬ 
les dos haces son de rectas paralelas a los ejes. Si de este caso 
particular se pasa al caso general, se tendrá que un ábaco li¬ 
neal estará constituido por tres haces de rectas de ecuaciones 


fiZ + g,?/ + hi = 0 

f 2 x + g 2 i/ + h 2 = 0 

f 3 z + g¿y + h 3 = 0 , 


y por tanto la forma general de las funciones con tres varia¬ 
bles susceptibles de representarse mediante un ábaco cartesia¬ 
no constituido por haces de rectas, será de la forma 


fi g\ h, 

f 2 g 2 h 2 = O , 

Í3 g3 h 3 


[53 


A = Fj 23 
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obtenida mediante la eliminación de x é y de las tres ecuacio¬ 
nes anteriores. La expresión [5] es una de las más importan¬ 
tes de la Nomografía, pues, como veremos oportunamente, pro¬ 
porciona la forma general de las funciones con tres variables 
susceptibles de representarse mediante nomogramas de puntos 
alineados, más cómodos y simples que los ábacos cartesianos. 
No obstante su gran generalidad, se explica que no todas las 
funciones que se presenten sean de esa forma o puedan llevar¬ 
se a ella, de manera que se justifica la observación, ya aludida, 
de que en algunos casos haya aún que recurrir a los incómodos 
ábacos de líneas concurrentes. 


6. Ábacos circulares. — Las consideraciones del parágrafo 
anterior pueden extenderse fácilmente al caso de la función 
cuyo ábaco está constituido por haces de circunferencias o de 
circunferencias y de rectas. Bastará partir de las ecuaciones 
de los haces de circunferencias 

ti(z 2 + 2/ 2 ) + i x x + g,t/ + hi = 0 

1 2 (x 2 + y 2 ) + f 2 x + g 2 y + h 2 = 0 

t s(x 2 + y 2 ) -i- f z x + g 3 y + h 3 = 0 

para obtener, eliminando x é y de esas tres ecuaciones, esa 

función en la forma (suponiendo no nulas simultáneamente 
todas las t¡) AA h + A 2 t + A 2 g = 0, donde A es el determinante 
[5] y A f , A g , A h ese mismo determinante sustituyendo la co¬ 
lumna de las L, g¿, hi, respectivamente, por la de las ti. 


Aunque de un interés más teórico que práctico, puede el lector com¬ 
probar este par de ejemplos: las funciones de la forma 


J- + J- = -A_ 

f*i ^ f-' a 

pueden representarse por un ábaco formado por los tres haces de circun¬ 
ferencias de ecuaciones 


X a + y a = f,x 

x a + y a = f 2 y 

X a + y a = f\ ; 

mientras que las funciones de la forma 



se representan por un ábaco constituido por un haz de circunferencias 
concéntricas y dos haces lineales. 

A este último tipo pertenece la fórmula del volumen V de un tronco 
de cono de altura unitaria y cuyas bases tienen como diámetros D y d: 


12 V = n(D»-M= + Dd), 
siendo las ecuaciones de los tres haces 


Mx a + y t ) = 4V 
x + yVs = D 
ar — yV 3 = d. 

La fig. 162 reproduce el ábaco respectivo. 
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Ft*. 162. — Ábaco circular de ia lórmula 12 V — r(D l + cP 4- Dd>. 
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7. Abacos polares y exagonales. — En lugar de coordenadas 
cartesianas pueden utilizarse coordenadas polares o triangula¬ 
res, construyéndose ó.bacos polares y abacos triangulares, para 
los cuales valen las consideraciones expuestas con respecto a 
los^ ábacos cartesianos, con la única diferencia de que la cua¬ 
drícula cartesiana es sustituida en los ábacos polares y trian¬ 
gulares por haces de círculos concéntricos y de sus rectas or¬ 
togonales, o por tres haces de rectas paralelas a los lados del 
triángulo fundamental, respectivamente. En ambos casos el 
dibujo de estos haces puede evitarse empleando el papel coor¬ 
denado respectivo. 

Por lo demás, en el caso de los ábacos polares, si la tercera 
familia de curvas está constituida por un haz de rectas o de 
circunferencias, se tienen nuevamente los ábacos circulares del 
parágrafo anterior. 

Por ejemplo, la función v sen e = sen (cp— e) que se presenta en ba¬ 
lística, puede representarse mediante coordenadas polares o, co por las 
tres familias 

_ r*t 

o 

<ti — cp 

rnsene = p s en(<o— e), 

es decir: dos familias de rectas (parámetros <p y e) y una familia de 
circunferencias (parámetro v). 

Es fácil comprobar que esta función está incluida en el segundo ejem¬ 
plo del parágrafo anterior, sin más que tomar 

fi = sen cp f a = sen s h 3 = — . 

gi = eos q> ; g 2 = eos e ; v 

hí = 0 h 2 = sen e 

Los abacos polares y triangulares adolecen de los mismos 
inconvenientes apuntados para los ábacos cartesianos; sin em¬ 
bargo, cuando la función a representar es de la forma [4], la 
aplicación de las coordenadas triangulares ha permitido la 
construcción de un determinado tipo de ábacos denominados 
ábacos exagonales, en los cuales todos esos inconvenientes han 
desaparecido. 

En efecto, si se quisiera representar la función con tres 
variables 

fi + fe + U = b 

mediante un sistema de coordenadas triangulares x, y, z refe¬ 
ridas a un triángulo equilátero de altura h, bastaría hacer 

x = mfi 

V = mf 2 
z = mi 3 , 
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y el ábaco triangular de la función anterior estaría constituido 
por tres haces de rectas paralelas; pero es fácil ver que puede 
prescindirse del trazado de esos haces sin más que dibujar las 
tres escalas funcionales anteriores sobre soportes normales a 
los lados del triángulo de referencia, obteniéndose ternas de 
valores z it z 2 , z 3 que satisfacen a la función en los puntos de 
esas escalas, intersecciones con las normales a las mismas tra¬ 
zadas desde un punto cualquiera del plano. También se ve que 
con esta disposición las escalas pueden desplazarse paralela¬ 
mente a sí mismas sin modificar los resultados, y que no sólo 
puede prescindirse del triángulo de referencia, sino que puede 
adoptarse un triángulo de altura cualquiera, incluyendo el caso 
degenerado de triángulo de altura nula. 

En este último caso, la función a representar adopta la 
forma [4]: 

fi + Í2 fa = 0 , 

y las tres escalas funcionales x, y, z dibujadas sobre tres so¬ 
portes paralelos a los lados del triángulo equilátero y dispues¬ 
tas de tal manera que las normales a las mismas en tres pun¬ 
tos, cuyas cotas satisfacen a la función, concurran en un mismo 
punto, constituyen un ábaco exagonal, con el cual un haz cual¬ 
quiera de tres rectas concurrentes normales a las escalas, de¬ 
termina sobre éstas, valores que satisfacen a la función. 

La lectura en estos ábacos se facilita utilizando un trans¬ 
parente que lleva grabadas tres semirrectas concurrentes según 
esas normales, cuya dirección se mantiene, ya dibujando las 
escalas en papel de coordenadas triangulares, o ya dibujando 
sobre el fondo del ábaco una serie de paralelas a una de esas 
direcciones que sirvan de guía. 

Se comprueba que estos ábacos eliminan los inconvenientes 
apuntados para los ábacos cartesianos; en efecto, no implican 
el trazado de curva alguna; con el transparente la lectura de 
las cotas es cómoda, permitiéndose fácilmente la interpolación 
visual; además, pueden superponerse las escalas de varios ába¬ 
cos en la misma hoja de papel, así como puede fraccionarse 
una escala en varias para aumentar su precisión sin aumentar 
sus dimensiones. La única limitación de estos ábacos reside en 

la forma particular de la función que puede representarse con 
ellos: 


fi Í2 + Í3 = 0. 


§ 49. Nomogramas de puntos alineados 

1. Conceptos generales. — Como se ha visto, el determi¬ 
nante [5] expresa la forma general de las funciones con tres 
variables susceptibles de representarse por un nomograma de 
rectas concurrentes, constituido por tres haces de rectas de pa- 
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rámetros z u z 2 , z 3 que admiten como envolventes curvas Si, S 2 , 
S 3 y tales que las cotas de tres rectas, una de cada haz, concu¬ 
rrentes en un punto M satisfacen a la función. 

Esta propiedad, puramente gráfica, de estos nomogramas, 
llevó a D’Ocagne a aplicar el principio de dualidad en el plano, 
que le permitió transformar ese tipo de nomogramas en un 
nuevo tipo denominado nomogramas de puntos alineados, cons¬ 
tituidos entonces por tres haces de puntos (escalas) de pará¬ 
metros (cotas) Zi, z¡¡, z :{ , cuyo lugar (soportes) son tres curvas 
Si, s 2 , s 3 y tales que las cotas de tres puntos, uno de cada haz, 
alineados sobre una recta m satisfacen a la función; de ahí su 
nombre y su manejo, que consiste en colocar un hilo tendido 
o el borde de una regla biselada sobre dos de los puntos de 
cotas z lf z 2 , z 3 para obtener en la tercera escala el valor que 
con los dos anteriores constituye la terna que satisface a la 
función. El principio de dualidad convierte a los nomogramas 
de rectas concurrentes en nomogramas de puntos alineados 
(fig. 163). 



163. 


Siguiendo el principio de dualidad se suelen estudiar los 
nomogramas de puntos alineados mediante coordenadas para¬ 
lelas, duales de las cartesianas, aunque pueden seguirse utili¬ 
zando las coordenadas cartesianas sin más que observar que 
el determinante [5], que expresa la condición de concurrencia 
de tres rectas, puede también llevarse a la forma 

qn y\h 1 

[6] cp 2 ú'2 1 — 0 , 

q>3 tys 1 

que expresa la condición de alineación de los tres puntos 
(*i, 2 /i); (* 2 , 1 / 2 ); (* 3 , 1 / 3 ), tales que las expresiones 

J * 1 = <Pi . J ^2 = Cp 2 . r *3 = fp3 

\ Vi = % ’ l 1/2 = % ’ 12/3 = % 
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nos ofrecen, en forma paramétrica, las ecuaciones de los so¬ 
portes Si, s 2 , s 3 , mientras que, al mismo tiempo, permiten la 
construcción de sus escalas funcionales y, con ello, la confec¬ 
ción del nomograma de puntos alineados. 

En la práctica bastará examinar los casos particulares de 
uso más frecuente. 


2. Nomogramas con dos escalas paralelas. — Un caso parti¬ 
cular, sin embargo bastante general y frecuente, está dado por 
la ecuación 

[7] fig 3 + f 2 h 3 f 3 

que puede expresarse por el determinante 

—1 0 fj 

0 —1 f 2 =0 

gs h 3 f 3 

que, mediante la introducción de coeficientes indeterminados 
para facilitar la confección del nomograma y algunas trans¬ 
formaciones, puede llevarse fácilmente a la forma [6]. En 
efecto, multiplicando las tres filas respectivamente por m u m 2 , 
mim 2 y dividiendo las dos primeras columnas por ra x y m 2 se 
llega, después de sumar a la primera columna la segunda y 
de multiplicar a ésta por — d, a 

—1 0 «ii fi 

—1 d m 2 f 2 = 0 

Wih 3 + ra 2 g 3 — m y dh¿ Wi?n 2 f 3 

que, luego de dividir la tercera columna por Wih 3 + m 2 g 3 y 
transponer el orden de las columnas, se transforma en el de¬ 
terminante 

0 m x fi 1 

d m 2 f 2 1 

midh 3 —mim 2 f 3 ^ 

Wih 3 + m 2 g 3 mi h 3 + m 2 g 3 

que expresa la condición de alineación de los puntos de las tres 
escalas 




* 3 = 
i/ 3 = 


midh 3 

m,h 3 + m 2 g 3 
mi h 3 + w 2 g 3 


y por tanto la ecuación [7] estará representada por un nomo¬ 
grama de puntos alineados constituido por las escalas de las 
funciones fj y f 2 construidas con módulos y m 2 sobre so- 
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portes paralelos a la distancia d y, en general, por una escala 
de soporte curvilíneo que se construirá de acuerdo con la for¬ 
ma de las ecuaciones x 3 , y 3 . 

Consideremos los tres casos particulares siguientes: 

a) Nomogramas con tres escalas paralelas. — Si g 3 = h 3 = 
= 1, la ecuación [7] adopta la forma [4], que es la mas sen¬ 
cilla de las ecuaciones con tres variables 

fi -|- 1*2 -{- í 3 = u » 


y la escala de las z 3 será entonces también rectilínea, de so¬ 
porte paralelo a los otros dos y de ecuación Xs 

2/3 = *»at* 


siendo d' y m 3 tales que 



_ m,d 

mi + nu 


— m x m •» 

m 3 = -;-. 

mi + m 2 


Los nomogramas de puntos alineados de las ecuaciones oe 
la forma [4], que son muy frecuentes, pues muchas ecuacio¬ 
nes de la práctica son de esa forma o pueden llevarse a ella 
mediante transformaciones algebraicas, pueden construirse 
prescindiendo de los ejes coordenados. Para ello se construyen 
sobre dos soportes paralelos a la distancia máxima d las esca¬ 
las funcionales y\ é y 2 , eligien¬ 
do los módulos de tal manera 
que las partes útiles de las es¬ 
calas sean aproximadamente de 
igual longitud y que abarquen 
la altura máxima del nomogra¬ 
ma. Para que la tercera escala 
esté comprendida entre las dos 
anteriores, m x y m 2 deben to¬ 
marse de igual signo. La escala 
de z 3 se construye sobre un so¬ 
porte a la distancia d’ con mó¬ 
dulo m 3 , a partir de un punto 
de cota conocida que se obtiene 
mediante una alineación parti¬ 
cular. La determinación de d' 



16 ‘- y de m 3 puede obtenerse gráfi¬ 

camente mediante la construc¬ 


ción de la fig. 164. Si además se toman para Ai y A 2 puntos de 
cotas conocidas, que permiten obtener la cota de A 3 , la escala 
de z 3 puede proseguirse fácilmente a ambos lados de A 3 , hasta 
completar su parte útil, generalmente de igual longitud apro¬ 
ximada que la de las otras dos. 

Un tipo de ecuación que se presenta con frecuencia y sus¬ 
ceptible de representarse mediante un nomograma de puntos 
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alineados de tres escalas paralelas, es z 3 = z^z-/ que, tomando 
logaritmos, se convierte en la forma del tipo [4]: 

log z 3 = a log Zi -f plog2 2 » 

de manera que si se toman por módulos valores de la forma 

mi m 2 



el nomograma estará constituido por tres escalas 

y t = mi log Zi ; y 2 = w 2 log z 2 ; 2/3 = wi 3 log z 3 


con 



mim 2 

pm x + am 2 ’ 


cuyos soportes paralelos son tales que las distancias de las es¬ 
calas de z 2 y de z 3 distan de la de Zi de d y 



$ m x d 

(5mi + am 2 * 


respectivamente. La única dificultad parece residir en la cons¬ 
trucción de la escala de z 3 . Después de haber construido las 
escalas de z x y de z 2 se construye el soporte de la escala de z 3 , 
ya calculando d\ ya determinando un punto de esa escala me¬ 
diante un par de alineaciones adecuadas, por ejemplo las ali¬ 
neaciones Zi = 1, z 2 = z“ y Zj = zp, z 2 = 1, que determinan el 
punto de cota z 3 = z“0. Construido el soporte, se construye la 
escala o bien calculando m 3 y tomando los valores de m 3 log z 3 
sobre el soporte, o bien determinando otro punto de la escala 
(por ejemplo, z 3 = 1, obtenido por la intersección de la alinea¬ 
ción Zi = 1; z 2 = 1), y se construye la escala como semejante 
de una escala logarítmica. 


Como ejemplo de función que puede representarse mediante un no¬ 
mograma de tres escalas paralelas, consideremos la fórmula del interés 
compuesto 

C = (1 +tj- 

que se puede llevar a la forma [4] tomando logaritmos dos veces 

log log C = logn + loglog(l + f). 

Para lograr un nomograma más cómodo, Soreau ha observado que una 

misma alineación puede servir para calcular las ternas C). . In, i siendo 
/. un valor arbitrario, y superpuso en los soportes de a y de C dos es¬ 
calas haciendo ?. = 10. Si por tanto se supone que n varía de 1 a 10, 
la segunda escala dará los valores de a de 10 a 100; si m es el módulo 
de esta escala y se supone que i varía de 2 c /o a 6 9ó, el módulo de la 
escala de i, para que tenga igual longitud que la de n, ha de ser m' tal 
que m = m’ (log log 1,06 — log log 1,02) = 0,47 m\ Tomando m' — 2m será 
d' = ¡ i 3 d y ma — */iW, con lo que podrá construirse la escala de C que 
va de 1,02 a 1,08 s 1,06‘“, a la que se le superpone una escala que va 
de 1,2 s 1,02“ a 340 s 1,06 ,M , correspondiéndose las cotas de cada escala. 
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La figura 165 representa el nomograma respectivo. 


*• 





Fig. 165. — Nomograma de puntos alineados de la fórmula C = (1 -f* i)" 
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También tomando logaritmos, pero una sola vez, se puede represen¬ 
tar mediante un nomograma de tres escalas paralelas la fórmula que re¬ 
laciona el momento de inercia de un rectángulo con la base y la altura 
del mismo. En la figura 166 se ha reproducido ese nomograma, mostrando 
la alineación dibujada que un rectángulo de 8 cm de base y 10 cm de 
altura tiene un momento de inercia de 650 cm*. 



Fig. 166. — Nomograma de puntos alineados de la fórmula 12 I = bk\ 

b) Nomogramas en N o en Z. — Si g 3 = 1 y f 3 = 0 la 
ecuación adopta la forma 

f x -f f 2 h 3 = 0 , 

y el soporte de la escala de z 3 se convierte en el eje d.e las 
abscisas. Como en general se adoptan ejes oblicuos y se dis¬ 
pone la parte útil de esta escala de tal manera que esté com¬ 
prendida entre las dos escalas de soportes paralelos, las tres 
escalas rectilíneas toman la forma de una N o de una Z, de 
ahí el nombre de estos nomogramas. 
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La escala de z 3 tiene por expresión 

x _ m,dhz 

3 Wih 3 + m 2 ’ 

y es, por tanto, una escala proyectiva de h 3 que puede cons¬ 
truirse, por ejemplo, proyectando desde el punto ( d , — m 2 k) 
sobre el eje de las abscisas la escala ra,h 3 fc dibujada sobre el 
eje de las ordenadas. En efecto, es fácil comprobar que los 
tres puntos (0, m^k), (x 3 ,0) y ( d, — m 2 k) están alineados. 

Por ejemplo, la ecuación del interés compuesto C=(1 + ¿) B puede 
representarse mediante un nomograma en N escribiéndola en la forma 

logC = n log (1 + i) . 
y, por tanto, sus escalas serán: 

yt = wnlogC ; ya = wslogU + i) ; x, = ————. 

m,n — Tos 

Esta última escala se puede construir proyectando una escala métrica 
construida sobre el soporte de C, desde un punto de la escala de i. La 
elección de m„ m~, d y k permiten construir el nomograma de acuerdo 
con las partes útiles de sus escalas. Para que la escala de n esté com¬ 
prendida entre las otras dos, Wi y vu deben ser de signo contrario. 

La figura 167 representa un nomograma de este tipo. Corresponde a 
la fórmula de Lamé para los tubos de fuerte presión interior, siendo R la 
tensión máxima, p la presión interior y m la razón entre el espesor del 
tubo y el radio interior. Para llevar la fórmula a la forma canónica bas¬ 
ta despejar R. 

c) Nomogramas con una escala curvilínea. — Cuando una 
(o ninguna) de las tres funciones f 3 , g 3 , h 3 es constante, la 
ecuación adopta la forma general [7], y la escala de z 3 será 
una escala curvilínea cuyo soporte tiene por ecuación, en for¬ 
ma paramétrica, 

m^dh 3 

m, h 3 + m 2 g 3 
_ —w,w 2 f 3 

i 2/3 -f- m 2 g ¿ ' 

Esta escala se construirá de acuerdo con la naturaleza de 
las funciones f 3 , g 3 , h 3 , aunque pueden tenerse en cuenta las 
observaciones generales siguientes: 

l 9 ) Como 

x 3 __ Wih 3 
d — x 3 m 2 g 3 * 

para que la escala de z 3 esté comprendida entre las otras dos, 
las razones 



m y 

m.¿ 


v 


h, 

&3 




deben tener igual signo. Si en la parte útil de la escala, la se¬ 
gunda razón cambia de signo se fracciona el nomograma, su¬ 
perponiendo una segunda escala para z 3 e invirtiendo el sen¬ 
tido de la escala z¡ (o de la z 2 ), pues los valores de x 3 é y 3 no 
alteran si se cambia simultáneamente de signo a la pareja 
mu g 3 (o de la m 2 , h 3 ). 

2 9 ) Es claro que x 3 é y 3 representan escalas que proyectan 
paralelamente la escala de z 3 sobre rectas paralelas a los ejes 
coordenadas. Además, si desde los puntos (d, 0) y (0, 0) se 
proyecta la escala de z 3 sobre los soportes paralelos x = 0, y 
x = d, se obtienen respectivamente las escalas 



c'-mo es fácil comprobar. 



é y' 2 = 
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Si se considera como ejemplo la ecuación trinomia en la 
forma 

z m+n — pz m + q = 0 

con m y n constantes positivas, será f 3 = z m+n ; g 3 = — z m ; 

h 3 = 1 con fi = q y f 2 = q. El nomograma de esa ecuación es¬ 
tará constituido pues, por dos escalas métricas 

Vi = Wj p ; 2/2 = m 2 q 

de soportes paralelos y una escala curvilínea, para el paráme¬ 
tro z, de ecuación paramétrica 

m x d _ 

m y — m 2 z m 
— viy m 2 z ni+n 
my — m 2 z m 

En este caso, si la escala útil de z es la de los valores positivos 
de ese parámetro, habrá que elegir m x y m* de signo contra¬ 
rio. En cuanto a la construcción de la escala de z parece ser 
el mejor procedimiento la construcción de las escalas y'y = m x z n 
é y '2 = m 2 z m+n sobre los soportes paralelos y proyectarlas res¬ 
pectivamente desde los puntos (d, 0) y (0,0). Los soportes 
de las escalas de z son ramas hiperbólicas que pasan por el 
punto (d, 0) y tienen por asíntota el semieje de las ordenadas. 

En la figura 168 se ha representado el nomograma de la 
ecuación trinomia anterior escrita en la forma z m + pz -f- q = 0, 

para m = 2 y ra = 3, es decir para las ecuaciones cuadráticas 
y cúbicas. 

Si se comparara este nomograma de puntos alineados con 
el de rectas concurrentes para la misma ecuación, se compro¬ 
baría la ventaja de los primeros sobre los segundos; no sola¬ 
mente el dibujo es más claro, la lectura más cómoda y la in¬ 
terpolación visual fácil, sino que también es posible superponer 
en la misma hoja varios nomogramas o fraccionarlos, cosa im¬ 
posible en los ábacos cartesianos. Así, en el ejemplo anterior, 
podrían agregarse en el mismo nomograma varias escalas para 
distintos valores de m y n, hasta un haz de ellas, sin que esas 
escalas se molesten entre sí. 

3. Nomogramas con tres escalas concurrentes. — Los nomogramas 
de puntos alineados con tres escalas paralelas o en N son dos casos par¬ 
ticulares del caso general de nomogramas con tres escalas rectilíneas. 
Aunque el estudio de este caso general ofrece cierto interés teórico, prác¬ 
ticamente las ecuaciones respectivas pueden reducirse a los dos casos 
anteriores de fácil construcción. Veamos, como único ejemplo, el caso de 
las ecuaciones susceptibles de representarse mediante un nomograma de 
puntos alineados compuesto por tres escalas rectilíneas de soportes con¬ 
currentes. Si se toma el origen como punto de concurrencia, como sopor¬ 
tes rectas que formen con el eje de las abscisas ángulos a, 0 y 0, y »> 
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bre esos soportes las escalas m : f,, m 3 f 2 y ?n s f 3 , respectivamente, la con¬ 
dición de alineación se podrá escribir 

— m^m, sen P . f..f 3 + mm* sen a . f,f, + mm* sen (|3 — a). f,f» = 0 
que será de la forma 



sin más que tomar m 1 = m a = — nh y P = — a = 60°. Aunque, como se 
observa, este tipo de ecuación es de la forma [7], y por ende susceptible 
de representarse mediante un nomograma de tres escalas paralelas, a 
veces es más cómodo representarla mediante un nomograma de escalas 
concurrentes. 


Así, el caso 



se calcula nomográficamente sin más que tomar con el mismo módulo, 
sobre los lados de un ángulo de 120° y sobre su bisectriz interior, las 
v T©s escalas fi, f* y f 3 , respectivamente. 

Como ejemplo de este caso, en la figura 169 está representado el no¬ 
mograma de la formula que da la resistencia R de un sistema de dos con¬ 
ductores de resistencias R, y R 2 en paralelo. 



0 o 


Fie. 169 — Nomograma de puntos alineados de la fórmula 

R 


— + - X 

Ri Rj ' 


4. Nomogramas con escalas curvilíneas. — De la misma 
manera pueden estudiarse los casos particulares de los nomo¬ 
gramas con dos o tres escalas curvilíneas que tengan interés 
practico. Uno de estos casos lo ofrecen las ecuaciones cuyo no¬ 
mograma contiene escalas curvilíneas situadas sobre el mismo 
soporte. 

Sea, por ejemplo, la ecuación de la forma 

fifafs + (fi "j - fe) o3 + h s = 0 , 
simétrica respecto de z l y de z s . Si mentalmente se sustituyen 
£»> —g3 y h 3 por 1, f y f 2 , la ecuación anterior no es sino la 
ecuación de segundo grado en f con raíces f a y f 2 , de manera 
que, prescindiendo del factor no nulo f 2 — f ; , se podrá escribir 
en la forma 

¡ f 3 — g 3 h 3 
11 f, f\ = 0 , 

I 1 f 2 f 2 2 
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que es de la forma [5] y susceptible por tanto de represen¬ 
tarse por un nomograma de puntos alineados, que en este caso 
se compondrá de una escala (de soporte rectilíneo o curvilí¬ 
neo) para z 3 , y de dos escalas superpuestas, para Zi y z 2 , sobre 
el mismo soporte de ecuación x = t, y — t ¿ , es decir, sobre la 
parábola y = x 2 . Mediante transformaciones del determinante 
anterior, que equivalen geométricamente a homografías, pue¬ 
de transformarse esta parábola en una circunferencia. Basta¬ 
rá, por ejemplo, hacer x = Y/X, ?/ = ( 1 — X)/X para trans¬ 
formar la parábola anterior en la circunferencia de ecuación 

X 2 -f Y 2 = Y. 

Si se aplican al determinante anterior las transformaciones 
correspondientes a esta homografía (se suma a la tercera co 
lumna los elementos de la primera y se divide cada fila pol¬ 
los elementos de la tercera columna), se llegará a que la ecua¬ 
ción anterior se representará mediante las escalas: 



las dos primeras de las cuales tienen por soporte común la cir¬ 
cunferencia x 2 + ?/ 2 = x ; y considerando que los puntos (1, 0), 
(1—mfj, m) y (a:,,?/,) están alineados, la escala de z, (lo 
mismo para z 2 ) se construirá proyectando sobre esa circunfe¬ 
rencia desde el punto de la misma (1,0) la escala 1 — mfi 
construida sobre la recta y = m. 


Un ejemplo interesante es la ecuación que da el radio medio R de 
un canal (razón entre la sección líquida y el perímetro mojado) de sec¬ 
ción un trapecio isósceles, conociendo la base b y altura h del mismo: 

R _ bh + h ' 

" “ b + h V 8~ 

que pertenece a este caso haciendo 

fi = ?nR ; Í 2 — — 




Las escalas de R y de b se construyen proyectando escalas métricas 
sobre la circunferencia; en cuanto a la escala de /?., que tiene por soporte 
la elipse x 3 + y*l& = podría construirse por cualquiera de los métodos 
indicados para las escalas curvilíneas, aunque en este caso, considerando 
que para 6oc, R = h, bastará proyectar desde el origen (punto de 
cota b—>oc) la escala circular de R sobre la elipse, para tener sobre 
ésta con igual cota la escala de h. 
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b + hV 8 ' 
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Otro caso de interés lo ofrecen las ecuaciones de la forma 



en especial cuando las funciones fi y f 2 , y Si y gz son fun¬ 
ciones de igual característica f y g, respectivamente; pues en 
este caso los puntos de cotas z r y z 2 situadas sobre la curva 
de ecuación x = f/g, y = 1/g están alineados con el punto de 
cota z 3 de la escala f 3 dibujada sobre el eje de las x. 

Por ejemplo, la ecuación que da el volumen V de un tronco de cono 
de altura unitaria y de bases de diámetros D y d, y que (§7) podía re¬ 
presentarse mediante un ábaco circular, se podrá representar por un 
nomograma de puntos alineados de este tipo escribiéndola en la forma 

12 V D 8 — eP 

* ~ D — d 

y pir tanto, haciendo 

fi = «iiD 8 , gi = WiD , íi = m ,cP , g 2 = 7 n¡d , 

, _ 12 77!i V 
1 m»jr ’ 

la escala de D y d tendrá por soporte la curva de ecuación paramétrica 
x = mit?lnh, y = l/m=t, es decir, una hipérbola cúbica, sobre la cual las 
escalas se obtendrán proyectando paralelamente una escala de recíprocos 
construida sobre el eje de las ordenadas. 

5. Funciones con más de tres variables. — La representa¬ 
ción mediante nomogramas de funciones Fi 23 ...» = 0 de n > 3 
variables, se reduce a la construcción de it — 2 nomogramas 
de funciones con tres variables mediante la introducción de 
n — 3 variables auxiliares que vincularán esos nomogramas 
de dos en dos. 

Así, si mediante ábacos cartesianos se desea representar 
una función con cuatro variables F 1234 = 0 , se supondrá ésta 
escrita en la forma fi 2 = g 3 4 , y mediante la introducción de la 
variable auxiliar u se construyen los ábacos de las dos funcio¬ 
nes con tres variables u = fi 2 , u = gu > y la curva de nivel 
de cota u (que no es necesario calcular ni escribir excepto el 
caso en que tenga alguna interpretación útil en el problema 
considerado) permitirá pasar de los valores de Zi y z 2 a los de 
Zz y Zi que forman la cuaterna que satisface a la función dada. 

El ábaco de fi 2 sin el agregado de las curvas de nivel de 
parámetro u se denomina escala binaria de z¡ y z 2 , pues ge¬ 
neraliza el concepto de escala funcional, ya que cada pareja 
Si, z 2 determina un punto, así como para cada valor de z x la 
escala fi fijaba el punto de esa cota. 

Para las funciones de más de tres variables se trata de 
evitar su representación mediante ábacos cartesianos, pero el 
concepto de escala binaria es útil y aprovechable en los otros 
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tipos de nomogramas, ya que permite utilizar los dispositivos 
de las funciones con tres variables para un número de varia¬ 
bles que puede llegar al doble, siempre que las escalas binarias 
puedan disponerse sin que superpongan. 

Cuando la ecuación es de la forma 

í’l + Í2 + Í3 + . . . + f„ = 0 . 

puede representarse mediante un ábaco exagonal introducien¬ 
do «—3 variables auxiliares u 2 , u 3 , .... u n - z , que dan lu 
gar a los n — 2 ábacos de ecuaciones 

4- Í2 -f Wi = 0 

— f 3 + u x = 0 

^2 + f 4 + « 3 = 0- 

^4 - Í5 4" w 3 = 0 


fn -1 4“ W„- 3 — 0 Ó u n .3 4“ fn -1 4” fn = 0 

según que n sea par o impar. En las ecuaciones anteriores las 
funciones en la misma columna se representan sobre soportes 
paralelos, aunque de las u, ni es necesario dibujar el soporte, 
pues sus direcciones están dadas por el índice del transparente 
que, partiendo de la posición fijada por los valores de z x y 
se desplaza paralelamente a la dirección normal al eje de la 
variable común entre dos ecuaciones sucesivas, fijándose su¬ 
cesivamente mediante los valores de z 3 , ..., z n . u hasta obte¬ 
ner en la última escala el valor de z„. 

Si se reemplazan una o más escalas funcionales por esca- 
las binarias, el mismo dispositivo anterior permite represen- 
tar ecuaciones con un número mayor de variables. 

Las consideraciones anteriores se extienden fácilmente a 
los nomogramas de puntos alineados. La introducción de va¬ 
riables auxiliares presupone soportes, en general sin escalas, 
que actúan de charnela en cada par de alineaciones sucesivas, 
mientras que la introducción de escalas binarias permite, con 
los mismos dispositivos, hasta duplicar el número de variables 
de la ecuación representada. 

Si, por ejemplo, se quiere representar mediante un nomogra¬ 
ma de puntos alineados una ecuación de la forma 

f» = f l“> f2 a = f 3°’ f4 a ‘ . . . f 

bastará tomar logaritmos, reduciéndose la expresión a la for¬ 
ma canónica más simple que se representará mediante n esca- 
ías funcionales, sobre soportes paralelos a distancias y con 
módulos convenientes, y n — 3 charnelas, también constituidas 
por rectas paralelas a los soportes anteriores. 

bi, en cambio, se desea representar una ecuación con cua¬ 
tro variables F 1234 = 0, dada en la forma 

í 1^34 + f 2 h 34 -f f 34 = 0 , 
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raidh 34 

Wjh 34 4- w 2 g 34 

— m]m 2 f 34 

Wih 34 + w 2 g 34 


es decir, dos escalas funcionales de soportes paralelos y una 
escala binaria. 


Sea por ejemplo la ecuación que se presenta en la resolución de 
triángulos cuando se conocen, por lo menos, dos lados: 

a 2 = b 2 + c 2 — 2be eos A 

que se representará entonces por la escala de cuadrados y\ = mía*; la 
escala sinusoidal y a = mu eos A, sobre un soporte paralelo a la distan¬ 
cia d, y la escala binaria 

2 bemid 
2bcm i + mq 
num* ( b 2 + c 2 ) 

2bcmi + m 2 



que, por la simetría de los parámetros b y c, estará representada por 
un único haz de curvas, en este caso hipérbolas que tienen la asíntota 
común x = d y como envolventes las rectas yd = ±m*x. 

La alineación de los puntos de cotas a, A y el punto de intersección 
de los arcos de hipérbolas de cotas b y c, resuelven el problema. 

Es claro que mediante adecuadas homografías se puede transformar 
el nomograma en otro con un haz de cónicas de mejor lectura o de más 
fácil construcción. 


§ 50. Otros tipos de nomogramas 

1. Nomogramas de tipo especial. — Los tipos de nomogra¬ 
mas descritos hasta aquí son los más comunes y también los 
de uso más frecuente. Sin embargo, no agotan los recursos de 
la nomografía, pues se dispone además de otros tipos especia¬ 
les que pueden encontrar aplicaciones en la práctica. 

Vamos a reseñar algunos de esos tipos especiales de nomo¬ 
gramas. 

a) Nomogramas de alineaciones paralelas o perpendicula¬ 
res. — Sea una función con cuatro variables que pueda lle¬ 
varse a la forma 

f, — fo ^ fa — f 4 

g. — g2 gs — £* 
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es claro que tal igualdad puede interpretarse como la condi¬ 
ción de paralelismo o de perpendicularidad de dos rectas, de¬ 
terminada, cada una de ellas, por un par de puntos de coorde¬ 
nadas 

/ aq = Wjfi f x 2 = m x f 2 r x a = m 3 f 3 f x 4 = ra 3 f 4 
t 2/i = m 2gi 1 Vi = nugo l 2/3 = m 4 g 3 t 1/4 = m 4 g 4 

en el primer caso, y 


x x = m 3 f t 

2/i = w 2 g t 


í^2 = m¡f 2 r a - 3 = — w 3 g<, 

12/2 = Wog 2 l 2/3 = Wlfs 


Xx = — Í»3g4 
2/4 = w 4 f 4 


en el segundo; de ahí la disposición de estos nomogramas, for¬ 
mados por cuatro escalas cuyas ecuaciones en forma paramé¬ 
trica están dadas en las expresiones anteriores, y tales que 
dos alineaciones paralelas o perpendiculares determinan cua¬ 
tro valores que satisfacen a la ecuación. Como las direcciones 
se mantienen trasladando paralelamente los ejes, el sistema de 
las escalas correspondientes a z s y z 4 puede referirse a otros 
ejes, paralelos a los ejes de referencia de las escalas de z 3 y 
z 2 . El manejo de estos nomogramas se facilita mediante trans¬ 
parentes que llevan grabadas una serie de índices paralelos a 
corta distancia entre sí, o un par de índices normales entre sí. 


Consideremos como ejemplo la fórmula de trigonometría que expresa 
la relación entre dos lados y los ángulos opuestos de un triángulo 

a — b __ tg i (A— B) 
a + b tg ¿a (A + B) 

que, introduciendo el tercer ángulo C, puede escribirse: 

a — b _ ctg B — tg l C 
ct+b ~~ ctg B + ctg i C 9 

y por tanto es susceptible de representarse mediante un nomograma de 
este tipo. Si adoptamos el caso de alineaciones perpendiculares, las es¬ 
calas serían: 

J = wha J x* = — nixb J x 3 = — rrh ctg B J x* = — m 3 ctg h C 
y x = y 2 = m 2 b y 3 — vu ctg B * ?/« = — m A tg i C 

es decir, tres escalas rectilíneas y una escala curvilínea (para C) de 
soporte la hipérbola equilátera xy = m¿nu. 

En la figura 171 se ha representado ese nomograma. Las alineacio¬ 
nes dibujadas muestran que el triángulo rectángulo de catetos 4 y 12 
tiene un ángulo agudo de 71°30', aproximadamente. 


b) Nomogramas circulares. — Semejantes a los anteriores 
son los llamados nomogramas circulares que permiten repre¬ 
sentar las ecuaciones de la forma 

fi + f 2 -j- f 3 -f~ • • • + f„ = 0. 

Supongamos que sobre dos circunferencias concéntricas, a par- 
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Fig. 171. — Nomograma de alineaciones perpendiculares de la fórmula 

g — b __ ctg B — tg j C 
a + b ctg B 4- ctg i C * 
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tir de orígenes situados sobre el mismo radio (o sobre radios 
perpendiculares) y en el mismo sentido, se toman escalas de las 
í unciones f, y f 2 sobre una de ellas, y de —f 3 y —f 4 sobre 
a otra con módulos proporcionales a los radios respectivos: 
las cotas de las cuatro escalas situadas sobre alineaciones pa- 
raleías (o perpendiculares) satisfacen a la ecuación f, + f 2 + 

"r Í3 + f-i = 0. 

c) Alineaciones de punto fijo y nomogramas a escuadra 
por el vértice. — Puede ocurrir que una ecuación con n varia¬ 
bles sea de mas fácil representación nomográfica mediante 
su transformación en una ecuación de n + 1 variables, donde 
una de ellas se supone constante, pasando por tanto la alinea¬ 
ción respectiva por un punto fijo. 

tización- e ^ emPl °’ ^ ecuación que da las anualidades de amor- 

a = (1 +i) n i 

( 1 -f ¿)»_1 » 

que escrita en la forma: 

loga _ logí -f log(l—( 14 -/)-») = o 
pertenece al tipo 

fig.n + Í2h 34 -f- f 34 =» o 

con f i = 10 so. ; f, = 1 ; g 8i * i ; 

hai = — logi ; f 84 = log(l— (l + ¿)-» ) , 


y por tanto el nomograma se compondrá de una escala loga¬ 
rítmica para a, una escala binaria para i y n, constituida por 
una familia de rectas para i y de curvas para n, y un punto 
tJjo por donde pasarán todas las alineaciones. 

Si la ecuación con tres variables puede escribirse en la 
torma 



se comprueba que puede construirse su nomograma como el 
de una ecuación con cuatro variables mediante un nomograma 
de alineaciones perpendiculares haciendo coincidir las varia¬ 
bles Zo y Zi ; de manera que las alineaciones que determinan 
los valores que satisfacen a la ecuación forman un ángulo rec- 

nom7n°rnl 68 el , punto de cota de ahí el nombre de 
nomop? amas a escuadra por el vértice. Por ejemplo, el trino- 

To rm« e fl n? gU - nd ° gr u d ° : + í = puede llevarse a la 

loi ma anterior escribiéndolo 
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y podrá entonces representarse por un nomograma de este tipo 
mediante las tres escalas rectilíneas: 

J x x = 0 j¡C 2 = l f x 3 = 1 — q 

i 2/1 = P * \ y 2 = Z ’ 12/3 = 0 

Observemos que en este nomograma los puntos de cotas 
p, q, z están sobre una circunferencia que pasa por el origen, 
de manera que si se le aplica una inversión respecto del ori¬ 
gen se transformará en un nomograma de puntos alineados con 
dos escalas rectilíneas para p y q y una escala circular para z. 

d) Nomogramas con alineaciones circulares. — Cabe pen¬ 
sar en una teoría general de nomogramas en que las cotas no 
estén alineadas sobre una recta sino sobre una circunferencia. 
Un caso particular lo constituyen los llamados nomogramas de 
puntos equidistantes, en los que la circunferencia de centro el 
punto de cota Zj, determina sobre las otras dos escalas los pun¬ 
tos de cotas z 2 y z 3 . 

Sin entrar en el caso general consideremos nuevamente el 
ejemplo del trinomio de segundo grado: z- — pz-\-Q = 0, que 
escrito en la forma 

(z — ip) 2 + 1 = ÍP 2 -f 1 — Q . 
expresa la condición de que los puntos de las escalas 



equidistan de los puntos de la escala 

f x 3 = \p 

12/3 = 0 * 

y el nomograma así construido, constituido por tres escalas 
rectilíneas, es la construcción general de la conocida determi¬ 
nación gráfica de las raíces del trinomio con regla y compás. 

Una variante de este nomograma se obtiene modificando 
ligeramente la ecuación anterior en la forma 

(Z — IpY- + 1 — \V- = 1 — Q > 
que expresa la condición de que la distancia entre los puntos 

J Xi = z x 2 = Ip _ 

t Vi = o y y.= VI — iP 1 

es VI — Q, y por tanto, construyendo la escala métrica de z 
y la escala de soporte circular para p : si s e dibuja sobre el 

borde de una cartulina la escala de vi — <7, llevando sobre el 
punto de cota p el origen de esta escala, el punto de cota q 
de la misma da sobre eje de las abscisas el o los valores de z. 
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e) Nomogramas con escalas móviles. — En los nomogramas hasta 

C °- n 6XCePCÍÓn dd Últim0 e j em P l0 > las escafi Ton fijas! 

pero pueden imaginarse nomogramas con escalas funcionales (o binarias) 

SuTl e (o 'díhlei UC1 ? n f 0Se “i edia , nte . movimiento un número de variables 

igual (o doble) al de grados de libertad del movimiento. 

. La ? re e las ° círculos calculadores constituyen el tipo más simple de 

Consideremos, por ejemplo, la expresión homográfica 

F(y) = jrfixhtA- 

cí(x) + d 

S :ri°bc a ’ C¿nstn 1 va U nT«°l Val0rC 1 S varia í> Ies cualesquiera con la condición 
o „ Construyamos la escala funcional F(y) y un haz de tres rec- 

de cotas 2 'i/ S %/ C01 ¡/ CUr n”h e ^ 60 0, . que x pasan P° r los Puntos de esa escala 
i® f° ta , v i’ Vt \ y3 \ Dibujemos ademas sobre el borde de una regla móvil 
la escala funcional f(x) y calculemos los tres valores x, xTauTte 
acuerdo a los valores de a, b, c, d, corresponden a los y x , y’, y, sí se 

cotas** 3 f ! T° VÍ1 d Pl3n ° de tal manera W ñ puntos de 

que permitirá ohten^ HphT T? 8 f 1 ’ «*,*» tendremos un dispositivo 
ln« ¿ b - ’ debaj ®. d ® todas las alineaciones que pasan por O, 

íüüSTlí sssr Ia ecuación dad " cu “ do •=» - 

F(a;) (cf(x) + d) af (ce) + 6. 

,, f J Nomogramas para sistemas de ecuaciones. — Cuando las varia- 

ernLwf deben cal , cularse mediante nomogramas satisfacen a dos o más 
ecuaciones, se puede, con artificios o agregados de escalas auxiliaras de 

ífoTes^P 6S0S - Val( T S mediante eI n °mograma de una sola de esas c ’cua- 
vaSesT ejempl °’ su P° n g am os un sistema de dos ecuaciones con tres 

J f 123 = 0 
I gl23 = 0 

y construyamos el nomograma de puntos alineados de una de ellas Tas 

3 a SS la segunda ccaación formal una familia 

simplemente infinita de rectas que, en general, admitirá una envolvente- 

medlante transformaciones de las escalas, que esa envol- 
redazca a un punto, todas las alineaciones que pasan por ese 
punto fijo determinan cotas que satisfacen al sistema. 

riablSsT° SegUnd ° ejempl ° consideremos dos ecuaciones con cuatro va- 

J f 1234 ~ 0 
^ gu*3i = 0 * 

si se supone posible la eliminación de z s y z, ese sistema se reduce al 

J f 123 = 0 


J 1123 = 


gi=. = 0 

y si representamos los nomogramas de estas dos ecuaciones de tal ma- 

Ias , escalas , de *» y de z* sean comunes, toda alineación dará 
sobre las cuatro escalas valores que satisfacen al sistema. 

i n ntS° nSÍde í em0 ! l eI ca . s * de Ios Iados de los triángulos rectángulos seme¬ 
jantes, que han de satisfacer al sistema s 

o* = b* + c* 
b — aX 
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siendo X una constante. Si se representa la primera ecuación mediante 
un nomograma de tres escalas de cuadrados de soportes paralelos, es 
fácil demostrar que las alineaciones que satisfacen la segunda ecuación 
pasan por el punto fijo del eje de las abscisas de 

mid')* 

X = -rr-, 

7)hK s — Wla 

siendo ?n t y m 3 los módulos de las escalas de & y de a, y d’ la distancia 
entre sus dos soportes. 

Si se hace intervenir como nueva variable el ángulo agudo B tal 
que X = sen B, el sistema de dos ecuaciones con cuatro variables 

J a 2 = ¿r + o 2 
* 6 = asenB ’ 

se resolverá construyendo la escala de B: 

mi d’ sen 2 B 
— m x sen 2 B — m* ’ 

y toda alineación determinará sobre las cuatro escalas los valores de los 
lados y de los ángulos de cualquier triángulo rectángulo. 

2. Bibliografía. — Históricamente, las obras fundamentales sobre 
nomografía son las de D’Ocagne, a saber: 

D’Ocagne, Traite de Nomographie, 2£ ed. París, 1921. 

— Le Calcul simplifié par les procedes mecaniques et graphiques, 
3 9 ed. París, 1928. 

— Calcul graphique et Nomographie, 3* ed. París, 1924. 

De la última obra existe una traducción castellana (Madrid, 1914). 

Otras obras más recientes, todas ellas con ejemplos y aplicaciones 
técnicas, son: 

M. Adolph, Einführung in die Nomographie, Leipzig, 1942. 

P. Luckey, Nomographie, 2$ ed. Leipzig, 1949. 

H. Dierks - H. Euler, Pralctische Nomographie, Düsseldorf, 1942. 

M. Mayer, Nomographie des Bauingenieurs, Sammlung Góschen, Ber¬ 
lín, 1927. 

R. Soreau, Nomographie ou Traite des Abaques (2 volúmenes), Pa¬ 
rís, 1924. 

H. Schwerdt, Lehrbuch der Nomographie auf Abbildungs geometris- 
cher Grundlagen, Berlín, 1924. 

R. Jamin, La pratique des Abaques, París, 1923. 
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de una cónica, 151; en S de una 
cónica, 158; general de las cuá- 
dricas, 371; explícta de una cur¬ 
va, 196; implícita de una curva, 
196; normal de la recta, 56; nor¬ 
mal del plano, 343; normal de la 
circunferencia, 68; paramétricas 
de la circunferencia, 75; de la 
elipse, 116; de la hipérbola, 125; 
de una curva, 197; reducidas de 


las cuádricas, 371; trinomía de 
las tres cónicas, 130. 

Eje, de afinidad, 296; de homote- 
cia, 292; de las cónicas, 155; de 
simetría, 284; radical de dos cir¬ 
cunferencias, 78; radical de tres 
esferas, 362. 

Eiseinstein, 264. 

Elementos, imaginarios, 85, 364; 
unidos de una transformación, 
276; de una involución, 306; de 
una proyectividad, 303. 

Elipse, definición, 93; imaginaria, 
144; estudio de la, 92 y sig. 

Elipsoide, 371 y sig.; diámetros, 
376; ecuación referida a tres diá¬ 
metros conjugados, 377; imagi¬ 
nario, 372; de revolución, 383: 
plano polar, 380; propiedades 
métricas, 380; secciones planas. 
378. 

Entorno del punto impropio, 13. 

Epicicloide, 216. 

Equiafinidad, 296. 

Equipolentes, vectores, 37. 

Erlangen, programa de, 317. 

Escala, 495; racional, 20; homográ- 
fica, logarítmica, métrica, pro- 
yectiva, 496. 

Espacio, de una, dos y tres dimen¬ 
siones, 23; de planos, 23; pun¬ 
teado, 23; reglado, 23. 

Esquema de Neper, 352. 

Espiral, 218; de Arquímedes, 218; 
hiperbólica, 219; logarítmica, 
218; parabólica, 219. 

Estrofoide, 219. 

Euclides, 1. 

Eudoxio. 2. 

Euler, 5, 233, 349. 

Excentricidad, de la elipse, 113; de 
la hipérbola, 124; de las cónicas, 
132. 

F 

Factor S, 381. 

Fermat, 22, 23, 26, 273. 

Fiedler, 274. 

Flecha, 37. 

Focos, de la elipse, 112; de la hi¬ 
pérbola, 123; de la parábola, 128; 
de una cónica, 132, 135; imagi¬ 
narios, 136. 

Folium de Descartes, 219. 
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FORDER, H. G., 493. 

Formas de 1» 2$ y 3% especie o 
categoría, 23. 

Fórmulas, de Bessel, 351; de £u- 
ler, 349; del coseno, 54; de los 
senos, 53; goniométricas de adi¬ 
ción y substracción, 52, 53. 
Fraile, 29. 

Fiíechet, 527. 

Frobenius, 487. 

Funciones circulares, 45; inversas 
48. 

G 

Galois, 268. 

Gauss, curvas de, 221. 

Geometría, definición general según 
Klein, 318; de círculos, 481; del 
compás, 319; reglada, 469. 
Ghetaldi, 22. 

Girard, 22. 

Gomes Teixeira, 274. 

Grado, de una curva algebraica. 
223; de una superficie algebrai¬ 
ca, 449; de una curva algebraica I 
del espacio, 452. 

Graustein, W., 493. 

Grupo, 19; de proyectividades, 300; 
de transformaciones, 277, 318. 

H 

Hart, 319. 

Haces, de planos, 23; de planos pa¬ 
ralelos, 344; de rectas, 6, 23, 41, 
42; de rayos, 9; lineales de cir¬ 
cunferencias, 80 y sig.; lineales 
de superficies esféricas, 362. 

Hélice circular, 445, 448. 

Helicoide, desarrollare, 460; de co¬ 
no director, 463; de plano direc¬ 
tor, 463. 

Hipérbola, definición, 93; conjuga¬ 
das, 106. 

Hiperboloide, 372, 384; de dos ho¬ 
jas, 384, 385, 417, 419; de una 
hoja, 384, 385, 395, 417, 419, 

4b¿; de revolución, 399; planos 
tangentes al, 396. I 

Hipercuádrica de Klein, 472. 

Hipias, 274. 

Hipocicloide, 216.. 


Homofocales, cónicas, 138; cuádri- 
cas. 436. 

Homografía, 298. 

Homotecias, 289. 

I 

Inecuaciones, 29. 

Imaginarios, elementos, 85 y sig. 
Inscripción de polígonos regulares, 
262 y sig. 

Intersección, de circunferencias, 
71; de cónicas, 175 y sig.; de 
curvas algebraicas, 229; de rec¬ 
tas, 41; de recta y circunferen¬ 
cia, 69; de recta y parábola, 109; 
de recta e hipérbola, 101; de rec¬ 
ta con superficie esférica, 356; 
de recta con elipse, 94; de recta 
y elipsoide, 374; de plano y es¬ 
fera, 358; de vsuperficies esféri¬ 
cas, 359; de recta y curva alge¬ 
braica, 226. 

Inversa, h o motee i a, 289; de una 
proyectividad, 299. 

Inversión, 309. 

Inversores. 319. 

Involución, 304; circular, 309; cons¬ 
trucción geométrica, 308; elemen¬ 
tos unidos, 306; elíptica, 306; 
hiperbólica, 306; rectangular, 
309. 

Irracionales cuadráticos conjuga¬ 
dos, 255 y sig. 

Irreducible, curva algebraica, 225. 
Isomorfismo, 22. 

Isótropas, rectas, 88. 

K 

Kappa, curva, 220. 

Kempe, a. B., 318. 

Klein, F., 317, 372. 

Koiin, 274. 

L 

Leibniz, 23, 272. 

Lemniscata, 195. 

Leonardo De Pisa, 23. 

Lissajous, curvas de, 220. 

Loria, 274. 
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Lugares geométricos, 26, 207; bidi- 
mensionales, 29; de las rectas 
que se apoyan en tres no copla- 
nares, 465. 

M 

MacLaurin, trisectriz de, 219. 

Masas, resultante de, 333. 

Mascheroni, L., 320. 

Medida absoluta de un segmento, 
1; de un vector, 4. 

Método de formación de cuadrados, 
para las cónicas, 143 y sig.; pa¬ 
ra las cuádricas, 415 y sig. 

Momentos, 333. 

Móbius, 23. 61, 468, 481, 483, 484. 

Módulo, 495. 

N 

Neper, 352, 353, 354. 

Nicomedes, 212, 270. 

Nodos, 244. 

Nomografía, 495. 

Nomogramas, a escuadra por ei 
vértice, 524; con alineaciones cir 
culares, 525; circulares, 522; con 
escalas curvilíneas, 512, 516; con 
escalas móviles, 526; con tres es¬ 
calas concurrentes, 514; con tres 
escalas paralelas, 508; de alinea¬ 
ciones paralelas o perpendicula¬ 
res, 521; de dos escalas parale¬ 
las, 507; de líneas concurrentes 
499; de puntos alineados, 505; en 
N, en Z, 511; para sistemas de 
ecuaciones, 526. 

Normal a una curva plana, 200. 

Normales, a la elipse, 120; a la hi¬ 
pérbola, 126; a la parábola, 130. 

Número, de puntos que determinan 
una curva algebraica, 227; de 
puntos que determinan una su¬ 
perficie algebraica, 451. 

O 

Ordenada, 25. 

Orden, de una curva algebraica, 
223. 

Origen, 3. 

Ortogonales, circunferencias, 82; 
haces de circunferencias, 83; es¬ 
feras, 362. 


P 

Pantógrafo, 318. 

Parábola, definición, 93; cuártica, 
190; cúbica, 188, 189; de orden 
m, 188; homofocales, 141 y sig.; 
límite de elipse o hipérbola, 131; 
semicúbica, 190. 

Paraboloides, 373, 450. 

Paraboloide elíptico, 400, 418; diá¬ 
metros, 403; en coordenadas ho¬ 
mogéneas, 401; intersección con 
una recta, 401; plano tangente, 
404; plano diametral, 402; pro¬ 
piedades métricas, 407; referido 
a dos planos diametrales conju¬ 
gados, 406; referdo al plano tan¬ 
gente y su diámetro conjugado. 
406; referido a coordenadas orto¬ 
gonales, 408. 

Paraboloide hiperbólico, definición 
y forma, 409; direcciones asintó- 
ticas, 410; en coordenadas homo¬ 
géneas, 414; intersección con una 
recta, 410; plano asintótico, 412; 
plano diametral, 412; plano dia¬ 
metral singular, 413; planos di¬ 
rectores, 410; posiciones de una 
recta con respecto a un, 410. 

Pappus, 273. 

Pascal, 179, 181, 213. 

Paralelismo, de rectas del plano, 
39; de rectas del espacio, 330; de 
planos, 335, 342, 343; entre recta 
y plano, 337. 

Pearson, curvas de, 221. 

Peaitcellier, 319. 

Pendiente de una recta, 56. 

Perpendicularidad, de rectas en el 
plano, 56; de dos planos, 342: 
entre recta y plano, 343; de dos 
rectas del espacio, 342. 

Pi Calleja, 2, 28, 70, 128, 198, 229. 
241, 267, 272. 

Pitágoras, 20, 21, 340. 

Plano, asintótico, 390; impropio. 
327; determinado por tres pun¬ 
tos, 334; ecuación general, 334; 
ecuación normal, 343; ecuación 
segmentaria, 335; haces de, 338; 
imaginarios, 418; polar de un 
punto respecto de una cuádriea, 
438; propiedades proyectivas, 
334; radical de dos esferas, 361; 
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reglado, 23; tangente a una su¬ 
perficie, 446; tangente a un elip¬ 
soide, 378; tangente a un hiper¬ 
boloide, 396; tangente a un pa¬ 
raboloide, 404. 

Plücker, 23. 

Podaría, 208; de la elipse e hipér¬ 
bola, 211; de la parábola, 209. 

Polar, de un punto respecto de una 
cónica, 161; impropia, 162. 

Polaridad, en las cóncas, 160 y sig.; 
en las cuádricas, 437. 

Polares, coordenadas, 49, 50. 

Polígono de 17 lados, construcción, 
268. 

Polo, de una recta respecto de una 
cónica, 162; de un plano respec¬ 
to de una cuádrica, 438; impro¬ 
pio, 16c. 

Postulado, de Arquímedes, 20; de 
continuidad de la recta, 21. 

Potencia, de un punto respecto de 
una circunferencia, 77; de un 
punto respecto de una esfera, 
361; de inversión, 309. 

Problema, de A polo ni o, 313; de 
Pappus, 273; de tercer grado, 
260. 

Producto, de afinidades centrales, 
297; de congruencia por homote- 
cia, 293; de homotecias, 291; de 
proyectividadcs, 299; de rotacio¬ 
nes por traslaciones, 281; de si¬ 
metrías, 285; de una simetría por 
una traslación, 286; de transfor¬ 
maciones, 276; de una traslación 
por una simetría, 283. 

Programa de Erlangen, 317. 

Proyectividad, 298; degenerada, 
299; elíptica, 303; elementos uni¬ 
dos, 303; entre espacios unidi¬ 
mensionales, 298; hiperbólica, 
303; parabólica, 303; puntos lí¬ 
mites de una, 304. 

Proyección estereográfica, 366, 368, 
481; ortogonal de la elipse, 117. 

Ptolomeo, 22. 

Puntos, aislados, 245, 247; de 
Brianchon, 181; del infinito, 9; 
del infinito de una curva alge¬ 
braica, 234; de inflexión, 200; de 
retroceso, 244, 245; dobles, 190; 
dobles aislados, 244; fundamen¬ 


tales de una transformación cua¬ 
drática, 316; límites de una pro¬ 
yectividad, 304; ordinarios de 
una superficie, 446; singulares 
de una curva, 237; de una super¬ 
ficie, 446. 

Puntos dobles, 243; estudio gene¬ 
ral, 246; clasificación, 243. 

Puntos múltiples, 238; determina¬ 
ción, 239; en el infinito, 242. 

R 

Radiación, de rectas, 23; de planos, 
23. 

Radiante, 7. 

Radio polar, 50. 

Ramas infinitas, 203; parabólicas, 
203. 

Razón, de semejanza, 292; de ho- 
motecia, 289; doble, 300; simple, 
11 . 

Recta, coeficientes directores de la, 
339; como intersección de dos 
planos, 338; conjugadas, 167; del 
infinito, 327; determinada por 
dos puntos, 328; de Pascal, 181; 
ecuaciones de la, 328; ecuaciones 
reducidas de la, 329; paralelismo 
de, 39. 330; perpendicularidad 
56; 342; perpendicular a un pla¬ 
no, 342; propiedades proyectivas, 
328; real del plano imaginario, 
364. 

Resultante, 333; de masas, 333. 

Reducible, curva algebraica, 225. 

Relación, de Chasles, 5, 4, 8; de 
Euler, 56, 233; de Stewart, 6. 

Resolución, de triángulos rectángu¬ 
los, 352; de triángulos oblicuán¬ 
gulos. 354. 

Rey Pastor. 2, 18, 19, 26. 37, 70. 
198, 229, 241, 261, 268, 272. 

Roberval, 22. 

Rosáceas, 220. 

Rotación, de ejes rectangulares, 
52; como transformación. 278 y 
sig. 

S 

Sadosky, 527. 

SALMON, 467. 

Schooten, 22. 


I 


Schwerdt, 327. 

Secante, 45. 

Semejanzas, 292. 

Simetrías, respecto de un punto, 
283; respecto de un eje, 284. 

Sistemas, de coordenadas cartesia¬ 
nas, 25; de vectores, 479. 

Sistemas nulos, 481. 

Soreau, 527. 

Staudt, 23. 

Stewart, 6. 

Superficie, algebraica, 449; cilin¬ 
drica, 326, 453; cónica, 456; cú¬ 
bica, 467; de revoulción, 460; de 
segundo orden, 555; desarrolla- 
ble, 459; ecuaciones de una, 443; 
en general, 443; esférica, 355; 
reglada, 467. 

Sylvester, 230, 231. 

T 

Tacnodos, 245, 248. 

Tangente, 45; a la circunferencia, 
69, 72, 73; a la elipse, 93, 95, 
96; a la hipérbola, 100, 108; a 
la parábola, 108, 109, 110; a una 
curva, 198, 206; a una curva al¬ 
gebraica, 232; a una curva del 
espacio, 446; en coordenadas ho¬ 
mogéneas, 233. 

Teorema, de Apolonio, 118, 125; de 
Bezout, 229; de Brianchon, 181; 
de Eiseinstein, 264; de Pascal, 
179; fundamental de las cons¬ 
trucciones con regla y compás, 
255. 

Toi'o, 462. 

TORROJA, 23. 

Tractriz, 202. 


Transformaciones, birracionales, 
315; conformes, 311; cuadráti¬ 
cas, 315, 316; de coordenadas, 
348, 350; elementos unidos, 276; 
en general, 275; grupos de, 277; 
idéntica, 276; inversas, 275; in- 
volutorias, 310; lineales, 315; 
producto de, 276. 

Trascendentes, curvas, 187; núme¬ 
ros, 269. 

Traslaciones, de ejes, 347; en ge¬ 
neral, 278; producto de rotacio¬ 
nes y, 281. 

Trejo, 2, 28, 70, 125, 198, 229, 241, 
272. 

Triedro, directo, 324; inverso, 324. 

Trisección del ángulo, 250, 262, 273. 

Trisectriz de Mac Laurin, 219. 

U 

Unidos, elementos de una transfor¬ 
mación, 276; de una involución, 
306; do una proyectividad, 303. 

V 

Vectores, axiales, 37; directores. 
331; en el plano, 31; libres, 37. 

Vértices, de la elipse, 114; de la 
hipérbola, 124; de la parábola, 
128; de una cónica, 157; imagi¬ 
narios, 129. 

VIETA, 22. 

Volumen de tetraedro, 346. 

W 

WlELEITNER, 274. 

WlLLERS, 527. 


EDITORIAL KAPELUSZ, S. A., 
dio término a la 4® tirada de la 
cuarta edición de esta obra en el 
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